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)اگر تمرین:  ) ( )   6 61 2 1 2 )، جزء صحیح عدد 198 ) 61   کدام است؟ 2

  1 (195  2 (196  3 (197  4 (198  

  

  

  

  

  

  

  

x]اگر تمرین:  ] 2 fباشد، نمودارهاي دو تابع  1 (x) | x | | x |   3 g(x)و  4 x x  22   در چند نقطه مشترك هستند؟ 17

  ي مشترك) فاقد نقطه4  3) 3  2) 2  1) 1  

  

  

  

  

  

دامنه و برد تابع تمرین: 
x [x]

f (x)
[x] [ x]




   1
  ، کدام است؟

  1 (f fD , R { }  0    2 (f fD , R { }  0  

  3 (f fD , R [ , )   0 1   4 (f fD , R [ , )   0 1    

  

  

  

  

  

  

  

  

حاصل عبارت تمرین: 
x x

[ ] [ ]
 


1 3

2 2
  تواند باشد؟چه اعدادي می 

  2و  1) 4  - 2و  - 1) 3  - 1) صفر و 2  1) صفر و 1  

  صحیح است.» 1«ي گزینه پاسخ:

  کنیم:یها استفاده مکنیم و از خاصیتعبارت را ساده می

x x x x x x x x
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

        
        

1 3 1 2 1 1 1 1 1
1 1

2 2 2 2 2 2 2 2
  

چون 
u

[u] [ u]
u


   

 

0

1




یا صفر  1  ، پس:

x x
[ ] [ ]

 
  

1 1
1

2 2
  

 - 1صفر یا 
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اگر تمرین: 
x

x





4 2
0

3 1
]باشد، مجموعه مقادیر   x]3 1401(تجربی     چند عضو دارد؟(  

  1 (6  2 (7  3 (8  4 (5  

  

  

  

  

  

  

  

  نمودارهاي معروف براکتی

  هاي بسیار مهم توابع معروف براکتی (شامل جزء صحیح)شکل

    y [x] )1  

yتوجه کنید در تابع  [x]خواه در بازة جا به صورت دلباشند. این، طول هر پله یک واحد است و نقاط سمت چپ همگی توپر می[ , )2 2 

]آن را رسم کردیم. اگر بازه به صورت  , ]2 xباشد (یعنی انتهاي بازه بسته باشد) نقطۀ  2    کنیم و داریم:را جداگانه بررسی می 2

  x y [ ] A( , )    2 2 2 2 2  

)Aباید نقطۀ و این یعنی به شکل بالا  , )2   نیز اضافه شود. 2

     y x [x]  )2  

yهاي تابع ویژگی x [x]   

  ) دامنۀ 1

]) برد 2 , )0 xیعنی:  1 [x]  0 1  

  حد ندارد و ناپیوسته است ولی در سایر نقاط حد دارد و پیوسته است. x) در نقاط 3

  واحد است. 2) طول هر پله 4

T) متناوب است با دورة تناوب 5 1  

]جا به طور دلخواه آن را در بازة در این , )3   رسم کردیم. 4

     
x

y [x] [ x]
x


    

 

0

1




 )3  
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yهاي تابع ویژگی [x] [ x]    

  ) دامنۀ 1

fR) برد دو عضوي 2 { , } 1 0  

  ناپیوسته است. x) در نقاط 3

یعنی  است -1) در تمام نقاط داراي حد 4
x a
lim[x] [ x]
 

   1


  

T) متناوب است با دورة تناوب 5 1.  

  شود.یم -1دهد و به ازاي سایر اعداد، شود و ریشه می) نمودار به ازاي اعداد صحیح صفر می6

     [x]y ( ) x   1 0 3 )4  

هاي ویژگی
[x]y ( ) 1  

]جا به طور مثال در بازة یندر ا , )0   رسمش کردیم. 3

  ) دامنۀ 1

fR) برد دو عضوي 2 { , } 1 1  

  حد ندارد و ناپیوسته است. x) در نقاط 3

T) متناوب است با دورة تناوب 4  2.  

    y x[x] x   1 1 )5  

]جا به طور مثال در بازة در این , )1   رسمش کردیم. 1

xتوجه کنید نقطۀ  0 آید.براي این تابع، نقطۀ گوشه به حساب می  

yرسم نمودار  [ax]  

yتابع  [ax]  از روي تابعy [x] شود. فقط توجه کنید که طول هر پله رسم می
| a |
1

شـود. مـثلاً در رسـم برابـر می 
x

y [ ]
2

کـه  

a 
1
2

ها است طول پله 
1

2
1
2

yبر و در رسم برا  [ x] aکه  2  ها است طول پله 2
1
2

  شود.برابر می 

yتابع تمرین:  [ x] ]را در بازة  2 , )1   رسم کنید. 1
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نمودار تابع تمرین: 
x

y [ ]
2

]را در بازة   , ]4   رسم کنید. 4

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

xي معادلهتمرین:  [x] 
1
5

)ي در فاصله  , )2   چند جواب دارد؟ 3

  1 (4  2 (5  3 (6  4 (7  

  

  

  

  

  

  

  

  

برد تابع تمرین: 
x

y x [ ]  2 1
2

  کدام است؟ 

  1 ([ , )2 0  2 ([ , ]1 2  3 ([ , ]0 2  4 ([ , )1 1  
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yنمودار تابع تمرین:  x([ x] [x])    با دامنۀx  1   ، نماد جزء صحیح است.)[ ]کدام است؟ ( 1

1 (  2 (  

3(     4 (   

  

  حل اول: عددگذاري:راهـ  »4«گزینۀ  پاسخ:

    x y ([ ] [ ]) ( )         


´ÃÀjÂ¶ nHo¤ ÍMIU ã¾õMIò nj

0

1 1 1 1 1 1 1 0  

    x y  0 0  

    x y   1 0  

  ند.کی) صدق م4یعنی تابع در سه نقطۀ دلخواهی که دادیم مقداري برابر با صفر دارد که این سه نقطه فقط در نمودار گزینۀ (

  حل دوم:راه

  نکته:
x

y [x] [ x]
x

 
    







1

0
  

    با توجه به نکته داریم:
x
x

x y x

x , , y




     


   


01 1

1 0 1 0
  

x) در نقاط 4ه در گزینۀ (دشتابع رسم , , 1 0 xمقداري برابر با صفر دارد و در  1  1 yبرابر با  1 x  .است  

xنمودار تابع تمرین:  [ , ) 2 6 ; 
x

y     
2 1

2
  (تجربی خارج)   ؟پاره خط مساوي هم تشکیل شده است ازچند  

  1 (3  2 (4                       3 (5                      4 (6   
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Homework  

  

  



 
  
  

    
 

114   
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  Homeworkپاسخ 
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  ع مرکبّتاب

خواهد  g(x)دهیم، خروجی آن  gنوان ورودي به ماشین عرا به  xاگر  خواهیم با هم فرآیند آن را مرور کنیم.به شکل زیر دقّت کنید، می

دهیم و در نتیجه خروجی می fبود، حال این خروجی را به عنوان ورودي به ماشین  f g(x) شود که ما آن را اصل میحfog(x) 

  دهیم.را می xاست وقتی به آن ورودي  h، ماحصل رفتار ماشین fog(x)توانیم بگوییم نامیم. پس در واقع میمی
  

  

  

)x(fogf)x(ggx     
وروديخروجیوروديخروجی

  

  

h  

fاگر تمرین: {( , ),( , ), ( , ), ( , ),( , )}   1 2 3 1 2 0 1 4 5 gو 7 {( , ),( , ),( , ),( , )}  0 1 5 2 3 5 2   را در صورت امکان بنویسید. fog، تابع 4

  

  

  

  

fاگر  تمرین: {( , ), ( , ), ( , ), ( , )} 1 1 2 3 3 3 4 gو  2 {( , ), ( , ), ( , ), ( , )} 1 2 2 3 3 1 4   چند عضو دارد؟ fogباشد، برد تابع  6

  ) سه4  ) دو3  ) یک2  ) هیچ1  

  :fست) و بعد حاصلش را در اونی تابع در g، تابع fogدهیم (چون در قرار می gرا در  xـ اول » 3«ي گزینه پاسخ:

g gf f

g gf f

( , ) ( , )

( , )

     

    

1 2 3 1 3 2 3 3 2 3

3 1 1 3 1 4 6 
  

fogبه صورت  fogپس  {( , ),( , ),( , )} 1 3 2 3 3 Rاست که بردش برابر  1 { , } 1   باشد و دو عضو دارد.می 3

fاگر  تمرین: {( , ),( , ),( , ), ( , )} 1 2 2 3 3 4 4 fof))باشد، تابع  5 ) f ) بعی است؟چگونه تا  

  ) خطی4  ) ثابت3  ) همانی2  ) تهی1  

  کنیم:را پیدا می fofـ ابتدا » 3«ي گزینه پاسخ:

fof {( , ),( , ),( , )}  1 3 2 4 3 5  

f f

f f

f f

f f

( , )

( , )

( , )

  

  

  

 

1 2 3 1 3

2 3 4 2 4

3 4 5 3 5

4 5 

  

fof))حالا  ) f ) دهیم:را تشکیل می  ((fof ) f ) {( , ),( , ),( , )}  1 1 2 1 3 1  

fof))بینیم که می ) f )  دارد؛ پس تابع ثابت است. 1همواره مقداري ثابت یعنی برابر  

f تمـرین: {( , ) ,( , ) , ( , ) ,( , )} 2 1 3 2 4 5 1 gو  7 {( , ) ,( , ) , (a , ) ,(b , )} 1 2 3 1 3 )اند. اگر مفروض 1 , ) fog4 )و  2 , ) gof4 1 

  )سراسري ریاضی(  ت؟کدام اس (a,b)باشند، دوتایی مرتب 

1 (( , )3 4  2 (( , )4 3  3 (( , )4 5  4 (( , )5 4  
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g

  ي ماشینترکیب تابع با ایده

fد و مقدار پذیررا به عنوان یک مقدار ورودي می xاگر هر تابع را به عنوان یک ماشین در نظر بگیریم که  (x)  را به عنوان خروجی تحویل

گذارند در نظر بگیریم. مثلن اگر اثر می xها که به دنبال هم روي یک مقدار ورودي ها را به عنوان ترکیب ماشینتوانیم ترکیب تابعدهد میمی

f (x) ي تابعی با ضابطهf (x) sin x  وg(x) ي تابعی با ضابطهg(x) x x 2 توانیم به شکل زیـر باشد، ترکیب این دو تابع را می

  نشان دهیم:

  

  

  

  

  

اگر  تمرین:
x

f (x)
x





2 3
2

و  
x

g(x)
x





1 3
2

g(fي تابع باشند، ضابطه  (x))  96کدام است؟ (تجربی خارج(  

  1 (x  2 (x  3 (x  1  4 (x  1  

  

  

  

  

  

fاگر تمرین: (x) | x |  2 fي تابع، ضابطه 2 (f (x)) 90(سراسري ریاضی خارج از کشور      ام است؟برابر کد(  

  1(x   2(x4   3(f (x)   4(f (x)2   

  

  

  

  

  

  

اگر  تمرین:
x

f (x)
x



21

g(x)و   cos x بع باشند، ضابطۀ تاy f (g(x)) ) کدام است؟x (.در ربع سوم است  

1 (cot x  2 (tan x  3 (tan x  4 (cot x  

yضابطۀ تابع ـ  »3«گزینۀ  پاسخ: f (g(x)) وریم. ببینید:آرا به دست می  

    
| sin x |cos x sin x

y f (g(x)) f (cos x)
cos x cos x cos x


    
2 21

  

sinدر ربع سوم است، پس  xاز طرفی  x :عددي منفی است، در نتیجه خواهیم داشت  

    
| sin x | sin x

y f (g(x)) tan x
cos x cos x
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اگر خروجی ماشین مقابل  تمرین:
4
3

  سراسري ریاضی)(     باشد، مقدار ورودي کدام است؟ 

خروجی 
x

x
x

   


2 2
1

  ورودي 

  1 (
11
9

  2 (
7
2

  3 (3  4 (4  

  

  

  

  

  

  

  

اگر  تمرین:
x

f (x)
x


 1

fباشد، ضابطه تابع   (x ) f (x) 2 2   کدام است؟ 1

  1 (
x 2

1

1
   2 (

x

x 2

2

1
   3 (

x

x



 2

2 1

1
   4 (

x

x



2

2 1

1
   

  

  

  

  

  

  

  

fاگر  تمرین: (x) x x x   3 26 12 fگاه باشد، آن 5 ( )3 3   کدام است؟ 2

)) 2  ر) صف1   ) 33 3 1 1  3 (5  4 (16  
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اگر  تمرین:
x

f (x)
x




2

3 2
fofofباشد، حاصل   (   )1401(ریاضی   کدام است؟ 2(

  1 (
1
2

  2 (
1

2
  3 (2  4 (2  

  

  

  

  

  

g(x)يتابع با ضابطه تمرین: x x   مفروض است. اگر نمودار تابعf محور ،xو 6هاي ها را در دو نقطه به طول
1
4

قطع کند، آنگاه،  

  )94(سراسري ریاضی خارج       کند؟ قطع می ها را با کدام طولx، محور fogنمودار تابع 

و 4) 1
1
9

و 9) 2   
1
4

   3(
1
4

  4و  9) 4  4و  

  

  

  

  

  

  

fاگر  تمرین: (x ) f ( x) x    5 2 2 4 fگاه باشد، آن 1 (   کدام است؟ 3(

1 (4  2 (/4 5  3 (5  4 (/5 5  

    »2«گزینۀ  پاسخ:

  
x : f ( ) f ( ) f ( ) f ( )

f ( ) f ( ) /
x : f ( ) f ( ) f ( ) f ( )

         
       

          

5 5 3 3 21 25 3 5 3 105
24 3 108 3 4 5

1 5 3 3 3 5 3 3 3
  

  

fي ضابطه fدار)xهر وقت بخواهیم از روي تابعِ (یه عبارتِ           (x)  رو پیدا کنیم، کافیه توي پرانتز روt  بگیریم و سپسx تنها کنیم و  رو

tگذاري کنیم و آخرش هم جاي tدیدیم مقدارش رو برحسب  xهرجا سمت راستِ مساوي  x .  

fاگر  تمرین: ( x ) x x   22 3 4 14 fباشد، ضابطۀ  13 (x) 97(تجربی     برابر کدام است؟(  

  1 (x x 2 3  2( x x 2 2 1  3 (x x 2 2 1  4 (x x 2 1  
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g(x)اگر  تمرین: x 2 (x)(fog)و  3 (x x )  24 4 fباشند، تابع  5 (x) 93(ریاضی داخل   کدام است؟(  

1 (x x 2 4 3  2 (x x 2 4 5  3 (x x 2 2 5  4 (x x 2 2 3  

fهمان  (x)(fog)دانیم میـ  »3«گزینۀ  پاسخ: (g(x)) توان نوشت:است. پس می  

  
g(x) x

f (g(x)) (x x ) f ( x ) x x
 

       
2 32 24 4 5 2 3 4 16 20  

f کهحالا براي این (x)  را به دست آوریم، از تغییر متغیرx t 2   گیریم. پس داریم:کمک می 3

  
t

x t x t x


      
3

2 3 2 3
2

  

  
t t t t

f (t) ( ) ( ) ( ) (t )
   

      
2

23 3 6 9
4 16 20 4 8 3 20

2 2 4
  

  f (t) t t t t t         2 26 9 8 24 20 2 5  

fپس ضابطۀ تابع  (x)  به صورتf (x) x x  2 2   است. 5

gofاگر  تمرین: (x) x 25 fو  11 (x) x g(xترین مقدار باشد، کم 2 )   )1401(تجربی   چقدر است؟ 7

1 (7  2 (9  3 (11  4 (3  

  

  

  

  

  

  

  

  

اگر  تمرین:
x

f ( ) x
x


 


2
1

1
fباشد،   (x) کدام است؟  

  1 (
x

3
1

  2 (
x 

3
1

  3 (
x1

3
  4 (

x  1
3

  

  گیریم.می tتوي پرانتز رو  پاسخ:
x

t
x





2
1

  

fپس  (t) x    ها کنیم:رو تن xحالا باید  1
t

x tx t tx x t x(t ) t x ( )
t
 

               


2
2 2 1 2

1
  

)دیدیم  xحالا سمت راست هرجا  ) ذاریم:رو می  

t xt x x x
f (t) f (x)

t x x x x
        

       
    

2 2 2 1 3 3
1 1

1 1 1 1 1
  

  

a  نیست فقط کافیه از اتحادها استفاده کنیم: tها هم نیازي به بعضی وقت         b (a b) ab(a b)    3 3 3 3  

a b (a b) ab   2 2 2 2  

a b (a b) ab   2 2 2 2  
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  تا مثال خوب: 2

f (x ) x , f (x) ?
x x

    2
2

1 1
4 )1  

  پاسخ: 

f (x ) (x ) x (x ) (x )
x x x x x

           2 2 21 1 1 1 1
2 4 2 4 2  

xحالا  t
x

 
1

t  پس:  xf (t) t f (x) x    2 22 2  

aواسه حلشّ از اتحاد  b (a b) ab   2 2 2   استفاده کردیم. 2

f (x ) x
x x

   2
2

1 1
4 )2  

  پاسخ:

f (x ) (x ) x (x ) (x )
x x x x x

            2 2 21 1 1 1 1
2 4 2 4 6  

xحالا  t
x

 
1

t  پس:  xf (t) t f (x) x    2 26 6  

aواسه حلشّ از اتحاد  b (a b) ab   2 2 2   استفاده کردیم. 2

fاگر  تمرین: (x ) x
x x

  3
3

1 1
fي تابع ضابطه  (x) کدام است؟  

  1 (x x2 3  2 (x x3 3  3 ((x ) 31  4 ((x ) 31  

xدقیقاً بلایی که به سر  هاي خود چه کرده است. یعنیبا ورودي fباید ببینیم  پاسخ:
x


1

  اومده چیه؟ 

f (x ) x (x ) x (x ) (x ) (x )
x x x x x xx

           3 3 3
3

1 1 1 1 1 1 1
3 3  

xالان اگر  t
x

 
1

f  بگیریم:  (t) t t 3 3  

tپس  x :  f (x) x x 3 3  

دهیم و قرار می f،g(x)هاي تابع x را بخواهیم، ابتدا به جاي gرا داشته باشیم و تابع درونی  fو تابع بیرونی  fogتذکر: چنانچه تابع  

fتابع (g(x)) را برحسبg(x) یابیم. از آنجا که تابع میfog ي این دو ضابطه، تابع را هم داریم، با مقایسهg آوریم.را بدست می  

xتبه عنوان ماشین به صور gو  fاگر  تمرین: f g x   g(x)و 2 x 3 fباشند، آنگاه مقدار 4 (   کدام است؟ 5(

  )91(سراسري تجربی خارج از کشور 

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
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fاگر  تمرین: (x) x x  2 fو  2 (g(x)) x x  2 f)گاه ، آن2 g)(x) 90(خارج تجربی   تواند باشد؟کدام گزینه می(  

  1 (x 2 1  2 (x 2 1  3 (x x2 2  4 (x x2 2  

  

  

  

  

  

  

  

fاگر  تمرین: (x) x 2 (x)(fog)و  1 x x x  3 23 xباشد، با شرط  3    کدام است؟ g(x)ي ، ضابطه1

  1 (x  1  2 (x 3 1  3 ((x ) x 1 1  4 ((x ) x 31 1  

fیعنی  (x)(fog)ـ » 3«ي گزینه پاسخ: (g(x))  پس(fog)(x) g 2   ، بنابراین:1

g x x x g x x x g (x ) g (x )              2 3 2 2 3 2 2 3 31 3 3 3 3 1 1 1  

g(x)به صورت  g(x)ي بنابراین ضابطه | x | x  1 xاست. شرط  1  در این صورت هم براي این داده شده که  1

g(x) (x )( x )  1 1  

  ي تابع مرکبدامنه

fها یعنیدو تابع باشند، آنگاه ترکیب آن gو   fاگر  (g(x)) شود که اولاً به شرطی تشکیل میx  اجازه داشته باشد به عنوان دامنه واردg 

g(xبشود D ) ،ًو ثانیاg(x) هم اجازه داشته باشد تا به عنوان دامنه واردf (x) بشودf(g(x) D ) :و خواهیم داشت  

fog g fD {x D | g(x) D }     

g(fبراي ترکیب (x)) :نیز داریم    gof f gD {x D | f (x) D }    

کنیم و از روي را نوشته ولی به هیچ عنوان، آن را ساده نمی gofیا  fogي از راه تعریف، دامنه را بدست آورید، ضابطهاگر نخواستید 

  آوریم.ضابطه، دامنه را بدست می

fاگر  تمرین: (x)
x



2

1
g(x)و  

x


3
  را به دست آورید. fogي ، دامنه و ضابطه
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fاگر  مرین:ت (x) x 1  وg(x) x 1ي تابع ، دامنهfog کدام است؟  

  1 ([ , ]0 1  2 ([ , ]0 2  3 ([ , ]1 2  4 ([ , ]1 3  

  

  

  

  

  

fاگر  تمرین: (x) x 24 g(x)و  1 x    کدام است؟ fog(x)ي تعریف باشد، دامنه 21

  1 ([ , ]
2 2

2 2
  2 ([ , ]1 1  3 (( , )

1 1
2 2

  4 ([ , )1 1  

  

  

  

  

  

  

اگر  تمرین:
x

f (x)
x






2

2

1

1
g(x)و   x x    )96(ریاضی     ، کدام است؟ gofي تابع باشند، دامنه 2

  1 ([ , )0 1  2 ({ }0  3 (( , )1 1  4 ({ , } 1 1  

  

  

  

  

  

  

fاگر  تمرین: (x) x 24   کدام است؟ gofي تعریف تابع به صورت زیر باشد، دامنه gو نمودار تابع  2

  1 ([ , ]1 1  

  2 ([ , ]
1 5
2 2

  

  3 ([ , ] 
5 1

2 2
  

  4 ([ , ] 2 2  
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fDاگر  تمرین:  [ , ] 0   کدام است؟ fogبه صورت زیر باشد، دامنۀ  gار تابع باشد و نمود 2

1 ([ , ]2 2  

2 ([ , ]1 1  

3 ([ , ] [ , ] 2 1 1 2  

4 ([ , ]0 2  

   

  

  

  

fي ي دامنهمقایسه (x)  وf (g(x))  

fي تابع گر دامنه) ا1 (x) ي بازه[a,b] ي تابع باشد و بخواهیم دامنهf (g(x)) ي را پیدا کنیم، باید نامعادلهa g(x) b   .را حل کنیم

  است. gابع ي تجواب آخر برابر اشتراك جواب این نامعادله و دامنه

fي تابع ) اگر دامنه2 (g(x)) ي بازه[a,b] ي تابع باشد و بخواهیم دامنهf (x)  را پیدا کنیم، باید برد تابعg  را به ازايx هاي متعلق به

  پیدا کنیم. [a,b]ي بازه

]ي بازه fي تابع اگر دامنه :تمرین , ]3 ي تابع باشد، دامنه 12
x

f ( ) 3
3

  کدام است؟ 

  1 ([ , ]2 1  2 ([ , ]1 2  3 ([ , ]18 45  4 ([ , ]6 39  

ي طور که گفتیم باید نامعادلهـ همان» 3«ي گزینهپاسخ: 
x

  3 3 12
3

  را حل کنیم: 

x x
x        3 3 12 6 15 18 45

3 3
  

ي تابع پس دامنه
x

f ( ) 1
3

]ي برابر بازه  , ]18   است. 45

fي تابع اگر دامنه تمرین: ([x]) ي بازه[ , )1 fي تابع باشد، دامنه 5 ( x) حتماً شامل کدام مجموعه است؟  

  1 ({ , , , }1 2 3 4  2({ , , , }1 4 9 16  3 ([ , ]1 16  4 ([ , ]1 2  

xرا به ازاي  [x]ـ اول برد » 2«ي گزینه پاسخ: 1 xکنیم. اگر پیدا می 5 1 دارد، پس  4و  3، 2، 1مقادیري برابر  [x]باشد،  5

fي تابع دامنه (x) ي مجموعه{ , , , }1 2 3 fي تابع است. حالا دامنه 4 ( x) کنیم. اگر را پیدا میx  باشد  4یا  3یا  2یا  1بخواهد برابرx 

fي تابع باشد، پس دامنه 16و  9، 4، 1باید برابر  ( x)  ًي شامل اعضاي مجموعه حتما{ , , , }1 4 9  xي تابع است. دقت کنید که دامنه 16

]ي ممکن است شامل تمام بازه , )1   هم باشد. 16

fاگر  تمرین: (x) x [ x] 2 g(x)و  2 x x  2   )99(تجربی     ، کدام است؟gofباشند، برد تابع  4

  1 ([ , )0 2  2([ , )0 3  3([ , )0 4  4([ , )1 4  
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  قدرمطلق

تابع 
x x

f (x)
x x


 

 

0

0
fخوانند و آن را با نماد ق میرا تابع قدرمطل  (x) | x | دهند.نمایش می  

a تذکر: | a |2  

  

  اش!قدري که توش مثبته خودش میاد بیرون. قدري که توش منفیه قرینه         

| | 3 5  

| | 1 2  

| | 3 2  

| sin x | 1  

| cos x | 1  

aاگر  تمرین: b 0  و| b | | a |  باشد، حاصل| a b | | a b | | a | | b |     کدام است؟  

  1 (a b3  2 (a b 3  3 (b a3  4 (b a 3  

aـ چون » 4«ي گزینه پاسخ:  bو  0  |است، پس  0 a | a   و| b | b  و چون| a | | b | یشتر است است (یعنی زور عدد منفی ب

|پس  a b | a b     و| a b | a b    :پس  | a b | | a b | | a | | b | a b a b a b a b              3  

|دو عدد حقیقی ناصفر باشند و  yو  xهرگاه  تمرین: x | | y | x y    حاصلx | x | x | y | y | x | y | y |   کدام است؟  

  1 (x y   2 (y x  3 (x y  4 (x y  

|ـ چون » 3«ي گزینه پاسخ: x | | y | x y    شده است، پسx  yو  0    است و در نتیجه: 0

x | x | x | y | y | x | y | y | x xy yx y x xy y (x y) | x y | x y               2 2 2 2 22  

  هاي تابع قدرمطلق:ژگیوی

| x |  0 )1  

u | u |2 )2  

|توان در منفی ضرب نمود یعنی داخل قدرمطلق را می x | | x | | a b | | b a |      )3  

a

a

a

| u | a u a | x | x x ,

| u | a a u a | x | x x

x x

| u | a u a u a | x |

x x







              



                 

    


         

      

0

0

0

1 3 1 3 4 2

1 3 3 1 3 2 4

1 3 4

1 3

1 3 2

 )4  

fD    بدیهی| x | x y | x | x | x | x | x | x        0 )5  

| x | | x | x 2 2 2 )6  

| x y | | x | | y | xy

| x y | | x | | y | xy

    
 

    

0

0
|نامساوي مثلثی   x y | | x | | y |   )7  

 مثلاً 

 مثلاً 

 یا یا مثلاً 

 دامنه مثلاً 

x  وy علامتهم  

x  وy العلامتمختلف  
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، xاگر به ازاي هر  تمرین:
x x

A
| x | | x |

 


  

2

2

1

1 2
  کدام است؟ Aي ترین محدودهباشد، دقیق 

  1 (A  0  2 (A 0 1  3 (A 0 1  4 (A  1  

|ـ با توجه به نامساوي مثلثی » 2«ي گزینه پاسخ: a b | | a | | b |   گیریم که:نتیجه می  

a x
b x

| a b | | x x |

| a | | b | | x | | x |

 
 

  
    

   

2 2
1

2 2

1
0 1 0 1

1 2
  

xاز طرفی  x 2 عبارت همواره مثبت است چون  یک 1  aو  0    باشد:می 0

x x
A

| x | | x |

 
    

  

2

2

1
0 1 0 1

1 2
  

  

| xy | | x || y | | x | | x || x |     2 1 1 1 )8  

 
| x |x

| |
y | y |

 )9  

مثال: 
x

| |
x





1
1

2
  

|ی براي حل نامعادلۀ قدرمطلق یادت باشه: u | | v | ها از بین بروند:برسانیم تا قدرمطلق 2توانیم دو طرف را به توان می  

  | x | | x | (x ) (x ) x x x x x x


                 2 2 2 2 1
1 2 1 2 2 1 4 4 6 3

2
  

  حل معادلات قدرمطلقی

|) معادلات به فرم 1 f (x) | a ،(a )0کنیم:مل می: براي حل این معادله به صورت مقابل ع  

  | f (x) | a f (x) a     

|مثلاً  x | 3 xبه صورت  2   3 xبار شود که یکحل می 2  xبار و یک 5    آید.به دست می 1

|) معادلات به فرم 2 f (x) | | g(x) |:حل این مدل از معادلات به صورت زیر است :  | f (x) | | g(x) | f (x) g(x)     

|مثلاً براي حل معادلۀ  x | | x | 2   داریم: 1

  
x x x

| x | | x | x x
x x x x

   


       
      

2 1 1
2 1 2 1 1

2 1 3 1
3

  

|) معادلات به فرم 3 f (x) | g(x)ست پس براي برقرار بودن تساوي : در حل این دسته از معادلات چون طرف چپ، یک عبارت نامنفی ا

g(x)باید عبارت سمت راست هم، نامنفی باشد یعنی  0یابیم:ها را به صورت زیر می. حالا با این شرط، جاب  

  | f (x) | g(x) f (x) g(x)     

  را منفی نکنند. g(x)شوند که هایی قبول میxفقط 

|حل معادلۀ  مثلاً براي x | x  1   داریم: 2

  
x x x

| x | x x x
x x x x

    


        
      

1 2 1
1 2 1 2 1

1 2 3 1
3

  

 مثلاً 

 2توان 
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xاگر  
1
3

xشود پس ، منفی میx2باشد سمت راست تساوي یعنی  
1
3

xقبول نیست ولی اگـر    1 ت راسـت یعنـی باشـد سـم

x2شود پس ، منفی نمیx  1 .قبول است  

|) معادلات به فرم 4 f (x) | f (x) این دسته از معادلات زمانی برقرار هستند که :f (x) 0  باشد. مثلاً براي حل| x | x  1   داریم: 1

  | x | x x x       1 1 1 0 1  

|) معادلات به فرم 5 f (x) | f (x)  این دسته از معادلات زمانی برقرار هستند که :f (x) 0  باشد. مثلاً براي حـل| x | x  2 2 

|  داریم: x | x x x       2 2 2 0 2  

|م ) معادلات به فر6 f (x) | | g(x) | 0 چون قدرمطلق یک عبارت همواره نامنفی است، از درسنامه معادلات گنگ فهمیدیم که جمـع :

  ها صفر باشد.چند عبارت نامنفی زمانی صفر است که هر کدام از آن

|ي معادله تمرین: x x | | x x x |     2 3 22 4 3   چند جواب دارد؟ 0

  3) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1  

  

  

  

  

  

  

  

ها را در صورت وجـود پیـدا کنـیم. مـثلاً معادلـۀ حالت قبل تطابق نداشت، باید به کمک تعیین علامت جواب 6یک از ) اگر معادله با هیچ7

| x | | x | x   2 2   کنیم.شود پس به کمک تعیین علامت حلش میمورد فوق حل نمی 6یک از با هیچ 3

xشود آوریم که میها را به دست میخل قدرمطلقهاي دابراي این منظور ابتدا ریشه 0  وx  تر از ریشـۀ بار کوچکرا یک xو سپس  1

ر کنیم کـه ددست آمده را به شرطی قبول میدهیم. سپس جواب بهتر قرار میتر از ریشۀ بزرگبار بزرگبار بین دو ریشه و یککوچک، یک

  شده قرار گرفته باشد.محدودة تعیین

  x x ( x ) x x x x x              
5

0 2 2 3 2 2 3
4

  

x 
5
4

xدر محدودة   0  قرار ندارد و اشتراکشان  شد پسx 
5
4

  شود.قبول نمی 

  x x ( x ) x x x x x x                 
5

0 1 2 2 3 2 2 3 2 5
2

  

xشد پس  اشتراکشان  
5
2

  شود.قبول نمی 

xشد پس  اشتراکشان 



1

2
x  شود.قبول نمی  x x x x x           

1
1 2 2 3 2 1

2
  

  پس این معادله جواب ندارد.
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| يمجموعه جواب معادله تمرین: x x | x x   3 39 9   باشد؟شامل چند عدد طبیعی می 0

  1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

  

  

  

  

  

xمجموعه جواب معادلۀ  تمرین: x x   2 12 3   کدام است؟ 3

1 (  2 ({ }3  3 (( , ] 3  4 ([ , ) 3  

x    »3«گزینۀ  پاسخ: x x x (x ) | x | x           2 22 3 3 3 3 3 3 3  

|دانیم اگر می u | u  گاه باشد، آنu 0 :است؛ پس  x x x ( , ]      3 0 3 3  

)ي ي جواب نامعادلهمجموعه تمرین: x )( | x | )    2 6 5 2 1   کدام است؟ 0

  1 (( , ) 2 3  2([ , ]2 3  3(( , )2 3  4([ , ] 2 3  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

|هاي معادلۀ مجموع ریشه تمرین: x | | x | x   3 1   کدام است؟ 0

1 (
4
3

  2 (
2

15
  3 (

7
15

  4 (
4
5
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|ي مجموعه جواب نامعادله تمرین: x | | x |  3 1   شامل چند عدد صحیح است؟ 5

  ) سه4  ) دو3  ) یک2  هیچ) 1

xها هاي قدرمطلقـ ریشه» 4«ي گزینه پاسخ:  xو  0 
1
3

  است، پس: 

| x | | x |  3 1 5  

x x x x x

x x x x x x

x x x x x


             


               


         


0 3 1 5 1 1 0

1 1 3
0 3 1 5 2 0 1

3 3 2

1 3 1 3
3 1 5

3 2 3 2



 



  

]ي شود بازهپس مجموعه جواب نامعادله می , ]
3

1
2

  است. 1و  0 ، - 1عدد صحیح  3که شامل  

|ي هاي نامعادلهتمام جواب تمرین: x | | x |  1   کدام است؟ 3

1 (x  2  2 (x  2  3 (x 1 3  4 (x  2  

  رسانیم:می 2ـ طرفین را به توان » 4«ي گزینه پاسخ:

| x | | x | x x x x x x            2 21 3 2 1 6 9 4 8 2  

| x | | x | (x ) (x ) ( x ) x            2 21 3 1 3 0 2 2 4 0   یا  2

|معادلۀ اگر مجموعه جواب نا تمرین: ax b |  ]به صورت  3 , ] 1 2  ،باشدa b تواند باشد؟کدام می  

  1 (1  2 (5/2  3 (3  4 (5/3  

  

  

  

  

  

  

 2توان 
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  نمودارهاي قدرمطلقی

|هایی به فرم این روش براي رسم تابع ) رسم به کمک انتقال:1 x k | h   هاي زیر توجه کنید:کاربرد دارد. به مثال  

        

|اگر  x هـا xرا نسبت به محور  |

|قرینه کنیم به  x | رسیم.می  

|همان  x  hاست که به اندازة  |

h)بالا رفته است.  )0  

|همان  x  hاست که به اندازة  |

h)پایین آمده است.  )0  

  

      
|همان    x بـه راسـت  kاست که به انـدازة  |

k)رفته است.  )0  

|همان  x پ رفته به چ kاست که به اندازة  |

k)است.  )0  

   رسم چند تابع قدرمطلقی:

yهاي ساده مثل در تابع )1 | x a | k   شود نمودار را با انتقال نمودار تابع میy | x | .رسم کرد  

fبراي رسم نمودار تابع  توجه: (x a)  نمودارf (x) ي را به اندازهa  در امتداد محورxدهیم و براي رسم نمودار تابع ها انتقال می

f (x) k  نمودارf (x) ي را به اندازهk  در امتداد محورyینید:دهیم. این مثال را ببها انتقال می  f (x) | x |  3  

yنمودار  | x | واحد ( 3ي را به اندازهa شود می( ) 3 در امتداد محور (xدهیم.ها انتقال می  

      
  y | x |  3  y | x |  

y   یکی دیگر:حالا | x |  2 1  

|اول نمودار  x   ها:yواحد در امتداد محور  -1ي دهیم و بعد به اندازهها انتقال میxواحد در امتداد محور  - 2ي را به اندازه |

        
  y | x |  2 1  y | x |  2  y | x |  

k
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نمودار را  رد. کافی استتوان براي پیداکردن مینیمم و ماکسیمم تابع (و در نتیجه برد تابع) استفاده کاز رسم نمودار توابع شامل قدرمطلق می

  را از روي نمودار پیدا کنیم. yترین یا بیشترین مقدار رسم کنیم و سپس کم

yمساحت مثلث که بین نمودار تابع  تمرین: | x |  3   شود، چند واحد سطح است؟ها تشکیل میو محور طول 2

  1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  

y  کنیم:ـ نمودار تابع را رسم می» 3«ي گزینه پاسخ: | x | ( , ) ( , ) ( , )      3 2 2 1 3 2 4 1  

xها را در xار محور (نمود 4ي به طول قاعده شود، مثلثی است باها تشکیل میxمثلثی که بین نمودار تابع و محور   xو  1  قطع کرده  5

پس مساحتش برابر  2است (چرا؟)) و ارتفاع 



4 2

4
2

  است. 

  
  

nبراي رسم توابعی که به صورت ) 2 ny | a x x | | a x x | | a x x | k       1 1 2 2  ي هر کدام از هستند کافی است ریشه

ترین ریشه در نظر بگیریم و بعد مختصات تر از بزرگترین ریشه و یک عدد بزرگتر از کوچکها را پیدا کنیم و بعد یک عدد کوچکلققدرمط

ها را روي محور مختصات مشخص و به ترتیب به هم وصل کنیم و دو هایشان هستند، پیدا کنیم و آنها طولنقاطی را که این عددها و ریشه

  آخر را امتداد دهیم. خط اول وپاره

  ها را ببینید:این مثال

  
هاي مختلف یک معادله خط در هـر بـازه بـاقی ها در بازهها و تعیین علامت آنکردن قدرمطلقها پس از سادهاگر دقت کنید در این ضابطه 

کردن دهیم که با وصلار از هر خط دو نقطه را میباشد ما با این کفرد میگذرد منحصربهقطه مینجا که خطی که از هر دو خواهد ماند و از آن

 آید.ها به یکدیگر نمودار خط هر قسمت به دست میآن

3
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  چند نکته در مورد نمودارهاي توابع شامل قدرمطلق

n) با توجه به روش رسم نمـودار تـابع 1 ny | a x x | | a x x | | a x x |      1 1 2 2  

nمشخص است که نمودار این تابع از     خط تشکیل شده است. (چرا؟)خط و دو نیمپاره 1

  آید.ها به دست میبع همیشه به ازاي یکی از ریشهترین مقدار تاپس کم

ي یشههایی مثل عبارت بالا کافی است مقدار تابع را به ازاي ربنابراین براي پیداکردن حداقل عبارت

  ب کنیم.آمده را انتخابه دستترین مقدار ها پیدا کنیم و کمهر کدام از قدرمطلق

yي ) نمودار تابع با ضابطه2 | x a | | x b |    ایم، رسم کنیم. ولی در مورد این تابع توانیم با همان روشی که تا الان یاد گرفتهرا می

  توانید این نکته را هم یاد بگیرید.می

  دارند بگویند گلدانی است!) ها دوسترو است: (بعضیها به صورت روبهنمودار این تابع

|ترین مقدار تابع برابر کم a b | هـاي داخـل هاي عبارتدار نمـودار ریشـهو طول نقـاط زاویـه

شوند برابر خط افقی رسم میخطی هم که در سمت چپ و راست پارهقدرمطلق است، شیب دو نیم

ي بـــه معادلـــه اســـت. منحنـــی داراي یـــک محـــور تقـــارن اســـت 2و  -2
a b

x



2

  یـــا  

x»هامیانگین ریشه«   

y) محور تقارن تابع 3 | x a | | x b |     خط
a b

x



2

است. اگر به نمودار نگاه کنید،  

ي محور تقارن طور کلی معادله ها است. پس بهصل همان میانگین ریشهابینید محور تقارن در می

yي هر تابع با ضابطه | a x b | | a x b |   1 1 2 |که (به شرط این 2 a | | a |1 باشد) بـه  2

x»هامیانگین ریشه«صورت   .است  

yي هایی با ضابطه) نمودار تابع4 | x a | | x b |    هاي شامل قدرمطلق با استفاده از روشی که براي رسم نمودار تابعتوان را هم می

  ها را هم بدانید:یاد گرفتید رسم کرد. ولی در مورد این تابع خوب است این

                
|ابع همواره بین اي یا آبشاري!) تها دوست دارند بگویند سرسرهنمودار تابع به یکی از دو صورت بالا است (بعضی a b |  و| a b |   است

|یعنی  a b | y | a b |     نمودار تابع یک مرکز تقارن دارد که مختصاتش .
a b

( , )


0
2

خط افقی را به است، شیب خطی که دو پاره 

  است. -2یا  2کند برابر هم وصل می
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fبرد تابع  تمرین: (x) | x | | x |   3   شامل چند عدد صحیح است؟ 6

  1 (10  2 (7  3 (3  4 (4  

  

  

  

  

  

  

  

  

)Aاگر  تمرین: , )3 yمرکز تقارن نمودار تابع  0 | x k | | x |    1 yترین مقدار تابع باشد، کم 2 | x | | x k |   2  کدام

  است؟

  1 (8  2 (9  3 (11  4 (12  

  

  

  

  

  

  

 

 

  راه اصلی رسم نمودار این توابع تعیین علامت عبارت داخل قدرمطلق است. به این مثال توجه کنید: )3

            
x x x

y x | x |
x x x

  
   

 

2
2

2

2 0
2

2 0
  

x)قسمتی از نمودار اول که  ) x)ي اول یا چهارم است را به قسمتی از نمودار دوم که در ناحیه 0 ) ي سوم یا دوم است متصل در ناحیه 0

  کنیم.می

  








