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fتابع  aبراي کدام  تمرین: (x) [x] [x] 2 xدر  3 a حد دارد؟  

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

  

  

  

  

  

  

  

  

حاصل  تمرین:
x
lim[x x]


2

1
  کدام است؟ 3

  ) حد ندارد.2  3 (3  4) 2  ) صفر1

  

  

  

  

  

  

  

yدر تابع  تمرین: [ ]
x


1

xوقتی    
1

10
  حد چپ کدام است؟ 

1 (11  2 (9  3 (10  4 (11  
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با توجه به شکل، حاصل  تمرین:
x
lim[ ]

f (x)1

2
  برابر کدام است؟ 

1 (1  

2 (2  

   ) صفر3

  ) وجود ندارد.4

  

  

  

  

  

  

  دو تابع مهم

  ها خیلی سروکار دارید:با دو تابع از این تابع

  
( ) f (x) [x] [ x]  2  

  
( ) f (x) x [x] 1  

  

fحالا به نمودار  (x) [x] [ x]    نگاه کنید. از روي نمودار معلوم است که در تمام نقاط حد تابع برابر ،( )1 .است  

حاصل  تمرین:
x
lim[x [x]]



1

  کدام است؟ 

1 (1  2( حد ندارد.4  1) 3  صفر (  
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yنشود حد ندارد. مثلاً  minیا  maxهرگاه درون براکت صحیح شود و تابع داخل براکت  [x]  درx , , ,  2 1 0   حد ندارد

xولی در  , ,


 
1 1

2
2 2

  حد دارد. 

y [ x] xدر  2  
1
2

xو    xحد ندارد اما در  1 
1
3

  حد دارد. 

y [ x]  درx  xحد ندارد ولی در  1    حد دارد. 2

y [sin x]  درx



6

xحد دارد اما در     .حد ندارد  

sin]جا حد دارد. مثلاً شود، تابع در آن minو یا  maxاي صحیح شود و تابعِ درون براکت در آن نقطه اگر درون براکت در نقطه x]  در نقاط

x



2

xو  



3
2

x]حد دارد و یا   xدر نقطۀ  2[ 0 .حد دارد  

حاصل  تمرین:
x

lim [sin x][cos x]



2

3   کدام است؟ 4

  ) وجود ندارد.4  ) صفر3  -1) 2  1) 1

  

  

  

  

  

  

  

  

حاصل  تمرین:
x

lim sin x]






2

  کدام است؟ 2

1( 1  2حد ندارد.4  1) 3  ) صفر (  
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حاصل  تمرین:
x

lim [ ]
sin x


2

1
3

  کدام است؟ 

  ) حد ندارد.1  3 (2  4) 2  ) صفر1

  

  

  

  

  

  

  

yتابع  تمرین: [ x ]    ؟ندارداش حد دامنهدر چند نقطه از  29

1 (3  2 (4  3 (5  4 (6  

ـ به دنبال نقاطی هستیم که داخل براکت صحیح باشد و چون فقط به » 4«ي گزینهپاسـخ: 

دنبال تعداد نقاط هستیم بهتر است نمودار عبارت داخل براکت را رسم کنیم. نمـودار تـابع 

f (x) x  اسـت. در  3مبـدأ مختصـات و شـعاع دایره به مرکز به صورت یک نیم 29

x  3 .که در یک همسایگی تعریف نشده حد نداردx 0  طول ماکزیمم نسبی است پس

  شود هم حد ندارد.ي دیگر که داخل براکت صحیح مینقطه 4در آن حد دارد. در 
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Homework (1)  
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  Homework (1)پاسخ 
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Homework (2)  
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  Homework (2)پاسخ 
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حالت 
oÿÅ

oÿÅ
:  

شـود. مـثلاً آیـد، اصـطلاحاً مـبهم گفتـه میهـا بـه دسـت میهاي مختلـف یـا هـر عـددي از آنهایی که در شرایط مشابه، جواببه حالت

x

x
lim y

x
  

0

0
1

0
یا  

x

(x )x
lim y

x x


   

 1

2 12 2 0
2

1 0 1
.  

oÿÅ

oÿÅ
تواند باشد، زیرا اگر (هر عددبرابر هر عددي می 

0
0

صفر) است. به یافتن جـواب کسـر × ) را طرفین وسطین کنیم، (صفر = هر عدد 

oÿÅ

oÿÅ
  شود.عمل رفع ابهام گفته می 

  

رفع ابهام حالت 
0
0

:  

در ابتدا باید بدانیم هر 
0
0

مبهم نیست و تنها  
(Áke)ÂLvºoÿÅ

(Áke)ÂLvºoÿÅ
کنیم که صفر نسبی جا اشاره میمبهم است و باید رفع ابهام شود. در این 

f(حدي) با صفر مطلق (خود صفر) فرق دارد. مثلاً در تابع  (x) x 1  وقتی مقدار تابع بـه ازايx  یـابیم جـواب صـفر مطلـق را می 1

xشود، اما حد تابع وقتی می 1  برابر صفر نسبی است. چرا کهx  1:  

  
x

x
lim x

x

  

  

   
 

  1

1 1 1 0
1

1 1 1 0
  

xfصفر مطلق    (x) x f ( )     11 1 1 1 0  

)توجه:  ) ( )    2 20 0 1 1  

  
¢±õ¶oÿÅ

¢±õ¶oÿÅx

x [ ]
lim[x ]

x [( ) ]

 

  

   


   

2

20

0 0 0

0 0 0 0
  

انواع 
oÿÅ

oÿÅ
:  

  اگر مخرج صفر مطلق بود، حاصل تعریف نشده است و جواب وجود ندارد.

  
x

x
lim

x


0
مبهم است  رفع ابهام  : مثال  1

ÂLvºoÿÅ

ÂLvºoÿÅ
 )1  

  
x

[x] [ ]
lim

x



 


  
0

0 0
0

0 0
صفر  مبهم نیست  : مثال  

¢±õ¶oÿÅ

ÂLvºoÿÅ
 )2  

  
oÿÅj¼i

½kzº þÄo÷U
oÿÅj¼ix

[x] [ ]
lim

[x] [ ]






  
0

0

0
(وجود ندارد) تعریف نشده  : مثال  

¢±õ¶oÿÅ

¢±õ¶oÿÅ
 )3  

  
ÂLvºoÿÅ

½kzº þÄo÷U
¢±õ¶oÿÅx

x
lim

[x]
 

0
(وجود ندارد) تعریف نشده  : مثال 

ÂLvºoÿÅ

¢±õ¶oÿÅ
 )4  
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رفع ابهام 
0

0
  در توابع جبري: 

هاي گیریم که با ابهامنامه در این قسمت یاد میبا توجه به توضیحات درس
0
0

  ها را رفع ابهام کنیم.چگونه برخورد و آن 

هاي رفع ابهام در ابتداي بخش با روش
0
0

شویم که در زیر آمده است. فقط براي تأکید هم که شده، دوباره به شیپور در توابع جبري آشنا می 

  زیر توجه کنید.

  

نیم کن علامت و جزء صحیح را با تعیین مقدار، حذف حیح، اول باید قدرمطلق را با تعییي حد توابع شامل قدرمطلق و جزء صدر محاسبه

  و سپس حد را محاسبه کنیم.

ي یکسان از صورت و در این حالت با استفاده از تجزیه، فاکتورگیري یا اتحادهاي مناسب، عامل صفرشوندهالف) حذف عامل صفرشونده: 

  یابیم.د را در آن نقطه میکنیم و سپس مقدار حمخرج را حذف می

  تمرین:
x

x x
lim

x

 



2

22

5 6

4
  

  

  

  

  
x

x x
lim

x x x

 

  

2

3 24

3 4

4 4
  

  

  

  

اگر نمودار تابع  تمرین: 
x nx x

f (x)
x

 




3 2 6
3

nبه صورت شکل زیر باشد، مقدار   L کدام است؟  

1 (3  

2 (2-   

3 (5-  

4 (2  
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حاصل  تمرین:
x

x [x]
lim

x x





2

2
2

8

2
  کدام است؟ 

  2) 4  ) وجود ندارد.3  ) صفر2  4) 1

  کنیم:ـ اول جزء صحیح را تعیین مقدار می» 1«ي گزینهپاسخ: 

  
x x

(x )( ) x
lim lim

x x x x  

 
 

 

2 2

2 2
2 2

2 8 2 8

2 2
xحد  [x]   2 2  

این حد ابهام 
0
0

استفاده از اتحادها و یا تجزیه، عامل صفرشونده را از صورت و مخرج حذف کنیم (دقت کنید، با دارد. براي رفع ابهام باید با  

xتوجه به این که   x)، عامل صفرشونده 2 )   است که باید از صورت و مخرج حذف شود): 2

  
x x x

(x ) (x )(x ) (x ) ( )
lim lim lim

x(x ) xx x    

    
    



2

2
2 2 2

2 4 2 2 2 2 2 2 2 2
4

2 22
  حد

حاصل  تمرین:
x

x
lim

x [x ]





2

3 3
2

4
  )1401(تجربی   کدام است؟  

) 2  ) صفر1
1
3

  3 (1  4 (  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

اده توانیم از گویا کردن صورت یا مخرج کسر (یا هر دو) استفي حد توابع شامل رادیکال، براي رفع ابهام میگاهی در محاسبه ب) گویا کردن:

  کنیم.

حاصل  تمرین:
x

x
lim

x



1

1

1
  را بیابید. 

شده داراي ابهام حد داده پاسخ:
0
0

  کنیم.است. براي رفع ابهام از گویاکردن استفاده می 

  
x x x

( x)( x)x x
lim( ) lim lim x

xx x  

  
      

 1 1 1

1 11 1
1 1 1 2

11 1
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حاصل  تمرین:
x

x
lim

x

 

4

3 2 1

2
  کدام است؟ 

1 (
2
3

  2 (
3
4

  3 (
4
3

  4 (
3
2

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  ) توابع شامل قدرمطلق5(

شامل قدرمطلق هستند، اگر داخل قدرمطلق صفر شده و حاصل حد به صورت مبهم  ي حد توابعی کهدر محاسبه
0
0

دربیاید، باید حد چپ و  

  راست را جداگانه بررسی کنیم.

  یابیم.ها را از قدرمطلق خارج کرده و حد تابع را میکنیم. سپس عبارتبراي این کار ابتدا عبارت داخل قدرمطلق را تعیین علامت می

  تمرین:

  
x

x

x

x
lim

| x |x
lim

| x | x
lim

| x |











 
 
 


0

0

0

  

  

  

  

  

  

حد عبارت  تمرین:
| x x |

x x

 

 

2

2

2

2 12
xوقتی      )90(ریاضی   کدام است؟ 2

1 (3  2 (2  3 (2  4 (3  
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حد چپ تابع  تمرین:
( [x]) x x

f (x)
x

  




23 6 9
3

xي در نقطه     کدام است؟ 3

  ) موجود نیست.1  3 (1  4) 2  ) صفر1

  

  

  

  

  

، حاصل fبا توجه به نمودار تابع  تمرین: 
x

f (x)
lim

| f (x) |




3

3

8
2

  ؟کدام است 

1 (12  

2 (4-  

3 (12-  

4 (4   

  

  

  

  

  

  

  

ي کنیم. پس براي محاسبهي صفر منتقل میجا با کمک تغییر متغیر مناسب، حد را به نقطهدر این ج) تغییر متغیر:
x a

f (x)
lim

g(x)
با فرض  

x a t   با توجه به این که)x a  بنابراینx a 0  و در نتیجهt 0:(  

  
x a t

x a t f (x) f (a t)
lim lim

g(x) g(a t)x a t  

  
     00

  

حاصل  تمرین:
x

x x
lim

x

  

1

2 1 1

1
  را بیابید. 

شده داراي ابهام پاسخ: حد داده
0
0

  گیریم:ي حد کمک میاست. بنابراین از تغییر متغیر براي محاسبه 

  
x t

x t x t x x t t
lim lim

x tx t   
 

        
  

   1 0

1 1 2 1 1 2 0
011 0

  

  کنیم:نده استفاده میگیریم و از حذف عامل صفرشودر صورت فاکتور می tحالا براي رفع ابهام از 
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t t t

t ( t )t t
lim lim lim ( t )

t t    


     

0 0 0

22
2 2 0 2  

xاي وقتی حد یک چندجمله ارزي:) استفاده از همد 0 اي است.ترین توان آن چندجملهي با کمبرابر حد جمله  

براي مثال 
x

x x x


 3 2 2

0
3 3  علامت)  ارز بودن است.)همبه معناي  

حاصل  تمرین:
x

x x x
lim

x x

 



3 2

20

3

2
  را بیابید. 

شده ابهام چون حد داده پاسخ:
0
0

xکنیم. (دقت کنید که ارزي استفاده میدارد، براي رفع ابهام از هم  0(  

  
x x

x x x x
lim lim

xx x 

  
  



3 2

20 0

3 1
2 22

  

  رو را بیابید.حد روبه حاصل تمرین:
x

x x x
lim

x x

 



3 2

3 30

2

8
  

  

  

  

  

ي در تابع با ضابطه تمرین:
x x

f (x)
x x

  
 

  

1 0

1 0
، حاصل 

x
lim f(x x)


3

0
  )89(ریاضی   کدام است؟ 

  ) موجود نیست.4  3) 3  1) 2  -1) 1

  

  

  

  

  

  روش هوپیتال

fپذیر باشند و مشتق xي در نقطه gو  fاگر توابع  (x ) 0  وg(x ) 0 گاه:آن  

  
x x

f (x )f (x)
lim

g(x) g (x )










  

در مبهم 
0
0

و  



  توان از این روش استفاده کرد.پذیر باشند) میرود، مشتقمی به  xیا وقتی  xي در نقطه gو  f(اگر  

  گیري براي استفاده از روش هوپیتال ضروري است.هاي مشتقپس تسلط بر تمام فرمول

در مبهم 
0
0

و  



گیري کنیم. اگر باز هم مبهم بود به عمل مشتقیم و سپس حد را حساب میگیرمشتق می جداگانه: از صورت و مخرج 

  دهیم.مستقل ادامه می
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  گیري:چند قاعدة مشتق

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  حاصل حدهاي زیر را به دست آورید. تمرین:

  
nx

x
lim

x



1

1

1
  

  

  

  
x

(x )
lim

( x )( x )



 

2

31

1

1 1
  

  

  

  

  
n

x

x x x x x n
lim

x

     


2 3 4

1 1

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اگر  تمرین:
ax a

lim
x



 

3

1 5 16
xوقتی    3  گاه باشد، آن 2برابرa کدام است؟  

1 (5  2 (3  3 (3  4 (5  

  

  

  

  

  

  

  

اگر  تمرین:
x

ax
lim b

x

 


4

1 3

2
 ،ab کدام است؟  

1 (
4
3

  2 (
8
3

  3 (
4
5

  4 (
8
5

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

اگر  تمرین:
x

x x
lim

ax x b

 


 

2

21

3 2
2

2
aگاه باشد، آن  b ) کدام است؟b (.متناهی است  

1 (1  2( 1  3 (
1
2

  4 (
1
2
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حدّ عبارت  تمرین:
x x

x

 



2

3

10 16

12 6
x، وقتی   898(تجربی   ، کدام است؟(  

1 (24-  2 (18-  3 (12-  4 (6-  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

حاصل  تمرین:
x

x x
lim

x x

 

 1

2 7 5

2 3 1
  )99(ریاضی   است؟ ، کدام

1 (/1 5  2 (/1 2  3 (/0 8  4 (/0 6  

  

  

  

  

  

  

مقدار  تمرین:
x ( )

x [ ]
xlim

x [ ]
x

 

 




2

1
22

3
10 5

2
16

  )1400(ریاضی   ، کدام است؟

1 (  23  ) صفر (
5
8

  4 (  
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  ارزياستفاده از یک هم

  nu : ( u) nu  0 1 1  

  n u
u : u

n
  0 1 1  

حاصل  تمرین:
x

x
lim

x

 3

0

2 1 1
  برابر کدام است؟ 

) 3  ) صفر2  1) 1
2
3

  4 (
1
2

  

  

  

  

  

  

  

  

  چند سؤال مهم، چند ایدة مهم:

حاصل  تمرین:
x

x x
lim

x x

 

 

2

23

4 21

2 7 3
  برابر کدام است؟ 

1 (1  2 (2  3 (2  4 (3  

  

  

  

  

  

  

حاصل  تمرین:
x

(x x )(x x )
lim

(x x) x

   

 

3 4

21

1 3 2

5 1
  برابر کدام است؟ 

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
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حاصل  تمرین:
x

x x
lim

x x

  

  

2

2
1

1 1

4 4 1
  برابر کدام است؟ 

1 (
1
2

  2 (
1
2

  3 (2  4 (
2

2
  

  

  

  

  

  

  

حاصل  تمرین:
x

| x | | x |
lim

x


  

  20

1 1

1 1

  برابر کدام است؟ 

1 (2  2 (2 2  3 ( 2  4 (2 2  

  

  

  

  

  

  

حالت 
oÿÅ

oÿÅ
  در حدهاي مثلثاتی 

حاصل  تمرین:

x

sin x [cos x]
lim

cos x



2

2

  ، نماد جزء صحیح است.)[ ]کدام است؟ ( 

1 (
1
2

  2 (
1
2

  ) حد وجود ندارد.4  -1) 3  
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حاصل  تمرین:

x

cot x
lim

tan x



3

4

1
1

  کدام است؟ 

  ) 4  1) 3  ) صفر2  -1) 1

  

  

  

  

  

  

  

  

:حاصل تمرین:

x

| sin x cos x |
lim

tan x






4

1
  کدام است؟ 

1 (
2

2
  2 (

2
2

  3 (2  4 ( 2  

  

  

  

  

  

  

  

حاصل  تمرین:
x

| cos x |
lim

sin x


2

1
  کدام است؟ 

1 (
1
2

  2 (
1
2

  3 (1  4 (1-  
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حاصل  تمرین:
x

sin x
lim

sin x






3

2

2

1

1
  کدام است؟ 

1 (1  2 (
3
2

  3 (
1
2

  ) صفر4  

  

  

  

  

  

حد چپ  تمرین:
sin x

sin x cos x



1 2
xدر  




4
:  

1 (1  2 (1  3 (2  4 ( 2  

  

  

  

  

  

حاصل  تمرین:
x

cos x
lim

sin x

1
  کدام است؟ 

1 (
2

2
  2 (

2
2

  3 (
1
2

  4 (
1
2

  

  

  

  

  

  

  

حاصل  تمرین:
x

cos x
lim

sin xtan x

1 2
  کدام است؟ 

1 (2  2 (2-  3 (1  4 (1-  
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  نهایتحد بی

ائماً در حال کـاهش است و اگر د امتناهی ونگوییم حد تابع مقادیر تابع دائماً در حال افزایش باشد می aبه عدد  xاگر با نزدیک شدن 

  است. گوییم حد تابع نامتناهی وباشد می

yبه عنوان مثال به تابع 
x


1

شود. یعنی کند، مخرج تابع از راست به صفر نزدیک میاز سمت راست به صفر میل می xتوجه کنید. وقتی که  

  توانیم بنویسیم:شود و میجا که صورت تابع عدد ثابت یک است، مقدار کسر زیاد میترشدن است و از آنمقدار مخرج دائماً در حال کم

  
x
lim

x
 

0

1
      

  کند:نهایت میل میدر توابع کسري اگر حد صورت کسر مخالف صفر باشد و مخرج کسر به صفر میل کند کسر به سمت بی

  
jkø jkø jkø jkø

   

   
       

0 0 0 0

0 0 0 0
  

  کنیم. در محاسبه حد در توابع کسري اگر صورت کسر برابر یک عدد و مخرجش صفر شود، باید حد چپ و راست را جداگانه حساب )6(

حاصل  تمرین:
x

x
lim

x


1

1
1

  کدام است؟ 

  ) صفر  3 (  4) 2  ) حد ندارد.1

  

  

  

  

  

  

حاصل  تمرین:
x

x
lim

(x )



 21

1

1
  کدام است؟ 

    4 () 3  ) صفر2  1) 1

  

  

  

  

  

  


