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  2هاي کمان فرمول

  sin sin cos   2 2 )1  

  
x x

sin x sin cos , sin x sin xcos x  2 6 2 3 3
2 2

  : مثال 

  cos cos sin    2 22 )2  

  cos cos   22 2   (الف 1
  

  cos sin   22 1   (ب 2

  
cos

cos cos cos
 

      2 2 1 2
1 2 2

2
  (پ 

  

  
cos

cos sin sin
 

      2 2 1 2
1 2 2

2
  (ت 

  

  
RILYHtan tan tan tan

tan tan( )
tan tantan tan

    
      

     2 2

2 2
2

11 1
 )3  

  
RILYH

sin
tan cossin sin cos sin
tan sin

cos


        

  




2 2

2

22
2 2 2

1
1

 )4  

  
RILYH

sin cos sin

tan cos coscos cos sin cos
tan sin cos sin

cos cos

   


            
     


 

2 2 2

2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2

1
1

2 2
1

1

 )5  

  
RILYHcos cos sin

tan tan
cos cos cos

     
    

     

2
2 2

2

1 2 1 2 2
1 2 1 2 2

 )6  

  
RILYH sin cos sin cos

tan cot
sin cos sin sin cos sin

sin

    
        

     


2 22 1 2
2 1 2

2
2

 )7  

  
RILYH cos sin cos sin cos cos

cot tan cot cot
sin cos sin cos sin

sin

      
           

    


2 2 2 2 2
2 2 2 2

1 2
2

2

 )8  

  sin sin sin    33 3 4 )9*  

  cos cos cos    33 4 3 )10*  

  sin sin( )sin( ) sin      
1

60 60 3
4

  )11*  

  cos cos( )cos( ) cos     
1

60 60 3
4

  )12*  

  tan tan( ) tan( ) tan      60 60 3  )13*  

  

 »مهم به شدت«
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)sinحاصل عبارتتمرین:  / )sin( / )cos( )7 5 97 5 15   قدر است؟چه  

1(
1
8

  2(
1
4

  3(
1
8

  4(
1
4

  

  

  

  

  

  

fاگر تمرین:  (x) x x   وg(x) sin x   )92(خارج   کدام است؟ fogي تابع ، ضابطهباشند 4

1 (sin x 21
2

4
  2 (sin x 21

2
2

  3 (cos x21
2

4
  4 (cos x21

2
2

   

  

  

  

  

  

  

cosحاصل عبارت تمرین:  cos cos
  
 

2 4
7 7 7

  کدام است؟ 

1 (
1
8

  2 (
1
8

  3 (
1
4

  4 (
1
4

  

  

  

  

  

  

  

شدة عبارت سادهتمرین: 
sin cos

cos sin
  


  

1
1

  )1400(ریاضی خارج   کدام است؟ 

1 (cos

2

  2 (sin

2

  3 (cot


2
2

  4 (tan


2
2
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در ربع سومّ و  xاگر انتهاي کمان تمرین: 
sin x
sin x





1

4
1

باشد، مقدار صحیح  
x

tan
2

  )1401(ریاضی خارج   کدام است؟ 

1 (2  2( 2-  3 (3  4 (3-  

  

  

  

  

  

  

  

  

sinحاصل تمرین:  xcos x(cos x sin x)4 xبه ازاي  4  15 کدام است؟  

1 (
1
4

  2 (
1
8

  3 (
3

4
  4 (

3
8

  

sinـ با استفاده از روابط  »4«گزینۀ پاسخ:  cos sin2 2    وcos sin cos 2 2 2   توان نوشت:می  

  

sin xcos x(cos x sin x) sin xcos x(cos x sin x)(cos x sin x) sin xcos x ( sin( x))

sin( x)

     



4 4 2 2 2 2

1

1 1 1
2 2 4

2 2 2

1
4

4


  

xگذاري حالا با جاي  15 :خواهیم داشت  sin( x) sin( )   
1 1 1 3 3

4 60
4 4 4 2 8

  

sinبا فرض تمرین:  
1
4

cos، مقدار  4 کدام است؟  

1 (
17
64

  2 (
17
32

  3 (
17
64

  4 (
17
32

  

cosـ ابتدا با استفاده از رابطۀ  »2«گزینۀ  پاسخ: sin   22 1 cosمقدار  2 2 آوریم:را به دست می  

  cos ( )     
1 1 7

2 1 2 1
16 8 8

  

cosالا با استفاده از رابطۀ ح cos ( )   24 2 2 cosبراي محاسبۀ مقدار  1 4 توان نوشت:می  

  cos ( )      
49 98 34 17

4 2 1 1
64 64 64 32
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tanدر ناحیۀ سوم مثلثاتی و  اگر زاویۀ تمرین:  
3
4

باشد، مقدار  
cos( ) cos( )

cot( )


     



2
2

2
  )1400(سراسري تجربی   کدام است؟ 

1 (
96

175
  2 (

1056
175

  3 (
96

175
  4 (

1056
175

   

  

  

  

  

  

  

cotاگر تمرین:  x tan x  باشد، حاصل عبارت  3
cot x

M
cot x tan x




2 4
2 2 3 2

  کدام است؟ 

1 (
1
6

  2 (
1
3

  3 (
1
6

  4 (
5
6

  

cotدانیم ـ می »1«گزینۀ پاسخ:  tan cot  2 2   توان نوشت:است، پس می  

  cot x cot x tan x    
3 2

2 2 3 2 2
2 3

  

cot  فی مطابق فرمول بالا داریم:از طر x cot x tan x


     
3 2 9 4 5

2 4 2 2
2 3 6 6

  

  آید، یعنی:به دست می Mآمده در خواستۀ مسئله، مقدار دستگذاري مقادیر بهدر نهایت با جاي

  
cot x

M
cot x tan x

( ) ( )
    

 


5 5 5
2 4 16 6 6

2 2 3 2 3 2 3 2 5 6
2 3

2 3 1

  

اگر تمرین: 
tan ( tan )

( tan )

  


 

2

2 2

1 1
81

sin، حاصل  4 کدام است؟  

1( 
1
2

  2 (
2

2
  3 (

3
2

  4 (
3
4
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  چند تا اتّحاد مهمّ و کاربردي

  cos x sin x cos x 4 4 2 )1  

  (cos x sin x)(cos x sin x) cos x sin x cos x    

1

2 2 2 2 2 2 2



  : اثبات 

sinاثبات:  x cos x4 4  sin x cos x sin x cos x    4 4 21 3 1
1 2 4

2 4 4
 )2  

  (sin x cos x) sin xcos x sin xcos x (sin xcos x) ( sin x)       2 2 2 2 2 2 2 2 21
2 1 2 1 2 1 2 2

2
  

  
cos x

sin x sin x ( ) cos x cos x


           2 21 1 1 1 4 1 1 3 1
1 2 2 1 2 1 1 4 4

4 2 2 2 4 4 4 4
  

aتوي اثبات این فرمول از اتحاد b (a b) ab   2 2 2 aاستفاده کردیم که 2 sin x bو 2 cos x   بود. 2

sinاثبات:  x cos x6 6  sin x cos x sin x cos x    6 6 23 5 3
1 2 4

4 8 8
 )3  

  (sin x cos x) sin xcos x(sin x cos x) sin xcos x (sin xcos x)      

1 1

2 2 3 2 2 2 2 2 2 23 1 3 1 3

 

  : اثبات 

  
cos x

( sin x) sin x ( ) cos x cos x


          2 21 3 3 1 4 3 3 5 3
1 3 2 1 2 1 1 4 4

2 4 4 2 8 8 8 8
  

aتوي اثبات این فرمول از اتحاد b (a b) ab(a b)    3 3 3 aاستفاده کردیم که 3 sin x bو 2 cos x   بود. 2

  در فصل مشتق کاربرد زیادي خواهند داشت. 3و  2هاي رمولف یادت باشه:

sin)اثبات:  x cos x) 2  (sin x cos x) sin x  2 1 2 )4  

  (sin x cos x) sin x  2 1 2  

  

  

sin x

sin x cos x sin xcos x sin x   

1 2
2 2 2 1 2

 
  

  در فصل حد، براي رفع ابهام کاربرد زیادي دارد. 4فرمول شماره  یادت باشه:

sinحاصلتمرین:  x sin x 1 xوقتی 2
 
 

3
3 4

  باشد، کدام است؟ 

sin)2  ) صفر1 x2  3(cos x  4(sin x cos x2  
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sinاگر تمرین:  cos   
1
2

)cosباشد، مقدار   )

 

3
2

2
  )95(تجربی   کدام است؟ 

  1( 
3
4

  2 (
3
8

  3 (
3
8

  4 (
3
4
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  دار است.xیک عبارتِ  uمثلاً: فرض کنید 

  
u k

sinu sin
u k

   
   

     

2

2
  

  cosu cos u k      2  

  tan u tan u k        

  cot u cot u k        

  

  ي زیر را حل کنید.معادله تمرین:

  sin x sin x 3 0 )1  

  
x k x x k x k

sin x sin x k
x k x x

        


    
       

3 2 2 2
3

3 2
2 4

  

  

ي مثلثاتی جواب کلی معادله تمرین:
sin x

cos( x)





3
1

3
2

  )93(خارج تجربی   ، به کدام صورت است؟

1( k


 
4

  2 (k


 2
4

  3 (k


 
3

2
4

  4 (
k 


2 4

   

  

  

  

  

  

  

sin  عادله زیر را حل کنید.م تمرین: x sin x 3 0 )2  

  sin x sin x 3  

جا براي این جا داریم) و هر دو، پشتشون علامت مثبت داشته باشه. اینقرار شد چپ و راست مساوي یک نسبت همنام داشته باشیم (که این

)sinکه از شرّ منفی خلاص بشیم از خاصیت  ) sin    کنیم یعنی به جاي استفاده میsin x نویسیم میsin( x) :پس  

   
u

kx k ( x) x k x

sin x sin( x) ,

x k ( x) x k x k

        
 

    
               

3 2 4 2
2

3

3 2 2 2
2
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sinهاي مثلثاتی مجموع جواب تمرین: x cos( x)


  2 0
2

]ي ، در بازه , ]0   )96ی (خارج تجرب  کدام است؟ 2

1( 
14

3
  2 (4  3 (

9
2

  4 (5  

  

  

  

  

  

cosهاي معادلۀ مثلثاتی تعداد جواب تمرین: (x) sin (x)cos( x) 2 2 3 ]در فاصلۀ  1 , ]0   )1400جربی سراسري ت(  کدام است؟ 2

1( 1  2 (3  3 (5  4 (6  

  

  

  

  

  

هاي معادلۀ مثلثاتی مجموع جواب تمرین:
 

   sin(x ) cos(x )
3

1
8 8

]، در بازة  , ]0   )95خارج ریاضی (  برابر کدام است؟ 2

1( 
3
4

  2 (
5
4

  3 (
3
2

  4 (
7
4

  

  

  

  

  

sinهاي معادلۀ مثلثاتی مجموع جواب تمرین: x cos x sin x  3 3 1
1 2

2
]، در بازة  , ]0   )98ریاضی (  کدام است؟ 2

1( 
5
2

  2 (
7
2

  3 (2  4 (3  
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sinهاي معادلۀ مثلثاتی مجموع جواب تمرین: x cos x 4 4 1
2

]، در بازة  , ]0   )98خارج ریاضی (  ، کدام است؟2

1( 
5
2

  2 (3  3 (
7
2

  4 (4  

  

  

  

  

  

  

  

tanجواب کلی معادلۀ مثلثاتی  تمرین: x .cos x 22   )86 تجربیخارج (  به کدام صورت است؟ 1

1( k


 
4

  2(k


 
4

  3(k


 2
4

  4(k


 2
4

  

  

  

  

  

  

  

  

  

cos  معادله زیر را حل کنید. تمرین: x cos x 3 0 )3  

   
u

x k x x k x k
cos x cos x x k x k

x k x x k x

        


       
       

3 2 2 2
3 3 2

3 2 4 2
2

  

sinي مثلثاتی جواب کلی معادله تمرین: x cos x sin( x)


  2 2 3
2

  )91(تجربی   به کدام صورت است؟ 

1( 
k
3

  2 (
k2
3

  3 (k


 2
3

  4 (k


 
2

2
3
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cos  معادله زیر را حل کنید. تمرین: x cos x 3 0 )4  

  cos x cos x 3  

)cosشیم؟ آخه کسینوس که خاصیت کار کنم آقا؟ چطوري از شرّ منفی خلاص بالان چی ) cos    ه رو ندار  

  توانیم واسش استفاده کنیم. کسینوسه دیگه! همیشه ساز مخالف میزنه. ببینید:ایرادي نداره از یه خاصیت دیگه می

  cos( ) cos       

cosپس به جاي    بذاریدcos( )   به همین راحتی .  

  cos x cos x cos x cos( x) x k ( x)           3 3 3 2  

  

k
x k x x k x

x k x x k x k

  
            


 

              


3 2 4 2
2 4

3 2 2 2
2

  

cosي مثلثاتی جواب کلی معادله تمرین: x cos x 3 cosبا شرط  0 x 0 98و  93تجربی (خارج   کدام است؟(  

1( 
k 


2 4

  2 (
k 


2 8

  3 (k


 
4

  4 (k


 
4

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  نسبت بشن. فقط کافیه از این روابط استفاده کنیم:نسبت نباشن ولی توانشون (یک) باشد باید کاري کنیم که هماگر دو طرف هم

  sin cos( )


   
2

  

  cos sin( )


   
2

  

  tan cot( )


   
2

  

  cot tan( )


   
2
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sin  معادله زیر را حل کنید. تمرین: x cos x 3 2 0 )5  

  
u

k
x k x x k x

sin x cos x sin x sin( x)

x k ( x) x k

    
          


     

           


2
3 2 2 5 2

2 2 5 10
3 2 3 2

2
3 2 2

2 2


  

)sinهاي معادلۀ مثلثاتی جواب تمرین: x ) cos(x )
 

  2
4 4

xبا شرط   k   که در آنk یک عدد صحیح است، کدام است؟  

  )99تجربی (  

1( 
k
3

  2 (
k2
3

  3 (
k 


2

3 6
  4 (

k 


2
3 6

  

  
  
  
  
  
  
  

sin  معادله زیر را حل کنید. تمرین: x cos x 3 0 )6  

  شی. ببین:تر از شرّ منفی خلاص میطوري راحتاینها منفی داره کاري کن منفی بیاد پشت سینوس. ها که یه دونه از اینطور موقعاین

  sin x cos x 3  

  راه طولانی: چون اول باید منفیِ پشت کسینوس رو از بین ببري بعدش کسینوس رو تبدیل به سینوس کنی.   

cos  راه خوبتر:  x sin x sin( x)   3 3  

  cos x cos( ( x)) cos x cos( x) x k ( x)
  

          3 3 2 3
2 2 2

  

  

½nHkº IM Â¤oÎ k k
x k x x k x k x k

k
x k x x k x

      
                 


 

              


2 3 2 2
2 2 4 4

2 3 4 2
2 2 2 8

  

  

cosي مثلثاتی جواب کلی معادله تمرین: x sin xcos x 22 2   )94(تجربی   ، به کدام صورت است؟1

1( 
k 


2 8

  2 (
k 


2 8

  3 (k


 
8

  4 (k


 
8
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  معادلات تانژانتی

]ها را در فاصلۀ معادله زیر را حل کنید و تعداد جواب تمرین: , ]0   مشخص کنید. 2

  tan x tan x 3 0 )7  

   
u

k
tan x tan x x k x x k x




         3 3 2

2
  

  
¡.¡.ù ¡.¡.ù

k

x
 

 

 

0 1 2 3 4

3
0 2

2 2

  

  tan x tan x tan x tan x    3 0 3 )8  

)tanتونی از خاصیت ل سینوس میواسه تانژانت هم مث ) tan    :استفاده کنی  

   
u

k
tan x tan( x) x k ( x) x k x




           3 3 4

4
  

  
¡.¡.ù ¡.¡.ù

k

x
     

 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8

3 5 3 7
0 2

4 2 4 4 2 4

  

  کتانژانت هم دقیقاً مثل تانژانتِ.

tanي مثلثاتی جواب کلی معادله تمرین: xtan x 3   )99و ریاضی  97(تجربی   ، کدام است؟1

1( 
k
4

  2 (
k 


2 8

  3 (
k 


3

2 8
  4 (

k 


4 8
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  معادلات زیر را حل کنید. تمرین:

  sin x cos x 3 0 )1  

  cos x tan x tan x tan( ) x k  
           3 0 3

3 3
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  .اده کنیماستف 2هاي حل معادله درجه تونیم از روشدو داشتند، میاگر سینوس و کسینوس توان           

sinاز معادلۀ  تمرین: x sin x  22 2 2 1   آید؟دست میچند جواب به 2در فاصلۀ صفر تا  xبراي  0

1( 6  2 (3  3 (4  4 (5  

  

  

  

  

  

  

  

            

( )sin u sin

( )cos u cos
u k

( )tan u tan

( )cot u cot

  

  

    
 


 

2 2

2 2

2 2

2 2

1

2

3

4

  

cosي مثلثاتی جواب کلی معادله تمرین: x cos x 22 2   )96(تجربی   کدام است؟ 0

1(k


 2
3

  2(k


 
2

2
3

  3(k


 
3

  4(k


 
6

   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  حواست به رادیکال فرجه زوج باشه. یادت باشه:
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sinيهاي معادلهتمام جواب ن:تمری x cos x کدام است؟  

1(x k


 2
4

  2(x k


 
4

  3(x k 2  4(
k

x
 

 
2 4

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

ي مثلثاتیجواب کلی معادله تمرین:
sin x

cos x
sin x

 23
  )93(سراسري ریاضی   است؟ کدام 2

1(
k
2

  2(
k 


2 4

  3(k



4

  4(k



4

   

  »2«ي گزینه پاسخ:

  
sin x sin x

cos x
sin x



3

23 4
2  

  حالا تفکیک:  

  sin x ( sin x)  2 23 4 2 1  

  sin x sin x sin x sin x sin x ( )          2 2 2 2 2 21 2
3 4 2 2 2 1

2 2
  

  sin x (sin ) x k
 

     2 2

4 4
  

  گیریم.ها گذاشته، ولی از روي دایره تصمیم میطراح جفتش رو توي گزینه
k

x
 

 
2 4

     

  کنن پس اوکیه!ها مخرج کسر اصلی رو صفر نمیوابدرسته. ضمناً چون این ج» 2«ي گزینه

mعت : یک بازیکن هندبال توپ را با سر133مثال  / s16 تیمی خود براي هم

 vکند. اگر رابطه بـین سـرعت تـوپ متري او قرار دارد پرتاب می 8/12که در 

ي پرتاب (برحسب متر) و زاویه dشده افقی (برحسب متر بر ثانیه)، مسافت طی

 قدر بوده است؟ چه ي پرتاب توپگاه زاویهبه صورت زیر باشد، آن  

  
v sin

d



2 2

10
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    آید:شده به دست میي دادهاز رابطه

  
k k

( ) sin /
/ sin sin

( k ) k

      
        

      


2 2 2
16 2 12 8 10 1 6

12 8 2 2
10 256 2

2 2 1
6





  

,با توجه به شکل، جواب 
 

 
5

12 12
  باشد.قابل قبول می 

گاه چند مثلث با متر باشند، آنسانتی 6و  2به ترتیب  ي دو ضلع آنمتر مربع مفروض است. اگر اندازهسانتی 3: مثلثی با مساحت 134مثال 

  توان ساخت؟ها میاین خاصیت

  

  

  

  

  

  

  

  ي مخرج باشه.حواست به ریشه یادت باشه:

  ي زیر را حل کنید.معادله تمرین:
sin x

cos x





1 1
1 2 2
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  دوره تناوب

f  متناوب است اگر با افزودن یک مقدار ناصفر بهx  عرض(y) :تابع عوض نشود و دو شرط زیر داشته باشد  

  f f) x D x T D ) f (x T) f (x) T       1 2 0  

sinمثلاً

6

)sinبا  )


 2
6

برابر و هر دو 
1
2

x  ،/ هستند. در حالی که به  2 6 28 ایم.افزوده  

  یم.گویترین مقدار مثبت دوره تناوب را، دوره تناوب اصلی میي تناوب است که کوچکي تناوب، خود دورههر مضربی از دوره

دوره تناوب  ترینترین عدد حقیقی وجود ندارد، کوچکتابع ثابت، متناوب است و دوره تناوبش هر عدد حقیقی است ولی چون کوچک تذکر:

  ندارد.

f) دوره تناوب 1 (x)  اگرT ي تناوبگاه دورهباشد، آنaf (x b) k   نیز همانT .هست  

  پذیر نیست.) تابع متناوب، یک به یک و معکوس2

ksin) دوره تناوب3 ax2 kcosو 1 ax2 Tبرابر است با: 1
| a |



2

  

cotو tanaxدوره تناوب ax به هر توان (چه زوج، چه فرد) و| tanax |و | cot ax Tبه هر توان |
| a |


 .است  

  
k{IM joÎ ¾a » Z»p ¾a ·H¼U

k{IM joÎ ¾a » Z»p ¾a ·H¼U

k

k

sin ax

cos ax

| sinax | ( )

| cosax | ( )









2

2
  

    

    

  

  

  

  

اگر دورة تناوب تابع  تمرین:
m

f(x) cos(mx ) 2
2

برابر  
4
3

fباشد، مقدار   ( m)کدام است؟  0( )0  

1 ( 3  2 (3  3 (2  4 ( 2  
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دورة تناوب تابع  تمرین:
cos xcos x

f (x)
tan x cot x




2 4
  کدام است؟ 

1 (  2 (

2

  3 (

4

  4 (

8

  

  پاسخ:
sin xcos x sin xcos xcos x sin xcos xcos x

f (x) sin x

sin x


    

1 1 1
4 4 82 4 2 2 4 12 2 2 8

2 2 2 2 8
2

  

  T
 

 
2
8 4

  در حالت معمول 

  رسیم:بنابراین به این شکل می

  

tanولی باید توجه کنید که به علت حضور  x  وcot x  در مخرج کسر
k

x



2

  باشد. پس باید این نقاط توخالی باشند:می 

  

Tاکنون از شکل مشخص است که 



2

است نه  

4

. جالب این است که در خود آزمون، این سوال به اشتباه پاسخ داده شده است. گزینۀ 

  ) صحیح است.2(

دورة تناوب  تمرین:
sin x

f (x)
sin x

 کدام است؟  

1 (

2

  2 (  3 (
3
2

  4 (2  
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yاگر دورة تناوب تابع  تمرین: cosax   ؟ثبت کدام استاین تابع با طول م minباشد، اولین نقطه  2برابر  3

1 (1  2 (
1
2

  3 (
3
2

  4 (2  

  

  

  

  

  

  

yتابع  تمرین: sin( x)  
1

3
2

]در بازة   , ]
1

1
2

  )98چی قلم(  چند بار بیشترین مقدار را دارد؟ 

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

  

  

  

  

  

  

yمودار تابع متناوب قسمتی از ن تمرین:  f (x)  .به شکل زیر استf ( / )128   )98چی قلم(  کدام است؟ 1

1 (/1 8  

2 (/1 8  

3 (/0 2  

  نشده ) تعریف4

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  








