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  مثلثات

  هاي مثلثاتینسبت

است، حاصل هر  Aهاي غیرقائم آن اي را در نظر بگیریم که یکی از زاویهالزاویهیک زاویۀ حادة معلوم باشد، اگر مثلث قائم Aکنیم فرض می

  یک از کسرهاي:

1 (
 ã¾Ä»Hp ¾M ®MI£¶ Í±ò Ï¼ö

 ¾ã Ä»Hp ¾M n»I\¶ Í±ò Ï¼ö

A

A
 ،2 (

 ã¾Ä»Hp ¾M n»I\¶ Í±ò Ï¼ö

 ¾ã Ä»Hp ¾M ®MI£¶ Í±ò Ï¼ö

A

A
 ،3 (

 ã¾Ä»Hp ¾M ®MI£¶ Í±ò Ï¼ö

oU»

A
) 4و  

 ã¾Ä»Hp ¾M n»I\¶ Í±ò Ï¼ö

oU»

A
 

است تأثیري  Âاش برابراي که یک زاویهالزاویهقائم مهم است و اندازة اضلاع مثلث Aباشند؛ یعنی فقط مقدار زاویۀ می ثابتهمواره مقداري 

) A ،3) کتانژانت زاویۀ A ،2) تانژانت زاویۀ 1ها را به ترتیب ، هر یک از آنAدر این مقادیر ندارد. به دلیل ثابت بودن این مقادیر براي زاویۀ 

  نامیم.می A) کسینوس زاویۀ 4و  Aسینوس زاویۀ 

  

BC a AB cˆ ˆsin A cos A
AC b AC b

BC a AB cˆ ˆtan A cot A
AB c BC a

   

   

     

  نامیم.می هاي مثلثاتینسبتهاي سینوس، کسینوس، تانژانت و کتانژانت را الزاویه، نسبتدر یک مثلث قائم

aدر شکل مقابل تمرین:  c  cosBˆو  18 
5

13
  کدام است؟ tanCˆ، مقدار 

1 (
5

12
    2 (

12
5

  

3 (
13
5

    4 (
5

13
   

  توان نوشت:الزاویه، میـ با توجه به تعریف کسینوس یک زاویه در مثلث قائم» 1«گزینۀ پاسخ: 

  ac cˆcosB c a
a a

    
5 5

13 13
  

aاز رابطۀ  c    کنیم:استفاده می 18

  a c a a a a c          
5 18

18 18 18 13 5
13 13

  

  کنیم:را محاسبه می bحال به کمک رابطۀ فیثاغورس اندازة 

  a b c b b b          2 2 2 2 2 2 213 5 169 25 144 12  

  بر نسبت ضلع مقابل به ضلع مجاور آن زاویه است.دانیم که تانژانت یک زاویه، برامی

  
cˆ ˆtan C tanC
b

  
5

12
  

را به صورت زیر محاسبه  60و  30هاي ههاي مثلثاتی زاویتوان نسبتواحد، می 2الاضلاع به ضلع با در نظر گرفتن مثلث متساوينکته: 

  اند.ع، میانه، نیمساز و عمودمنصف وارد بر یک ضلع بر هم منطبقالاضلاع، ارتفاکرد. در مثلث متساوي
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BH AHsin sinAB AB

AH BH
cos cos

AB AB
ABH : ,

AHBH tantan BHAH

BHAH cotcot AHBH



     
 
    
 
 
     
 
 

    
 

1 330 602 2

3 1
30 60

2 2

1 3 60 330
33

1 3
6030 3 33

 

 





      

) را بـه B(به عنوان مثال  45اتی زاویۀ هاي مثلثتوان نسبتواحد می 1الساقین به اضلاع قائمه الزاویۀ متساويبا در نظر گرفتن مثلث قائم

  صورت زیر محاسبه کرد:

  

AC AB
sin cos

BC BC

AC AB
tan cot

AB AC

    

   

1 2 2
45 45

2 22

45 1 45 1

 

 

     

)هاي مثلثاتی زوایاي معروف خلاصۀ نسبت , , )60 45 30  
  

60  45  30   مقدار زاویۀ/ مقدار نسبت مثلثاتی  

3
2

  
2

2
  

1
2

  sin  

1
2

  2
2

  
3

2
  cos  

3  1  3
3

  tan  

3
3

  1  3  cot  

  

در تساوي  xمقدار تمرین: 
tan sin

xcos
cos cot






3 60 4 30
60

2 2 45 45

 


 
  کدام است؟ 

1 (
1
3

  2 (
2
3

  3 (3  4 (
3
2

  

  گذاري کنیم:شده را جايهاي مثلثاتی زوایاي دادهـ کافی است مقدار عددي هر یک از نسبت» 2«گزینۀ : پاسخ

  
x

x x
   

      


 

2

1
3 3 41 3 2 1 22

2 2 2 1 3 32
2 2 1

2
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cosر مثلث مقابل، مقدار دتمرین:   sin  2 کدام است؟  

1 (
8
5

    2 (
9
5

  

3 (
11
5

    4 (
12
5

   

اند. ارتفاع وارد بر قاعده را نیمساز وارد بر قاعده بر هم منطبقالساقین است. پس ارتفاع، میانه و شده، متساويـ مثلث رسم» 3«گزینۀ : پاسخ

  کنیم:رسم می

    

  ABH : AB AH BH AH AH AH


        2 2 2 2 225 16 9 3  

  
AH BH

sin , cos
AB AB

     
3 4
5 5

  

  شده برابر است با:در نتیجه مقدار خواسته

  cos sin     
8 3 11

2
5 5 5

  

  هاي مثلثاتی زوایاي متممارتباط بین نسبت

گاه سینوس یکی با کسینوس دیگري برابر است و برعکس، تانژانت یکی با کتانژانت باشد)، آن 90ه متمم هم باشند (مجموعشان اگر دو زاوی

  دیگري برابر است و برعکس. در شکل زیر داریم:

  

ˆB̂ C

AC ABˆ ˆˆ ˆsin B cosC , sinC cos B
BC BC

AC ABˆ ˆˆ ˆtan B cot C , tanC cot B
AB AC

 

   

   

90

     

حاصل عبارت تمرین: 
sin cot tan

P
cot cos tan

 


 

5 2 83 76

8 14 88 7

  

  
  کدام است؟ 

1 (
5
8

  2 (
5
8

  3 (
8
5

  4 (
8
5

  

  کنیم:هاي متمم استفاده میهاي مثلثاتی زاویهـ از روابط نسبت» 1«گزینۀ : پاسخ

  tan cot   76 14 90 76 14      

  cot tan   83 7 90 83 7      

  sin cos   2 88 90 2 88      

  
sin cot tan

P
tan sin cot

 
 

 

5 2 83 76 5
88 76 2 83

  

  
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  برابر است با: BDخط در شکل مقابل اندازة پارهتمرین: 

1 (4 3 4  

2 (4 3 8  

3 (4 3 12  

4 (16   

  

  

  

  

  

  

B̂گر در شکل مقابل اتمرین:    30  وĈ  60 اندازة ،AH کدام است؟  

1 (10  

2 (20 3  

3 (10 3  

4 (20   

AHـ اگر فرض کنیم » 3«گزینۀ : پاسخ x  وAC yشکل مقابل داریم: گاه در، آن  

  

AH x xˆtanB tan ( )
AB y y

AH x xˆtanC tan
AC y y


       


     


3
30

20 20 3

60 3




      

  
( ) y

x y y y y x AH
y


           


3 3

3 3 20 10 10 3 10 3
20 3

  

Âکه  ABCالزاویۀ در مثلث قائمتمرین:   90 حاصل ،
ˆ ˆtan B tanC


 

1 1

1 1
  کدام است؟ 

1 (1  2 (
1
2

  3 (2  4 (4  
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  هاي آنحل مثلث و کاربرد

  رو و اطلاعات زیر در مورد مثلث توجه کنید.به شکل روبه

  A B C   180 )1  

  a b c  ) 2محیط  

  ي زوایا و اضلاع آن است.منظور از حل مثلث، یافتن همه

  شود:ي زیر محاسبه میمساحت مثلث از رابطه گاهها را داشته باشیم، آني بین آنک مثلث و زاویهمساحت مثلث: اگر دو ضلع ی -1

  absinC bcsin A acsinB  
1 1 1
2 2 2

مساحت          

  

  

  ها. پس:ي بین آنینوس زاویهضرب دو ضلع در سدانیم مساحت یک مثلث برابر است با نصف حاصلها: میقانون سینوس -2

  S absin C acsinB bcsin A  
1 1 1
2 2 2

    

  

  

abcها بربا تقسیم طرفین تساوي
1
2

  ها، داریم:و معکوس کردن آن 

ها) (قانون سینوس  
a b c

sin A sin B sinC
   

  ود.بروي آن را داریم، بسیار سودمند خواهد ي روبههایی که در آن یک ضلع و زاویهها، براي حل مثلثقانون سینوستوجه: 

  

ستفاده ها براي یافتن اضلاع و زوایا قابل اانون سینوسها را داشته باشیم، قي بین آنزاویهها: وقتی دو ضلع یک مثلث و قانون کسینوس -3

  کنیم.استفاده می» هاقانون کسینوس«نیست. در این حالت از 

  

) a b c bccos A

) b a c accos B

) c a b abcosC

  

  

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 2

2 2

3 2
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  را بیابید. ABرو، طول در شکل روبهتمرین: 

    

AB  :پاسخ ( )( )cos ( ) AB         2 2 2 1
10 18 2 10 18 60 100 324 360 244 244

2
  

  

و ابتداي مجسمه بـا  ي رؤیت انتهااي قرار دارد، ایستاده است. زاویهمتر از پاي ستونی که بر روي آن مجسمه 35ي ناظري به فاصلهتمرین: 

tan)است. ارتفاع مجسمه کدام است؟  40و 45سطح افق / )40 0 8  )94 ارج ریاضیخ(  

1 (6  2 (4/6  3 (7  4 (2/7  

  

  

  

  

  

  

 2ع چنـد برابـرالاضلادرجه است. مساحت متوازي 135ي بین دو قطر واحد و زاویه 8و  12ي دو قطر اندازه الاضلاعیمتوازيدر تمـرین: 

  )96و تجربی خارج  92(تجربی   است؟

1 (18  2 (24  3 (32  4 (36  

  

  

  

  

  

  

24واحد برابر 9و  16مساحت مثلثی با دو ضلع ین: تمر   ترین ضلع این مثلث کدام است؟واحد مربع است. بزرگ 5

   )94(ریاضی   

1 (21  2 (22  3 (23  4 (24  
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  )93(ریاضی   واحد کدام است؟ 12و  9، 7مساحت مثلث به اضلاع تمرین: 

1(15 2  2(14 3  3(12 5  4(14 5  

  

  

  

  

  

  

  

  

  ضلعی منتظم هم باشه.حواستون به شش          

2ضلعی منتظم برابر با اگر قطر کوچک یک ششتمرین:    )97ی چ(قلم  ضلعی منتظم کدام است؟باشد، مساحت شش 3

1( 6  2 (6 3  3 (12  4 (12 3  

  

  

  

  

  

  

  

  

18ضلعی منتظم موجود در شکل زیر مساحت ششتمرین:     )99و  97چی (قلم  قدر است؟است. مساحت ناحیۀ رنگی چه 3

1( 12  

2 (18  

3 (6 3  

4 (9 3   
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Homework (1) 

  



 
  
  

    
 

407   
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  Homework (1)پاسخ 

  

  

  



 
  
  

    
 

409   

  



 
  
  

    
 

410   

  



 
  
  

    
 

411   

  



 
  
  

    
 

412   

Homework (2)  
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  Homework (2)پاسخ 
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  تعریف جهت مثلثاتی

را  2یـا  1بـرویم، یکـی از دو مسـیر  Bبه  Aي شکل مقابل را در نظر بگیرید. اگر بخواهیم از نقطه

هـاي سـاعت اسـت را که خلاف حرکت عقربـه 1ي در مثلثات جهت شمارهتوانیم انتخاب کنیم. می

هاي ساعت است (ساعتگرد)، را که موافق حرکت عقربه 2ي (پادساعتگرد)، جهت مثبت و جهت شماره

  گویند.جهت منفی می

  ي مثلثاتیتعریف دایره

ا در نظـر هـمبدأ کمان به عنوان Aي اي است به شعاع واحد که در آن، با توجه به شکل، نقطهدایره

  باشد (پادساعتگرد).شود و جهت آن مثبت میگرفته می

  محورهاي مثلثاتی

  گذرد.) میAي ها (نقطهي مثلثاتی و مبدأ کمانها: محوري که از مرکز دایرهمحور کسینوس -1

  ها عمود است.ي مثلثاتی بر محور کسینوسها: محوري که در مرکز دایرهمحور سینوس -2

  هاست.نوسي مثلثاتی مماس است و موازي محور سی) بر دایرهAي ها (نقطهها: محوري که در مبدأ کمانحور تانژانتم -3

هـا و ها مـوازي و بـر محـور تانژانـتي دایره بر آن مماس است و با محور کسینوسها: محوري است که در بالاترین نقطهمحور کتانژانت -4

  ها عمود است.سینوس

  بینید:رو میمحور مثلثاتی را در روبه این چهار

  ي رو به زاویه: انتهاي کمان روبه Nي نقطه

  cot: مبدأ محور  Bي نقطه

  tan: مبدأ محور Aي نقطه

  cosو sin: مبدأ محورهاي Oي نقطه

  
  

  ي مثلثاتیروش به دست آوردن مقدار یک نسبت مثلثاتی از روي دایره

  ایم. انتخاب کرده ي اي به اندازهرو زاویهفرض کنید، مطابق شکل روبه

  کنیم. داریم:عمود می cosو  sinدر این صورت از انتهاي کمان بر محور 
  

OH sin , OH cos      
  

  قطع شود، داریم: cotو  tanاي که محور به گونه OMحال با امتداد 
  

AT tan , BT cot       
  

  

الزاویـه، مختصـات گیریم. با توجه به مثلـث قائمرا در نظر می ي دلخواه ي مثلثاتی، زاویهدر دایره

,P(xي نقطه y) ي در این دایره برحسب زاویه :برابر است با  

  
x cos

P(x,y) P(cos ,sin )
y sin

 
    

 
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)Pي ي مثلثاتی را در نقطه، دایرهي اگر زاویهتمرین:  , )
1 2 2
3 3

  را بیابید. ي ویههاي مثلثاتی زاقطع کند، نسبت 

  پاسخ:

  P( , ) P(cos ,sin )  
1 2 2
3 3

  

x  پس: cos , y sin     
1 2 2
3 3

  

  از طرفی:
y x

tan , cot
x y

     
1

2 2
2 2

  

)Pي نقطهتمرین:  , )
1 3

2 2
ي دهیم. نقطههاي ساعت حول مبدأ مختصات دوران میربهدر جهت حرکت عق 180ي مثلثاتی را روي دایره 

  آورد؟ي مثلثاتی به وجود میاي بر روي دایرهجدید چه زاویه

1 (240  2 (240  3 (135  4 (120  

  

  

  

  

  

)ي نقطهتمـرین:  , )0 هاي سـاعت دوران در جهت خلاف حرکـت عقربـه 120ي ي مثلثاتی را حول مبدأ مختصات به اندازهروي دایره 1

  ي جدید کدام است؟دهیم. مختصات نقطهمی

1 (( , )
3 1

2 2
  2 (( , )

 3 1
2 2

  3 (( , )
 2 1

2 2
  4 (( , )

3 1
2 2

  

)ي ـ نقطه» 1«ي گزینهپاسـخ:  , )0 هاي در خلاف جهت حرکت عقربـه 120ي مثلثاتی مطابق با شکل زیر است. اگر آن را روي دایره 1

  سیم.ري اول میدر ناحیه Mي ساعت دوران دهیم، به نقطه

    

OM 30ي ها، زاویهبا محور طول سازد، بنابراین:می  

  
M M

M M

x cos x cos

y sin y sin


    


     


3
30

2

1
30

2




  

)Mلذا  , )
3 1

2 2
.  
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  بر دایره مماس است.) lکدام است؟ (خط  ABدر دایرة مثلثاتی زیر، اندازة تمرین:  

1 (cos  

2 (
cos

1
  

3 (tan  

4 (
tan

1
   

  

ها رسم کنیم، طبق روباط طولی در مثلث عمود بر محور طول Aـ خط مماس بر دایره بر شعاع عمود است. حالا اگر از نقطۀ » 3«گزینۀ پاسخ: 

  الزاویه داریم:قائم

  OH cos( ) OH OB cos OB OB
cos

       


2 1
1 1  

  توان نوشت:می OABپس طبق قضیۀ فیثاغورس در مثلث 

  

OB ( ) AB AB
cos

cos sin
AB tan AB tan

cos cos cos

    


  
         

  

2 2 2 2
2

2 2
2 2

2 2 2

1
1 1

1 1
1

  

Aباشد،  Aدر دایرة مثلثاتی زیر اگر مساحت ناحیۀ رنگی برابر با تمرین:  (tan x cot x)  ؟کدام است  

1 (
1
2

  

2 (
1
3

  

3 (
1
4

  

4 (1   

cosـ با توجه به شکل زیر، مساحت ناحیۀ رنگی، مساحت یک مثلث با ارتفاع  »4«گزینۀ پاسخ:  x  و قاعدةsin x2 :است. پس داریم  

  A ( sin x)cos x sin xcos x  
1

2
2

  

A(tanدر نتیجه براي محاسبۀ  x cot x) توان نوشت:می  

  
sin x cos x sin x cos x

A(tan x cot x) sin xcos x( ) sin xcos x( )
cos x sin x sin xcos x

sin xcos x( )
sin xcos x


   

 

1

2 2

1
1


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  (سراسري)  درجه برقرار است؟ 50و  40هاي زیر بین زوایاي کدام یک از نامساويتمرین: 

1( sin sin50 40     2 (cos cos50 40   

3( tan tan50 40     4( cot cot40 50 
  

  

  »2«ي گزینهتمرین: 

  هاي مثلثاتی زیر خوب دقّت کنید:کافی است به دایره

  

  

  

  

  

cos) درست 2ي (گزینه cos 50 40   نادرست 1ي (گزینه (sin sin 50 40   

  

  

  

  

  

  

cot) نادرست 4ي (گزینه cot 40 50   نادرست 3ي (گزینه (tan tan 50 40   

  

  ) ببرید.2ي (تر پی به درستی گزینهتوانید خیلی سادهالبته اگر به مفهوم صعود و نزول توابع نیز آشنا باشید، می

f (x) sin x sin sin    50 40 50 40     در( , )


0
2

  صعودي است. 

f (x) cos x cos cos    50 40 50 40     در( , )


0
2

  نزولی است. 

f (x) tan x tan tan    50 40 50 40     در( , )


0
2

  صعودي است. 

f (x) cot x cot cot    50 40 50 40     در( , )


0
2

  نزولی است. 
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cosاگرتمرین:  .sin  0 وcos .tan  0 گاه انتهاي کمانآن ي مثلثاتی است؟در کدام ناحیه  

  ) چهارم4  ) سوم3  ) دوم2  ) اول1

  

  

  

  

  

  

  

  

  

عبارت  حاصلتمرین: 
| sin x cos x | sin x cos x 


2 2

xکه در آن   [ , ]


 0
4

  (سراسري)  کدام است؟ 

1 (sin x  2 (cos x  3 (sin x cos x  4 (cos x sin x  

  »2«ي گزینهپاسخ: 

]گفتیم در  , ]


0
4

y(زیر خط   x ،(cos x sin x :  

  
| sin x cos x | (sin x cos x) (sin x cos x)sin x cos x

cos x
    

  
2 2 2

  

و aاگرتمرین: 
cot x

cos x
cot x a


 2

  ي مثلثاتی است؟در کدام ناحیه x، انتهاي کمان 

  ) چهارم4  ) سوم3  ) دوم2  ) اول1

  » 4«ي گزینهپاسخ: 

ي اوّل یا چهارم در ناحیه xانتهاي کمان   
cot x

cos x cos x
cot x a

    
 2

0 0  

cotي اول، در ناحیه xاما با انتخاب  x 0 قادیر بزرگ و در نتیجه به ازاي مa2 تواند زیر رادیکال منفی شود ودر نتیجه فرض مسئله که می

ي چهارم باشد که در این صورت همواره زیـر رادیکـال مثبـت باید در ناحیه xرود. پس ، تساوي برقرار است از بین می aبه ازاي هر 

  خواهد بود:

  
cot x cot x

cot x a cot x a


 

  
2 2

0
0

0
  














