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  مشتقكاربرد 
  توابع صعودي و نزولي

  بررسي جهت تغييرات تابع
fتابع ) 1 (x) صعودي است، اگر به ازاي x x1 f داشته باشيم 2 (x ) f (x )1 2.  
fتابع ) 2 (x) نزولي است، اگر به ازاي x x1 f داشته باشيم 2 (x ) f (x )1 2.  
fتابع ) 3 (x) صعودي اكيد است، اگر به ازاي x x1 f داشته باشيم 2 (x ) f (x )1 2.  
fتابع ) 4 (x) نزولي اكيد است، اگر به ازاي x x1 f داشته باشيم 2 (x ) f (x )1 2.  

 كم y، مقدار x هم زياد شود و وقتي نزولي اكيد است كه با زيادشدن y، مقدار xتر تابع وقتي صعودي اكيد است كه با زيادشدن  به بيان ساده
  .شود

شود، ولي در تابع صعودي ممكن است مقدار   زياد ميy، مقدار xشدن مقدار فرق تابع صعودي و صعودي اكيد در اين است كه در هر دو با زياد
y به ازاي دو مقدار xگوييم يكنوا و اگر تابع نه صعودي باشد و نه نزولي، غيريكنوا يا  به تابعي كه صعودي يا نزولي باشد، مي.  با هم برابر باشند

  :دهاي زير نگاه كني براي توضيح بهتر به شكل. نايكنوا است
  

  
  صعودي اكيد

  
  صعودي

  
  صعودي اكيد

  
  غيريكنوا

  
  صعودي اكيد

  
  صعودي

  
  

شود، ولي در تابع نزولي ممكن است دو   همواره كم ميyو به همين ترتيب فرق تابع نزولي و نزولي اكيد در اين است كه در حالت اكيد مقدار 
  :هاي زير نگاه كنيد كلبه ش. هاي يكسان داشته باشندyهاي مختلف، xيا چند نقطه با 
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  نزولي اكيد

  
  نزولي

  
  نزولي اكيد

  
  غيريكنوا

  
  نزولي اكيد

  
  نزولي

  
fپذير باشد و مقدار   مشتقI هاگر تابعي در باز) 1 گاه،   مثبت باشد، آنfدر آن بازه اكيداً صعودي است .  

  .خط مماس در تمام نقاط آن بازهء مثبت استبه تابع اكيداً صعودي زير دقت كنيد كه شيب 

  
fپذير باشد و مقدار   مشتقIاگر تابعي در بازة ) 2 گاه،   منفي باشد، آنfدر آن بازه اكيداً نزولي است .  

  .به تابع اكيداً نزولي زير دقت كنيد كه شيب خط مماس در تمام نقاط آن بازه منفي است

  
y با كمك تعيين علامت تابع مشتق تابع بنابراين f (x)توانيم وضعيت يكنوايي تابع   ميfهاي مختلف مشخص كنيم  را در بازه.  

fپذير باشد و مقدار   مشتقIاگر تابعي در بازة ) 3 گاه در آن بازه تابعي ثابت خواهيم داشت  برابر صفر باشد، آن.  
  .پذير شيب خط مماس صفر است دقت كنيد كه در تمام نقاط يك تابع ثابت مشتق

fپذير باشد و مقدار      مشتق Iاگر تابعي در بازة     ) 4  چنان تابع يك تابع  ها تشكيل يك بازه ندهند هم تر مساوي صفر باشد اما صفركننده ، بزرگ
  .گذارد ن صفرشدن مشتق لزوماً قيد اكيد را از تابع يكنوا كنار نميبنابراي. اكيداً صعودي خواهد بود
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اي به اكيداً     جز دو نقطه مثبت و در آن دو نقطه صفر است اما اين موضوع ضربه                مشتق اين تابع در تمام نقاط به      . به تابع فوق خوب دقت كنيد     
  .زند بودن تابع نمي صعودي

fو مقدار   پذير باشد      مشتق Iاگر تابعي در بازة     ) 5  چنان تـابع، يـك       ها تشكيل يك بازه ندهند هم       تر مساوي صفر باشد اما صفركننده        كوچك
  .تابع اكيداً نزولي خواهد بود

هـر  (ق تابع   چه در همسايگي راست و چپ آن مشت         ناپذيري داشته باشد چنان      پيوسته باشد اما در اين بازه نقطة مشتق        Iاگر تابعي در بازة     ) 6
  .زند اي نمي ناپذير به يكنوايي تابع در آن بازه ضربه منفي باشد اين نقطة مشتق) هر دو(مثبت يا ) دو

  
 كـه تـابع در آن نقطـه    Aبنابراين خود نقطة . پذير و مشتقي مثبت دارد    مشتق Aجز نقطة      به تعريفشبه عنوان مثال تابع فوق در تمام حوزة         

xچون در همسايگي راست و چپ نقطة . (زند به اكيداً صعودي بودن تابع نمياي  ناپذير است ضربه مشتق Aتابع مشتق مثبت است (.  
  . ناپيوسته هستند، پيشنهاد ما رسم تابع و تحليل يكنوايي تابع بر اساس نمودار آن استIدر توابعي كه در بازة ) 7
  .امكان آن كه تابع در آن بازه يكنوا باشد نيست) مجانب قائم(مخرج ماندگار داشته باشد ، ريشة Iاگر تابع گويايي در بازة ) 8

            
سـازي را تحليـل    ، تابع پـس از سـاده  )حفره(سازي با صورت از بين برود  ي داشته باشد كه در ساده     ، ريشة مخرج  Iاگر تابع گويايي در بازة      ) 9

  .نوايي تابع نداردكنيم و وجود آن نقطه تأثيري بر يك مي

xبه عنوان مثال براي تحليل تابع        xy x
 


2 3 2
x)توان يكنوايي تابع       مي 2 )(x )y xx

   


1 2  را بررسي كرد و گفت چون تابع        12

y x 1 يك تابع اكيداً صعودي است تابع x xy x
 


2 3 2
  .است نيز اكيداً صعودي 2

axتابع هموگرافيك ) 10 by cx d



باشد اما به علت وجود مجانب قائم تابعي نه صعودي نه نزولي است، مگر  هاي اكيداً يكنوا مي  داراي شاخه

ايي تابع در آن بازه را اي تحليل شود كه مجانب قائم داخل آن بازه نباشد كه در آن صورت علامت مشتق تابع در آن بازه يكنو      اين تابع در بازه   
  .) شود يا مجانب قائم در توابع كسري يعني ريشة مخرجي كه حد تابع اطراف آن . (نشان خواهد داد

fتابع : 1تست  (x) x x  5    روي كدام بازه صعودي است؟5
1 ([ , ]0 1  2 ([ , ]0 2  3 ([ , ) 1  4 (( , ] 1  

fـ مشتق تابع » 1 «ةگزين: پاسخ (x) x   45 xهاي مشتق برابر   و ريشه5 1 و x  1مت مشتق را رسم جدول تعيين علا.  هستند
  :كنيم مي

  
x
f
f

  
   

1 1
0 0

  
  

] ةبينيم، مشتق تابع در باز طور كه در جدول مي همان , ]1 ها  از بين گزينه. تر يا مساوي صفر است، پس تابع در اين بازه صعودي است  بزرگ1
] ةفقط باز , ]0 ] ةازه است، پس تابع در باز اين بة زيرمجموع1 , ]0   . هم صعودي است1
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yاگر تابع : 2تست  x ax  2 ] ة در باز4 , ) 2مقادير ة صعودي باشد، مجموع aكدام است؟   
1 (a  4  2 (a  4  3 (a  4  4 (a  

yـ مشتق تابع » 2 «ةگزين: پاسخ x a  2مشتق برابر ة و ريش ax     : است پس جدول تعيين علامت مشتق به صورت زير است2

  

ax

y
y

  

  
2

0
 

  

]a ةبينيم كه تابع در باز      مي , )  2    ة صعودي است، پس براي آن كه تابع در باز [ , ) 2 صعودي باشد، بايد [ , ) 2اي   زيرمجموعه

]a ةاز باز , )  2 باشد؛ يعني a  a و در نتيجه 22  4.  

y، تابع mبه ازاي چه مقادير از : 3تست  x mx x   3 22 3 24    اكيداً يكنوا است؟9

1 (m  4 2 4 2  2 (m  8 8  3 (m 0 8  4 (m  4 4  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

x با ضابطة fتابع : 4تست  xf (x)
x x


 

2

2
2 3

3
a) در بازة  , ) حداقل مقدار .  صعودي اكيد استaكدام است؟   

1 ( 3
5  2 (3

5  3 (3  4 (3  
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yاگر تابع : 5تست  mx mx x   3 2    كدام است؟m نزولي اكيد باشد، حدود x به ازاي 1
1 (m  3  2 (m  3  3 (m  3 يا m 0  4 (m  3 0  
  :تر يا مساوي صفر باشد، پس بايد داشته باشيم نزولي اكيد باشد، بايد مشتقش همواره كوچكاي  لهچندجمـ براي آن كه تابع » 4 «ةگزين: پاسخ

  y mx mx    23 2 1 0  

axاره ودانيم اگر بخواهيم عبارت درجه دوم هم مي bx c  2 a)  باشد، بايد الف0 0و ب  ( 0باشد، پس :  

  
m m ( )

m m m(m ) m ( )

  

           

2
3 0 0 1

0 4 12 0 4 3 0 3 0 2
  

mشود  مي) 2(و ) 1(اشتراك   3 0.  
mاند كه  حالا اگر خوب به تابع نگاه كنيد، تمام توضيحات بالا به شرطي صادق 0 درجه سوم سروكار داشته  عولي وقتي كه با يك تاب باشد؛

m اگر باشيم 0 باشد، تابع به صورت y x  1پس تمام حدود . تآيد كه باز هم نزولي اكيد اس  درميm برابر است با m  3 0.  

axf ةتابع با ضابط: 6تست  (x) , xx a
 

 
2   م است؟ كداa مقادير ةباز.  اكيداً صعودي است13

1 (( , ) 1  2 (( , ) 2  3 ([ , ) 2  4 (( , ] 1  
  
  
  
  
  

x ة، تابع با ضابطkبه ازاي كدام مقدار : 7تست  xf (x)
x k x

   
 

2 4 1
1

  )سنجش(   صعودي است؟ بر 

1 (k  1  2 (k  2  3 (k  3  4 (k  4  
  
  
  
  
  

  نقاط بحراني 
a]ي   با دامنه  fتابع  : تعريـف  ,b]ي  نقطه.  مفروض استc [a ,b]ي تـابع  ي بحران  را نقطهf گـوييم، هرگـاه    مـي :f (c) 0  يـا f (c) 

  .موجود نباشد
  :شوند بنابراين بنا بر تعريف كتاب درسي نقاط بحراني تابع به دو دستة كلي زير تقسيم مي

  ها ناپيوستگي) 1  
راست و چپ در آن نقاط يكسان نيستند و يا نقاطي كه در آن نقاط تابع خط مماس  اي كه نيم نقاط پيوسته) 2  ناپذيري نقاط مشتق) الف

  .داراي خط مماس قائم است
  .باشد هاي مشتق كه در اين نقاط خط مماس بر منحني به صورت افقي مي صفركننده) ب
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  :بينيد رو انواع نقاط بحراني را مي در شكل روبه
اولاً نقاط به :  مشخص كنيم[a,k]ي  رو را در بازه خواهيم نقاط بحراني تابع روبه مي

 و  fثانياً نقاط   . اند  ي بحراني هستند، چون نقاط ابتدا و انتهاي بازه           نقطه k و   aطول  
h           نقـاط   . ي تـابع نيـستند       نقاط بحراني نيستند، چـون متعلـق بـه دامنـهc  ،e   و g 

 j و   dنقـاط   ). قي داريـم  خط مماس اف  (شان برابر صفر است       اند، چون مشتق    بحراني
 بحراني است، چون iي  نقطه). خط مماس قائم داريم(اند، چون مشتق ندارند  بحراني
پس .  بحراني است، چون ناپيوسته است     bي    نقطه. است) دار  زاويه(اي    ي گوشه   نقطه

  .k و a ،b ،c ،d ،e ،g، i ،jاند از   عبارت[a,k]ي  نقاط بحراني تابع در بازه
  

  
fوجود ندارد  (a)    

  
fوجود ندارد (a)   

  
f (a) 0  

  
f (a) 0  

  

  
fوجود ندارد (a)   

  
fوجود ندارد (a)   

  
fوجود ندارد (a)    

  
  :8مثال 

  y | sin x | ; x [ , ]    2   الف (2
  
  
  
  
  

  y | x | | x |   3   ب (2
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  y | x |    پ (2
  
  
  
  
  
  
  

  
x x

y
x x x

   
  

3

2
1

4 1
  ت (

  
  
  
  
  
  
  

  : نقاط بحراني از روي ضابطهتعيين
 بحراني و با كمك گرفتن از نمودار تابع نقاط بحراني تابع را مشخص كنيم، بايد به اين مطلب حالا كه توانستيم بر اساس درك هندسي از نقاط

پذير نخواهد بود، بنابراين نياز است كه با تحليل رياضي ضابطة تابع نيـز   نيز توجه داشته باشيم كه همواره رسم نمودار يك تابع براي ما امكان        
دسـت   را مشخص كنيم كه براي رسيدن به اين نقاط ابتدا نقاط ناپيوستگي متعلق به دامنة تابع را بـه    بتوانيم در حد امكان نقاط بحراني توابع        

  .كنيم هاي مشتق را مشخص مي ناپذيري و صفركننده آوريم و سپس با محاسبة تابع مشتق نقاط مشتق مي
دسـت   راتي كه در فصل پيوستگي و مشتق آموختيم، بـه ناپذيري توابع را به كمك مطالب و تذك       نقاط ناپيوستگي و يا مشتق    يم  توان   مي :تـذكر 
  .آوريم

fنقاط بحراني تابع : 9تست  (x) x x  5 25    كدام است؟1

1 ({ , }30 2  2 ({ , , }30 2 1  3 ({ , }3 32 2  4 ({ , } 30 2  

yجايي كه تابع       از آن  ـ» 1«گزينة  : پاسخ x x  5 25 اي فاقـد     باشد و توابع چندجملـه       مي اي پيوسته با دامنة        يك تابع چندجمله   1
  .رويم هاي تابع مشتق مي ناپذيري عضو دامنه هستند، فقط به دنبال صفركننده نقاط مشتق

  
x

y (x) x x
x

     


4
3
0

5 10 0
2

  

  

باشند كه اگر دامنة تابع توسط صورت سؤال محدود شده            هاي تابع مشتق مي     اي و توابع گويا نقاط بحراني لزوماً ريشه          توابع چندجمله  در

  .شوند نيز به علت ناپيوستگي به تعداد نقاط بحراني تابع اضافه مي) به شرط وجود در دامنه(باشد، ابتدا و انتهاي بازة تعريف 
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f ةي تابع با ضابطنقاط بحران: 10تست  (x) x (x ) 2   )سراسري تجربي(  نوع اين مثلث كدام است؟. اند  سه رأس يك مثلث22
  الساقين فقط متساوي) 2    الاضلاع متساوي) 1
  الساقين الزاويه و متساوي قائم) 4    الزاويه فقط قائم) 3
  :تر شود گيري راحت تا مشتقكنيم،  تر مي  تابع را كمي سادهةـ ابتدا ضابط» 4 «ةگزين: پاسخ

  f (x) (x(x )) (x x)   2 2 22 2  

  f ( x )(x x)    22 2 2 2 0  

  
x A( , )
x B( , ) AB BC
x C( , )

 
    
  

0 0 0
1 1 1
2 2 0

  

  .الساقين است الزاويه و متساوي بنابراين با توجه به شكل، مثلث قائم

xfتابع : 11تست  (x)
x


2 1

  )سراسري(   بحراني دارد؟ة چند نقط

  3) 4  2) 3  1) 2  رصف) 1
  
  
  
  
  
  
  
  

xyتابع : 12تست 
x


2 1

] در بازة  , ]2   مجموع طول نقاط بحراني تابع كدام است؟. شده است تعريف 4

  -2) 4  3) 3  2) 2  صفر) 1

]جا كه اين تابع گويا در بازة  ـ از آن» 2«گزينة : پاسخ , ]2 } تعريف نشده است 4 , }4  به عنوان نقاط ابتدايي و انتهايي بازه، ناپيوستگي 2

  .و بحراني است

]هاي تابع مشتق كه متعلق به بازة  حالا به دنبال صفركننده , ]2   :گرديم  است، مي4

  
x( )(x ) ( x)(x) xf (x)
x(x ) (x )

       
   

2 2
2 2 2 2

11 1 2 1 0
11 1

  

}تق هاي مش بنابراين صفركننده }1 و كلية نقاط بحراني تابع { , , } 1 4   .باشد  مي2باشند كه مجموع اين نقاط عدد   مي2

fتابع : 13تست  (x) x x x 2 3    بحراني دارد؟ة چند نقط3

  هيچ) 4  سه) 3  دو) 2  يك) 1
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fـ تابع را به صورت » 3 «ةگزين: پاسخ (x) x x 
7 1
3   :كنيم نويسيم و مشتقش را پيدا مي  مي3

  xf (x) x x x ( x )
x

       
4 2 2 223 3 3

3 2
7 1 1 7 17 13 3 3 3

  

xهاي صورت مشتق برابر       ريشه  7
x و   7   7

x مخرجش برابر    ة و ريش  7 0        پس تابع اند،   تابع ة است و هر سه نقطه متعلق به دامن

  . بحراني داردةسه نقط

f ةهاي نقاط بحراني تابع با ضابط  طولةمجموع: 14تست  (x) (x ) x 2   )سراسري تجربي(   كدام است؟328

1 ({ , }2 2  2 ({ , } 7 7  3 ({ , , }2 0 2  4 ({ , , }7 0 1  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

yبراي يافتن نقاط بحراني تابع  | f (x) |) fكافي است معادلات )  تابعي پيوستهf (x) 0 و f (x) 0را حل كنيد .  

f ةتعداد نقاط بحراني تابع با ضابط: 15تست  (x) | x x | 3ة روي باز [ , ]1   )سراسري رياضي(   كدام است؟2
1 (3  2 (4  3 (5  4 (6  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

yدر تابع  g(x) | f (x) |) fتابعي پيوسته :(  
f ةهاي معادل جواب) 1 (x) 0نقاط بحراني تابع هستند .  
yبا حذف قدرمطلق از تابع ) 2 g(x)f (x)اند كه مشتق صفر است يا موجود نيست بحراني) عضو دامنه(تق گرفته و نقاطي  مش.  
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f ةتابع با ضابط: 16تست  (x) x | x | 2 ] ة و دامن1 , ]2   )رياضي خارج از كشور(   بحراني دارد؟ة چند نقط2
1 (3  2 (4  3 (5  4 (6  

  
  
  
  
  
  
  
  

fمودار تابع نقاط بحراني بر روي ن: 17تست  (x) (x ) | x x |   21   مساحت اين مثلث كدام است؟.  سه رأس مثلثي هستند2

  )سراسري رياضي خارج از كشور(  

1 (4  2 (5/4  3 (6  4 (8  

  
  
  
  
  
  
  
  

yاگر نمودار تابع : 18تست  f (x) به صورت زير باشد، تابع y f (x)   قطة بحراني دارد؟ چه تعداد ن1

1 (2  
2 (3  
3 (4  
4 (5  

  
  
  
  
  
  
  



 

ir.samansalamian.www   salamianriazi@  
11 

f با ضابطة fتعداد نقاط بحراني تابع : 19تست  (x) | sin x | بر بازة ( , )  5
2    كدام است؟2

1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  

xهاي    ، نقاط به طول   ) صفر مشتق ناموجود يا برابر با    (با توجه به تعريف نقاط بحراني منحني يك تابع          : پاسخ { , , , , }   30 22  نقـاط   2

) در بازة fبحراني تابع  , )  5
2    .روند  به شمار مي2

  
  
  

f ةهاي نقاط بحراني تابع با ضابط مجموعه طول: 20تست  (x) | x | x  3   )سراسري رياضي(   كدام است؟22

1 ({ , , }40 25  2 ({ , , }20 23  3 ({ , }0 1  4 ({ , }2 23  

  
  
  
  
  
  
  
  

fاگر تابع : 21تست  (x) | x mx m |   2    كدام است؟m بحراني داشته باشد، تمام مقادير ة فقط يك نقط3
1 (m , m  2 6  2 (m  2 6  3 (m  2 6  4 (m  

  
  
  
  
  
  
  
  

  اي تعيين نقاط بحراني در توابع چندضابطه
 تعريفشان تعيـين كـرده سـپس        ةها مشتق گرفته و نقاط بحراني هر ضابطه را با توجه به دامن              اي ابتدا از هر يك از ضابطه        در توابع چندضابطه  

هاي راست  در نقاط مرزي ممكن است تابع ناپيوسته باشد و يا در صورت پيوستگي داراي مشتق. كنيم را در نقاط مرزي بررسي ميوجود مشتق 
  .شود  مرزي مشتق وجود ندارد و اين نقطه، بحراني محسوب ميةدر هر دو حالت در نقط. و چپ نابرابر باشد
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  .هاي زير را پيدا كنيد نقاط بحراني تابع: 22مثال 

x x xf (x)
x x

   
 

2 2 1
4 2 1

  پ (
   



x x x
f (x)

x x

2

2
2 0

0
x  ب ( x xf (x)

x x

   
 

22 1
2 1

  الف (

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  اكسترمم مطلق
  . دارد در اين بازه هم ماكزيمم مطلق و هم مينيمم مطلقf پيوسته باشد، در اين صورت [a,b] در بازة بستة fفرض كنيم تابع : قضيه

 [a,b]كند كه در بـازة        در توابعي اشاره مي   ) ماكزيمم مطلق يا مينيمم مطلق    (خُب بيان اين قضيه در كتاب درسي به وجود اكسترمم مطلق            
هتـر بـدانيم كـه چـرا     پيوسته باشد، اما بهتر است قبل از تحليل و بررسي صورت قضيه تعريفي از ماكزيمم و مينيمم مطلق داشته باشيم تـا ب            

  . شرط كافي وجود اكسترمم مطلق تابع است[a,b]پيوسته بودن تابع در بازة بستة 

  ماكزيمم مطلق
fcبا فرض    D   نقطة (c ,f (c))          يك نقطة ماكزيمم مطلق بـراي تـابع f    هـر  شـود، هرگـاه بـه ازاي       ناميـده مـيx از fD   داشـته باشـيم 

f (c) f (x) در اين حالت عدد ،f (c) را مقدار ماكزيمم مطلق f روي fDناميم  مي.  

  مينيمم مطلق
fcبا فرض    D   نقطة (c ,f (c)) يك نقطة مينيمم براي تابع fشود، هرگاه به ازاي هر   ناميده ميx از fD  داشته باشـيم f (c) f (x) ،

fدر اين حالت عدد  (c) را مقدار مينيمم مطلق f روي fDناميم  مي.  
  . استfDترين مقدار تابع در  مطلق بيشترين و مينيمم مطلق كمماكزيمم ): كوچه بازاري(يف تعر

ر اين بازه  پيوسته باشد، بايد بتوانيم بدون برداشتن دست از روي كاغذ از ابتدا تا انتهاي تابع را د[a,b]بنابراين هنگامي كه تابع در بازة بستة 
ترين مقدار تابع را مشخص نماييم، زيرا دسـت مـا تـا               رسم كنيم و به ناچار در حداقل يك نقطه بايد بيشترين و در حداقل يك نقطه بايد كم                 

  .تواند در رسم تابع پيش رود نهايت نمي بي
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  :وجود ماكزيمم و مينيمم مطلق است اما شرط لازم نيست، يعني شرط كافي [a,b]دقت كنيد كه پيوسته بودن تابع در بازة بستة 

  . ناپيوسته باشد[a,b]تواند تابع اكسترمم مطلق داشته باشد اما در بازة  مي) 1
  . پيوسته باشد اما فاقد اكسترمم مطلق باشد(a,b)تواند تابع در بازة  مي) 2
  . ناپيوسته باشد اما داراي اكسترمم مطلق باشد(a,b) تابع در بازة تواند مي) 3

  :هاي زير خوب دقت كنيد به شكل

  
  

  . ناپيوسته است اما ماكزيمم و مينيمم مطلق دارد(a,b)تابع در بازة 

  
  

  .ت اما ماكزيمم مطلق ندارد پيوسته اس(a,b)تابع در بازة 

  
  . ناپيوسته است اما ماكزيمم و مينيمم مطلق دارد[a,b]تابع در بازة 
تواند اكسترمم مطلق داشته  توان گفت پيوستگي شرط لازم وجود اكسترمم مطلق نيست و تابع چه پيوسته و چه ناپيوسته باشد مي بنابراين مي

  .كند  پيوسته باشد خيال ما را از وجود اكسترمم مطلق راحت مي[a,b] تابعي در بازة باشد، اما خوب اگر
  :خوب حالا به چند شكل زير دقت كنيد

  
x3 :طول مينيمم مطلق  

x [x ,x ] 1   )1(  هاي نقاط ماكزيمم مطلق طول: 2
y1 :ماكزيمم مطلق  
y3 :مينيمم مطلق  
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x , x , x1 2   )2(  طول مينيمم مطلق: 3

y y y 1 2   مينيمم مطلق: 3
  .تابع داراي ماكزيمم مطلق نيست

  
  
  

x2 :طول ماكزيمم مطلق  
x1 :3(  طول مينيمم مطلق(  
y1 :مينيمم مطلق  
y2 :ماكزيمم مطلق  

  
  
  

به عنـوان   . فرد نيستند   كنند منحصربه   شده نيز مشخص است، نقاطي كه ماكزيمم و مينيمم مطلق را توليد مي              هاي رسم   طور كه از شكل     همان
اما مقدار ماكزيمم و مينيمم مطلق در       . در سه نقطه مينيمم مطلق داريم     ) 2(شمار نقطه ماكزيمم مطلق و در شكل          در بي ) 1(ل  مثال، در شك  

  .فرد است صورت وجود منحصربه
طلـق تـابع را     هـاي م    توانيم در تعدادي از توابع با رسـم تـابع اكـسترمم             هاي مطلق ارائه داديم، مي      خُب با اين مقدمه و تعريفي كه از اكسترمم        

  .تشخيص دهيم
  

  :به عنوان مثال

     

x x xf (x)
x [x] x

    
 

2 4 0 4
0

  

yمينيمم مطلق تابع   4آيا تابع ماكزيمم مطلق دارد؟. است   
  

a] در fي   مطلق تابع پيوستهmin و maxي  محاسبه ,b]  
  :كنيم  به شرح زير عمل مي[a,b] در بازة بستة fتة براي يافتن اكسترمم مطلق تابع پيوس

  .يابيم  را ميfدست آورده و كلية نقاط بحراني   مشتق تابع را به-1
  .كنيم چنين در نقاط انتهايي بازه محاسبه مي  مقدار تابع را در هر يك از نقاط بحراني دروني بازه و هم-2
  . است[a,b]ها مينيمم مطلق تابع در بازة  ترين آن ، مقدار ماكزيمم مطلق تابع و كوچك2آمده در مرحلة  دست ترين عدد به  بزرگ-3



 

ir.samansalamian.www   salamianriazi@  
15 

yترين مقدار تابع  حاصل جمع بيشترين و كم: 23تست  x x  3 3 ] در بازة 3 , ]2    كدام است؟1
1 (5  2 (6  3 (7  4 (4  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

fي  مقادير مينيمم و ماكسيمم تابع با ضابطه: 24تست  (x) x x x  3 21 ]ي   در بازه153 , ]4   )95سراسري (   كدام است؟3

1 (18 2  24 و (45 3  27 و (36 4  27 و( 27 36 و  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

yهرگاه در تابع : 25تست  x x k  3 ] مقدار ماكسيمم مطلق تابع در 3 , ]0    كدام است؟k دو برابر مينيمم مطلق تابع باشد، مقدار 2
1 (2  2 (2  3 (6  4 (6  
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fمجموع مقادير مينيمم و ماكسيمم مطلق تابع : 26تست  (x) x x 2 1
]ي   در بازه2 , ]0    كدام است؟1

1 (3
16  2 ( 3

16  3 (5
16  4 ( 5

16  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

fتابع : 27تست  (x) x x  2 2   ؟نداردهاي زير مينيمم و ماكسيمم مطلق  يك از بازه  در كدام3
1 ([ , ]0 3  2 (( , ]0 3  3 ([ , )1 2  4 (( , ]1 2  
ي اول و آخر بازه را پيدا و  ها بررسي كنيم، يعني عرض نقاط بحراني و نقطه تك گزينه ـ يك راه اين است كه تابع را در تك» 4«ي  هگزين: پاسخ

]ي    گيرد بهتر است نمودار تابع را در بازه         اما چون اين كار وقت مي     . با هم مقايسه كنيم    , ]1 ه از اجتمـاع    اي ك ـ   تـرين بـازه      يعنـي طـولاني    3
) 1(ي  دقت كنيد كه لازم نيست گزينه. آيد رسم و سپس نمودار هر گزينه را با استفاده از اين نمودار اصلي بررسي كنيم            ها به دست مي     گزينه

  )چرا؟. (را بررسي كنيم
  

  
( , ]1 2  

  
[ , )1 2  

  
( , ]0 3  

  
[ , ]1 3  

  
  
  

y x x  2 2 3  

  
)ي    تابع در بازه  . حالا به نمودارها دقت كنيد     , ]0  و ماكـسيمم    4مينـيمم مطلقـش برابـر       .  هم مينيمم مطلق دارد و هم ماكسيمم مطلق        3

] ي  در بازه . مطلقش برابر صفر است    , )1 ي   دارد و هـم ماكـسيمم مطلـق برابـر صـفر دارد، ولـي در بـازه       4 نيز هم مينيمم مطلق برابر     2
( , ]1 xي    چـون نقطـه   (شـود     رگز برابر صـفر نمـي      دارد، ولي ماكسيمم مطلق ندارد، چون مقدار تابع ه         4 مينيمم مطلقي برابر     2  1 

  ).توخالي است
، بهتر است از رسـم نمـودار        هايي كه ابتدا يا انتهايشان باز است        بازه يا   توابع ناپيوسته ديديد كه براي پيداكردن مينيمم يا ماكسيمم مطلق در          

  .استفاده كنيم
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yلق تابع اختلاف ماكزيمم و مينيمم مط: 28تست  x x  22    كدام است؟1

1 (2
2  2 (1  3 (2  4 (2  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

yماكزيمم مقدار تابع : 29تست  x x 3 3 ] در بازة 23 , ]2    كدام است؟4

1 (33 2  2 (3 2  3 (34 2  4 (32 2  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

fي  مينيمم مطلق تابع با ضابطه: 30تست  (x) x x x  3 3   )سراسري رياضي(   كدام است؟ روي 23

1 (1  2 ( 1
1) 4  صفر) 3  3

3  
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  .افتند هاي مطلق تابع در ابتدا و انتهاي بازة تعريف اتفاق مي يكنواي پيوسته، اكسترمماكيداً در توابع 
  

yترين مقدار تابع  ضرب بيشترين و كم حاصل: 31تست  x x   2   م است؟ كدا5

1 (3  2 (2  3 (2 3  4 (5  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

yاگر برد تابع     f (x)        را بتوانيم محاسبه كنيم، محدودة تغييرات y        حـدودة تغييـرات بـراي        را خواهيم داشت و در صورت داشتن مy 
هاي محاسـبة بـرد       نامة فصل تابع و روش      براي چگونگي محاسبة برد از درس     . ترين مقدار تابع را در صورت وجود يافت         توان بيشترين و كم     مي

  .كمك بگيريد
  

a] در fاگر تابع : نكته مهم ,b] پيوسته باشد و مينيمم مطلق آن m و ماكزيمم مطلق آن M رد تابعباشد، ب f بازة [m ,M]خواهد بود .  

fبرد تابع با ضابطة : 32تست  (x) x x   2 3    كدام است؟2

1 ([ , ]10 4  2 ([ , ) 0  3 ([ , ]1 2  4 ([ , ]10 2  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

fخواهيم برد تابع  در حالت كلي وقتي مي. كنيم ها براي پيداكردن برد استفاده مي گاهي اوقات از تركيب تابع (g(x)) را در بازة [a ,b] 
fگاه برد تـابع        باشد، آن  [c,d] بازة   g(x)اگر برد   . آوريم  به دست مي  )  دروني يعني تابع ( را   g(x)پيدا كنيم، اول برد تابع       (x)     را در بـازة 

[c,d]  در حالتي كه    . كنيم   پيدا ميf (x)    وقتي برد   ) صعودي يا نزولي   ( پيوسته و يكنوا باشدg       را پيدا كرديم، كافي است f (c)   و f (d)  را 
fپيدا كنيم تا برد  (g(x))به دست آيد .  
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fاگر : 33تست  (x) x [ x] 2 g(x) و 2 x x  2   )99سراسري تجربي (  ؟، كدام استgof  باشند، برد تابع4
1 ([ , )0 2  2 ([ , )0 3  3 ([ , )0 4  4 ([ , )1 4  

  
  
  
  
  
  
  

fاگر : 34تست  (x) x [x]  و xg(x) x
   )99رياضي خارج، تجربي خارج (  ؟زه است كدام باgof، برد تابع 1

1 (( , ) 0  2([ , ) 0  3 (( , ) 1  4 ([ , ) 1  
  
  
  
  
  
  
  

  اكسترمم نسبي
fI مانند c از  ماكزيمم نسبي دارد، هرگاه يك همسايگي      cاي به طول       در نقطه  fگوييم تابع   : 1تعريـف    D    باشد كـه بـراي هـر x I 

fداشته باشيم  (c) f (x) . در اين حالتf (c) مقدار ماكزيمم نسبي تابع fشود  ناميده مي.  
fI مانند cسبي دارد، هرگاه يك همسايگي از  مينيمم ن cاي به طول       در نقطه  fگوييم تابع   : 2تعريـف    D     باشـد كـه بـراي هـر x I 

fداشته باشيم  (c) f (x) در اين حالت f (c) مقدار مينيمم نسبي تابع fشود  ناميده مي.  
به زبان ساده ماكزيمم و مينيمم نسبي . تعريف كه در كتاب درسي براي ماكزيمم و مينيمم نسبي ارائه شده استخوب حالا بريم سراغ اين دو 

  :كنيم را به صورت زير تعريف مي
xنقطه به طول    : 1تعريـف    a   را ماكزيمم نسبي تابع y f (x)ن نقطه از تمام مقـادير تـابع در يكـي از     گوييم، هرگاه مقدار تابع در اي
  .هاي آن بيشتر يا مساوي باشد همسايگي
xبه طول نقطه : 2تعريـف    a را مينيمم نسبي تابع y f (x)     گوييم، هرگاه مقدار تابع در اين نقطه از تمـام مقـادير تـابع در يكـي از 
  . يا مساوي باشدتر هاي آن كم همسايگي
  .گوييم هاي تابع مي به مجموعة نقاط ماكزيمم و مينيمم نسبي يك تابع، اكسترمم: تذكر
xاي به طول      شده اگر نقطه    بنا بر تعاريف ارائه   : تذكر c        بخواهد اكسترمم نسبي تابع باشد، بايد تابع در يـك همـسايگي آن تعريـف شـود  .

مانند ابتدا و انتهاي . توانند اكسترمم نسبي تابع باشند ها نتوان يك همسايگي متعلق به دامنة تابع مشخص كرد نمي كه براي آنبنابراين نقاطي 
  .بازة تعريف
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  .شده را با هم مرور كنيم به شكل زير خوب دقت كنيد تا مطالب و تعاريف مطرح

  
H) و تمام نقاط متعلق به بازة G و E و Bنقاط  ,I]مينيمم نسبي تابع هستند .  
H] و تمام نقاط متعلق به بازة F و C ،Aنقاط  ,I)ماكزيمم نسبي تابع هستند .  

H)نقاط مربوط به بازة      ,I)     م در تعريـف مينـيمم      اي خود عرض برابر دارند، هم در تعريف ماكزيمم نسبي و ه ـ              چون با تمام نقاط همسايگي
  .اند و هم مينيمم نسبي توان گفت هم ماكزيمم نسبي شوند و مي نسبي گنجانده مي

تواند يك اكـسترمم      اي اطراف آن متعلق به دامنة تابع مشخص كرد نمي           توان همسايگي    نقطة انتهايي بازة تعريف است و نمي       Jجايي كه     از آن 
  .باشدنسبي 
عرض است اما چون مقدار تابع در اين نقطه از مقادير همسايگي چپش بيشتر اسـت، ايـن    گي راست خود هم   با آن كه با نقاط همساي      Hنقطة  

  .نقطه، يك نقطة ماكزيمم نسبي است
تـر اسـت، ايـن     عرض است اما چون مقدار تابع در اين نقطه از مقادير همسايگي راستش كـم             با آن كه با نقاط همسايگي چپ خود هم         Iنقطة  

  . مينيمم نسبي استنقطه، يك نقطة
تر و از نقاط همسايگي راستش بيشتر اسـت نـه مـاكزيمم نـسبي و نـه        چون مقدار تابع در اين نقطه از نقاط همسايگي چپش كم           Dدر نقطة   

  .مينيمم نسبي است
Aتوانند اكسترمم نسبي تابع باشند، مانند  ناپذير و ناپيوسته نيز مي نقاط مشتق ,C,G ,H ,I.  

Bكند، به نقاط  يكنوايي تابع تغيير مي) توابع غيرثابت(ر اطراف نقاط اكسترمم نسبي پيوسته د ,C,E,F ,Gدر اطراف اين نقاط .  دقت كنيد
بع صـعودي و    توان گفت قبل از اين نقطه، تا         نيز مي  Hاي مانند     تابع از صعودي به نزولي يا بالعكس تغيير يكنوايي داشته است، حتي در نقطه             

  .)دقت كنيد توابع ثابت هم صعودي و هم نزولي هستند. (بعد از آن تابع نزولي است
  .باشد در سمت چپ نقاط ماكزيمم نسبي پيوسته، تابع صعودي و در سمت راست آن نزولي است و در نقاط مينيمم نسبي بالعكس مي

 كه قبل و بعد از آن تابع صعودي Aته تغيير كند، مانند نقطة ماكزيمم نسبي الزامي نيست يكنوايي تابع در اطراف نقاط اكسترمم نسبي ناپيوس
  .است
توان گفت در يك تابع پيوسته هركجا تابع از صعودي به نزولي تغيير كند آن نقطه يك ماكزيمم نسبي و هركجا از نزولي به صعودي تغيير          مي

  .داشته باشد يك نقطة مينيمم نسبي است
 و تمـام نقـاط عـضو بـازة          B و   E  ،Fپذير باشد، مشتق تابع در آن نقاط الزاماً صفر است، مانند نقاط                تابع مشتق  ،نسبيدر نقاط اكسترمم    اگر  

(H ,I).  
قي پذير بودن مشت ناپذير است و يا در صورت مشتق هر نقطة اكسترمم نسبي يك تابع، يك نقطة بحراني است، زيرا يا آن نقطه يك نقطة مشتق

  .)به نقاط اكسترمم نسبي در شكل خوب دقت كنيد. (برابر صفر دارد
حالا كه يك تحليل و بررسي جامع و كامل بر روي نقاط اكسترمم نسبي تابع داشتيم و درك هندسي درستي از اين نقاط پيدا كرديم، قدم اول 

دقت كنيد كه در توابع ناپيوسته . ها كمك بگيريم  نمودارهاي آنتوانيم از رو هستيم كه در تشخيص نقاط اكسترمم نسبي آن مي با توابعي روبه
  .هاي نسبي كمك گرفتن از نمودار تابع است بهترين راه براي تشخيص اكسترمم
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  . در هر كدام از توابع زير، نقاط اكسترمم نسبي تابع را مشخص كنيد:35مثال 
  y x [x] ) 1  

    
x مينيمم نسبي   

  .تابع فاقد ماكزيمم نسبي است
  y sin x) 2  

    
x k , k    2 2 ماكزيمم نسبي   

x k , k    2 2 مينيمم نسبي   

  

x x x

y x x x
| x | x

   
  
   

2

2
2 0 2

6 2
2 3 0

) 3  

  
  
  
  

fدر تابع با ضابطة : 36تست  (x) x | x |    )98تجربي (  ة دو نقطة ماكزيمم نسبي و مينيمم نسبي آن، كدام است؟، فاصل4

1 (5  2 (2 2  3 (3 2  4 (2 5  
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خـواهيم بـه سـراغ بررسـي ضـابطة توابـع و            سبي را تشخيص دهيم، مي    هاي ن   خوب حالا كه با كمك گرفتن از نمودار تابع توانستيم اكسترمم          
هاي   چنان در ضابطه    هاي پيوسته مدنظر است و هم       جا بررسي ضابطه    دقت كنيد در اين   . هاي نسبي آن از روي ضابطه برويم        تشخيص اكسترمم 

  .ناپيوسته توصيه به رسم است

  :آزمون مشتق اول
  .پذير باشد  مشتقc در يك همسايگي محذوف fچنين   پيوسته است و همc در fاشد كه  بf طول نقطة بحراني تابع cفرض كنيد 

fاگر علامت ) الف  در x cگاه   از مثبت به منفي تغيير كند، آنx c طول نقطة ماكزيمم تابع fاست .  
fاگر علامت ) ب  در x cگاه   از منفي به مثبت تغيير كند، آنx c طول نقطة مينيمم نسبي تابع fاست .  
fاگر  ) ج    در x c       تغيير علامت ندهد، به طوري كه f  در يك همسايگي محذوف c   گـاه    همواره مثبت يا همـواره منفـي باشـد، آنf در 

x cماكزيمم يا مينيمم نسبي ندارد .  
  

  :هاي يك تابع بايد مراحل زير را انجام دهيم براي يافتن اكسترمم
  ي مشتق تابع محاسبه) 1
  ي طول نقاط بحراني محاسبه) 2
  تعيين علامت مشتق در نقاط بحراني) 3
 داراي ماكسيمم نسبي است و      x0گاه تابع در       از مثبت به منفي باشد، آن      x0ي بحراني و تغيير علامت مشتق در           طول نقطه  x0اگر  ) 4

  . داراي مينيمم نسبي استx0گاه تابع در   از منفي به مثبت باشد، آنx0اگر تغيير علامت مشتق در 

xتابع : 37تست  xy  
3 5

3   يك از نقاط زير داراي ماكسيمم نسبي است؟  در كدام5

1 (1  2 (2) 4  1) 3  صفر  

y  : ـ طبق آزمون مشتق اول داريم» 3«ي  ينهگز: پاسخ x x x ( x ) x ,         2 4 2 20 1 0 0 1  
xمشتق در  0دهد، لذا  ي مضاعف دارد و تغيير علامت نمي  ريشهx 0باشد  اكسترمم نمي.  

  

x
y
y

min max


    

1 0 1
0 0 0

     

  .يك اكسترمم نسبي استهر ريشة غيرمضاعف مشتق اول : تذكر
  .هاي نسبي لزوماً ريشة غيرمضاعف مشتق اول هستند پذير اكسترمم  در توابع مشتق:تذكر

yهاي نسبي تابع  تعداد اكسترمم: 38تست  x x  5 35    كدام است؟2
1 (2  2 (3  3 (4  4 (1  
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y تابع با ضابطة aبه ازاي كدام مقدار : 39تست  x ax x   3 21 4    اكسترمم نسبي ندارد؟13

1 (a 0  2 (a  2 2  3 (a 0 3  4 (a  4 0  
  
  
  
  
  
  
  

xfدر تابع : 40تست  (x) x a



2 xهاي نقاط اكسترمم تابع رابطة   اگر بين طول1 x 
1 2

1 1    كدام است؟a برقرار باشد، مقدار 4

1 (1  2 (1-  3 (2  4 (2-  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

|تابع : 41تست  x |y
x


2 1

   چه تعداد اكسترمم نسبي دارد؟

  صفر) 4  3) 3  2) 2  1) 1
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yتابع : 42تست  x x 3 3    چه تعداد اكسترمم نسبي دارد؟23
1 (1  2 (2  3 (4  4 (3  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

yتابع : 43تست  f (x) تابعي پيوسته در اگر نمودار .  استf (x) به صورت زير باشد، تابع y f (x)چند اكسترمم نسبي دارد؟   
1 (3  
2 (4  
3 (5  
4 (6   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :گاه  باشد، آنfپذير  ي اكسترمم نسبي تابع مشتق  نقطه(a,b)اگر  
f: كند  صدق ميfمختصات اكسترمم در تابع ) 1 (a) b  
f: كند طول اكسترمم، مشتق تابع را صفر مي) 2 (a) 0  
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)Aنقاط : 44تست  , )0 )Bو  0 , )1 y نقاط اكسترمم نسبي تابع 1 ax bx cx d   3   است؟ كدام abحاصل . هستند 2
  )1401رياضي خارج (  

1 (3-  2 (6-  3 (3  4 (6  
  
  
  
  
  
  
  
  

fي    بطه نقاط بحراني تابع با ضا     5 و   3هاي    دو نقطه به طول   : 45تست   (x) x ax bx  3 مقدار مينيمم نـسبي ايـن تـابع،        .  هستند 2
  )89خارج (  كدام است؟

1 (84  2 (81  3 (57  4 (75  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

fبع با ضابطة فاصلة نقطة ماكزيمم نسبي تا: 46تست  (x) x x x     )99سراسري تجربي (  ؟، از نيمساز ناحية اول كدام است24

1 (1  2 (2  3 (2  4 (2 2  

x  »1«گزينة : پاسخ xf (x) x x x ( )
x x x x

            
 

2
2 2

4 2 21 0 1 4 2
2 4 4

  

xبا توجه به معادله بايد   2 x: باشد، يعني 0  2    
)حال معادلة  )رسانيم  مي2ابتدا به توان . كنيم  را حل مي:  

  x x x x x x x x                2 2 2 24 4 4 2 8 4 0 4 2 0 16 8 8  

  
−¼L¤ ®MI¤

HoÄp −¼L¤ ®MI¤oÃü

x

x (x )

    
    

4 2 2 2 22
4 2 2 2 2 22
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  f ( ) ( ) ( )            22 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2  

)Aماكزيمم نسبي    , )  2 2 2 2 2  
y را از نيمساز ناحية اول يعني Aاصلة نقطة حال ف xآوريم  به دست مي:  

  | ax by c | | |x y d
a b

          


0 0
2 2

2 2 2 2 2 20 1
1 1 2

  

xمقدار ماكزيمم نسبي تابع با ضابطة : 47تست  xf (x)
x
 


2
2
2 3

1
  )99سراسري تجربي خارج از كشور (  ، كدام است؟

1 ( 1 5  2 (1 5  3 ( 1 3  4 (1 3  
  »1«گزينة : پاسخ

  ( x )(x ) x(x x )f (x) ( x )(x ) x(x x )
(x )

             


2 2
2 2

2 2
2 2 1 2 2 3 0 2 2 1 2 2 3 0

1
  

  x 32 x x x   2 32 2 2 2 x x x x x x              2 2 24 6 0 2 8 2 0 4 1 0 20  

  x    4 2 5 2 52  

    

  ( )f ( )
( )

                 
     

2

2
2 5 4 2 5 3 9 4 5 2 5 1 10 6 5 5 3 5 5 2 52 5 1 5

9 4 5 1 10 4 5 5 2 5 5 2 52 5 1
  

  

fدر توابع كسري     (x)y g(x)   ي  باشد مختصات اكسترمم نسبي در ضـابطه  پذير مي هاي نسبي تابع از نوع نقاط مشتق         كه بدانيم اكسترمم

gبه شرط آن كه . (كند ي هوپيتال تابع صدق مي تابع و در ضابطه (a) 0(  

)ي  اگر نقطه: 48تست  , )1 xابع  اكسترمم نسبي ت2 ax by x
 



2 2
2 a باشد، حاصل 1 b    كدام است؟3

1 (2  2 (2  3 (4  4 (4  
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yخط : 49تست  x m هاي نسبي   اكسترممx xy x
 


2 4 6
2    كدام است؟mكند،  ل مي را به هم وص1

1 (2  2 (2  3 (1  4 (1  
  
  
  
  
  
  
  

 باشد و تابع را k، اگر عرض اكسترمم نسبي برابر )و مشتقشان حتماً برابر صفر است(پذيرند  در توابعي كه در نقاط اكسترمم نسبي مشتق
yبا خط  k 2ي  و در صورتي كه از درجه(ي مكرر  ي حاصل از تقاطع آن دو بايد ريشه معادله) هايشان را برابر قرار دهيم ضابطه( قطع دهيم 

  .داشته باشد) باشد، مضاعف

xاگر تابع : 50تست  axy x
 


2 1
   كدام است؟a داشته باشد، مقدار 3 اكسترممي برابر 1

  1 و 1  4 (7 و 7) 3  1 و 1  2 (7 و 7) 1
  
  
  
  
  
  
  
  

  بررسي نمودارها

xي  شكل مقابل نمودار تابع با ضابطه: 51تست  ax bf (x) x
 


34
   كدام است؟(a,b)دوتايي مرتب .  است1

1 (( , )0 4  
2 (( , )4 0  
3 (( , )2 1  
4 (( , )4 0  
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xي  شكل مقابل قسمتي از نمودار تابع با ضابطه: 52تست  af (x) x b



2
  اند؟  به كدام صورتb و aمقادير .  است

1 (a b  1  
2 (a b  1  
3 (b a  1  
4 (b a  1  

  
  
  
  
  
  
  

yنمودار : 53تست  x ax bx c   3   )1401سراسري (  ؟ي مينيمم نسبي تابع كدام است طول نقطه. استبه صورت زير  2

1 (1
2  

2 (2  

3 (3
2  

4 (3  
  
  
  

xشكل زير، نمودار تابع با ضابطة : 54تست  af (x)
x bx c


 

2
  )95رياضي خارج (  كدام است؟ a است، 2

1 (2  
2 (1  
3 (2  
4 (3   
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  سازي بهينه
وقتي از اين روش در مسائل كـاربردي اسـتفاده          .  مقادير مينيمم و ماكسيمم مطلق يك تابع را پيدا كنيم          در بخش قبل ياد گرفتيم كه چگونه      

سازي معمولاً با يك كميت مثـل طـول،       در مسائل بهينه  . سازي  شود بهينه   كنيم تا مينيمم يا ماكسيمم يك مقدار را پيدا كنيم، اسمش مي             مي
  .شود) يعني بهينه(رار است ماكسيمم يا مينيمم سروكار داريم كه ق... فاصله، سطح، حجم و 
  :كنيم سازي اين كارها را مي براي حل مسائل بهينه

  .شود) ماكسيمم يا مينيمم(ي كميتي باشد كه قرار است بهينه  دهنده كنيم كه نشان پيدا مي) ي يك تابع يعني ضابطه(اول يك رابطه ) 1
گاهي اوقات در اين قسمت . كنيم متغيري تبديل مي ي يك شده را به يك ضابطه ي نوشته ي ضابطههاي سؤال، اطلاعات قبل با استفاده از داده) 2

  .هاي هندسي هم استفاده كنيم لازم است از روابط جبري و مثلثاتي يا شكل
  ).كنيم مييعني نقاط بحراني تابع را پيدا (دهيم  گيريم و برابر صفر قرار مي ايم، مشتق مي ي تابعي كه نوشته از ضابطه) 3
  .آوريم با استفاده از نقاط بحراني مقدار ماكسيمم يا مينيمم را به دست مي) 4
تـوانيم   ها مي  ي تابع را هم مشخص كنيم، ولي در اكثر وقت           دامنه) ي اول   يعني مرحله (اي تابع     گاهي اوقات لازم است بعد از نوشتن ضابطه       ) 5

  .هاي مشتق انجام دهيم اين كار را با بررسي ريشه
  :حالا بياييد با هم چند مثال حل كنيم

هـاي    كردن كناره    ببريم و با خم    xهايي به ضلع       مربع aشكل به ضلع      ي مربع   هاي يك صفحه    رو، از كناره    خواهيم طبق شكل روبه     مي: 55تست  
  ر است؟قد توانيم بسازيم، چه اي كه مي ماكسيمم حجم جعبه. مستطيل بسازيم ي درباز به شكل مكعب صفحه يك جعبه

1 (a3

2    2 (a3

4  

3 (a32
27    4 (a34

27  

  
aشـود     مـستطيل مـي     بريم، ابعـاد مكعـب       مي xهايي به ضلع      هاي صفحه مربع    رو وقتي از كناره     ـ طبق شكل روبه   » 3«ي    گزينه: پاسخ x 2 ،

a x   :پس حجم مكعب مستطيل برابر است با. x و 2

    
  x(a x)  Vطول× عرض × ارتفاع 22   

V  :دهيم گيريم و برابر صفر قرار مي  مشتق ميVاز  (a x) (a x)x (a x)(a x x)        22 4 2 2 2 4  

  
ax

V
ax

 
   

 


20

6

  

axمقدار   ax قابل قبول نيست، چون اگر 2  axپس . ماند  باشد ديگر چيزي از صفحه باقي نمي2   قابل قبول است و حجم ماكسيمم 6

a  :جعبه برابر است با a a a amax(V) (a )    
2 32 4 2

6 3 6 9 27  
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Sاگر . ي آن است  سطح قاعدهsبي يك استوانه و  سطح جانS: 56تست  s  قدر باشد تا حجم آن  ي استوانه چه  فرض شود، شعاع قاعده12
  ماكسيمم گردد؟

1 (

2  2 (


3  3 (


2  4 (


3  

S مساحت جانبي برابر h و ارتفاع rدانيم در يك استوانه به شعاع  ـ مي» 3«ي  گزينه: پاسخ rh 2 و مساحت قاعده برابر r پس .  است2

rhداريم   r   22 V ي حجم استوانه بايد ماكسيمم شود، بنابراين بايد ضابطه. 12 r h  ي  ي بالا به يك ضابطه  با استفاده از رابطه2
  :يك متغيري تبديل شود

  rrh r h r
      


22 122 12 2  

  r rV r h V r ( ) ( r )r
        


22 2 212 122 2  

  :گيريم متغيري تبديل شد، از آن مشتق مي ي يك ي حجم به يك رابطه حالا كه رابطه

  V ( r r ) r r r             
 

3 2 21 4 20 12 0 12 3 02  

3ها  هايي كه طول مولد آن بيشترين حجم از بين مخروط: 57 تست   )1401سراسري (  متر است، كدام است؟  سانتي3

1 (12  2 (15  3 (18  4 (27  
ي  حجـم مخـروط از رابطـه    . دهـد    را نـشان مـي      و مولـد     h و ارتفـاع     rهاي    رو يك مخروط به شعاع قاعده       ـ شكل روبه  » 3«ي   گزينه: پاسخ

V r h  21
الزاويـه    ائمي فيثـاغورس را در مثلـث ق ـ         ي يك متغيري تبديل كنيم، رابطـه         را به يك ضابطه    Vبراي آن كه    . آيد   به دست مي   3

  :نويسيم مي

    
  

  r h r h r h       2 2 2 2 2 2 227 27  

  V r h ( h )h ( h h )      2 2 31 1 27 273 3 3  

  

max

h
V h h h V

V
           2 2

3
0 27 3 0 9 3 0

 
  

  max(V) ( ( ) )   327 3 3 183  
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  قضاياي مينيمم و ماكسيمم
ايـن  . كنـيم  اياي ديگري هم اسـتفاده مـي  گاهي اوقات از قض) يا در هر جاي ديگر(سازي  براي پيدا كردن مينيمم و ماكسيمم در مسائل بهينه 

  .تر به جواب برسيم ها بتوانيم سريع شود در بعضي از سؤال استفاده از اين قضايا باعث مي. شوند قضايا معمولاً با استفاده از مشتق ثابت مي
  . دو با هم برابر باشندآيد كه هر ضرب آن دو وقتي به دست مي اگر مجموع دو عامل مثبت مقدار ثابتي باشد، ماكسيمم حاصل) 1
  .آيد كه هر دو با هم برابر باشند ضرب دو عامل مثبت مقدار ثابتي باشد، مينيمم مجموع آن دو وقتي به دست مي اگر حاصل) 2

m اعداد حقيقي مثبت باشند كه جمعشان ثابت است، حاصل y و xاگر ) 3 nx yشود كه  زماني ماكسيمم مي :yx
m n  

  قدر است؟ ماكسيمم مساحت جانبي استوانه چه.  است10مجموع شعاع قاعده و ارتفاع يك استوانه برابر : 58تست 

1 (10  2 (20  3 (25  4 (50  
r: حل تشريحي ـ راه» 4«ي  گزينه: پاسخ h  hگذاريم   ميhمتغيره كردن به جاي  براي تك.  است10 r ( )  10و داريم :  

  rh r( r) ( r r )        22 2 10 2   Sجانبي10
S  :ق پيدا شودگذاريم تا مقادير اكسترمم مطل از تابع مشتق گرفته و مساوي صفر مي ( r) r      2 10 2 0 5  

  

max

r
S max(S) ( ( ) ( ) )
S
       2

5
0 2 10 5 5 50

 
  

r) يعني ضرب ماكسيمم شود و وقتي جمع ثابت است rh بايد rh2شدنِ  براي ماكسيمم: راه تستي h ) 10ضرب )1(ي   طبق نكته ،
rشود كه  سيمم ميوقتي ماك hباشد، يعني :  r h max(S) ( )( )      5 2 5 5 50  

  

  :كرديم خواست به صورت زير عمل مي اگر در اين سؤال بيشترين حجم استوانه را مي

V  :راه تشريحي r h r ( r) ( r r ) V ( r r ) r , r                2 2 2 3 2 2010 10 20 3 0 0 3  

  

max

r

V
V
  

20
3
0

 
  

  
r

max(V) r ( r) ( )( )


       
20

2 3 400 20 400010 109 3 27  

Vشدن حجم كه  براي ماكسيمم: راه تستي r h  r است لازم است تا 2 h2 ماكسيمم شود از طرفي چون r h 10 مقدار ثابتي است 

r  :داريم) 3(ي  طبق نكته h r h h h , r       10 202 3 102 1 3 3  

  V r h ( )( )      2 400 10 4000
9 3 27  
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تـوان محـصور نمـود، چنـد      ي يك رودخانـه مـي    متر در حاشيه48ي يك طناب به طول    بيشترين مساحت مستطيلي كه به وسيله     : 59تست  
  .)به ضلع چهارم مستطيل دسترسي نيست(مترمربع است؟ 

1 (244  2 (288  3 (296  4 (316  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)Aترين فاصلة نقطة  كوتاه: 60تست  , )5 yاز نقاط منحني به معادلة  0 x 2   )99سراسري تجربي خارج از كشور (  ؟، كدام است7

1 (4  2 (5/4  3 (5  4 (3 2  

B(xـ نقطة » 1«گزينة : پاسخ , x )2 )Aفاصلة نقطة . گيريم  را روي منحني در نظر مي7 , )5   :كنيم  محاسبه ميB را از نقطة 0

  AB (x ) ( x ) x x x x x            2 2 2 25 2 7 0 10 25 2 7 9 32  
  :گيريم  مشتق ميABترين فاصله، از  براي به دست آوردن كم

  x x(AB)
x x x x

   
   2 2

2 8 4
2 8 32 8 32

  

  (AB) x B( , )    0 4 4 15  
  :در نتيجه داريم. B و A از منحني، برابر است با فاصلة دو نقطة Aترين فاصلة نقطة  كم

  A( , ) , B( , ) AB ( ) ( )     2 25 0 4 15 5 4 0 15 4  
 واحد، دو ضلع قائم با كدام نسبت انتخاب شود تا حجم حاصل از دوران اين مثلث حول 10الزاويه با اندازة وتر  هاي قائم از بين مثلث: 61تست 

  )99سراسري تجربي (  ؟ضلع قائم، بيشترين باشد

1 (2
1  2 (3

1  3 (3
2  4 (2

1  

  : داريمy و xالزاويه به طول اضلاع قائم  ـ در مثلث قائم» 3«گزينة : پاسخ

  x y x y ( )     2 2 2 2100 100     

  :شود، بنابراين داريم از دوران مثلث حول ضلع قائمة آن، مخروط تشكيل مي

  ( )V x y V ( y )y ( y y )        2 2 31 1 100 1003 3 3  
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  :گيريم  مشتق ميVحال براي به دست آوردن طول اضلاع قائم، از 

  V ( y ) ( y ) y y           2 2 2 2 100100 3 100 3 0 100 3 03 3 3  

  x xx y x yy
            

22 2 2
2

200
100 300 100 200 3100 100 2 23 3 3 100

3
  

5 دو ضلع قائم از مثلثي به طول وتر y و xاگر : 62تست  x باشند، بيشترين مقدار 2 y3   )90سراسري رياضي (   كدام است؟4

1 (25 2  2 (36  3 (28 2  4 (40  

5الزاويه با وتر       دو ضلع قائم مثلث قائم     y و   xـ  » 1«ي    گزينه: پاسخ x هستند، پس    2 y 2 2 xخـواهيم      و مي  50 y3  ماكـسيمم   4
Aي  ضابطه. شود x y 3   :كنيم ي يك متغيري تبديل مي  را به يك ضابطه4

  x y y x y x A x x           2 2 2 2 2 250 50 50 3 4 50  

  xA x x ( x ) x x x
x

             


2 2 2 2 2
2

4 160 3 0 3 50 4 9 50 16 50 950
  

  x x x max(A) ( ) ( ) ( )            2 225 50 18 3 2 3 3 2 4 50 18 3 3 2 4 4 2 25 29  

  
 متري هم قرار دارنـد، دو پلـه تـا بـالاي ديوارهـا          6ي     متري كه به فاصله    4 و   2ي بين دو ديوار       خواهيم از نقطه    رو مي   در شكل روبه  : 63تست  
  ها برابر كدام است؟ ترين مجموع طول پله كوتاه. بسازيم

1 (8    2 (8 2  

3 (6 2    4 (12  
  
  
  
  
  
  
  



 

ir.samansalamian.www   salamianriazi@  
34 

kmاگر سرعت حركت قايق .  كيلومتر است4ترين فاصلة آن از ساحل  ك قرار دارد كه نزديPدر شكل مقابل قايقي در نقطة : 64تست  / h3 
kmروي در ساحل      و سرعت پياده   / h5           ترين زمان ممكن بـه نقطـة           باشد، براي اين كه فردي كه درون قايق است در كمB      10 بـه فاصـلة 

  )كتاب درسي(   پياده شود؟A از نقطة (x)اي با چه فاصله  قطه برسد، بايد در نAكيلومتري از نقطة 
1 (2  
2 (3  
3 (4  
4 (5  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

اگـر  .  بـرود  B به نقطة    Aخواهد از نقطة      او مي . هاي يك صفحة روغني لغزنده ايستاده است        اي در يكي از رأس      در شكل زير مورچه   : 65تست  
cmسرعت حركت مورچه روي صفحة لغزنده  / s4 و روي سطح كنار صفحه cm / s5تواند به نقطة  ترين زماني كه مورچه مي  باشد، كمB 

  )كتاب درسي(  برسد، كدام است؟
   ثانيه2) 1
   ثانيه05/2) 2
   ثانيه2/2) 3
   ثانيه15/2) 4
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اي مختــصات و رأس چهــارم آن بــر روي منحنــي بــه معادلــة بيــشترين مــساحت مــستطيلي كــه دو ضــلع آن بــر روي محورهــ: 66تــست 

y x 1298تجربي (  ؟شود، كدام است اول واقع ، در ناحية(  

1 (8 2  2 (8 3  3 (16  4 (18  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

دايـره باشـد، كـدام      واحد و دو رأس ديگر آن روي اين نيم    6دايره به شعاع      نيمبيشترين مساحت مستطيلي كه يك ضلع آن بر قطر          : 67تست  
  )98تجربي خارج (  ؟است

1 (18  2 (24  3 (27  4 (36  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  .توفيق و رستگاري را از خدا بخواهيد  
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