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  مشتقكاربرد 
  توابع صعودي و نزولي

  بررسي جهت تغييرات تابع
fتابع ) 1 (x) صعودي است، اگر به ازاي x x1 f داشته باشيم 2 (x ) f (x )1 2.  
fتابع ) 2 (x) نزولي است، اگر به ازاي x x1 f داشته باشيم 2 (x ) f (x )1 2.  
fتابع ) 3 (x) صعودي اكيد است، اگر به ازاي x x1 f داشته باشيم 2 (x ) f (x )1 2.  
fتابع ) 4 (x) نزولي اكيد است، اگر به ازاي x x1 f داشته باشيم 2 (x ) f (x )1 2.  

 كم y، مقدار x هم زياد شود و وقتي نزولي اكيد است كه با زيادشدن y، مقدار xتر تابع وقتي صعودي اكيد است كه با زيادشدن  به بيان ساده
  .شود

شود، ولي در تابع صعودي ممكن است مقدار   زياد ميy، مقدار xشدن مقدار فرق تابع صعودي و صعودي اكيد در اين است كه در هر دو با زياد
y به ازاي دو مقدار xگوييم يكنوا و اگر تابع نه صعودي باشد و نه نزولي، غيريكنوا يا  به تابعي كه صعودي يا نزولي باشد، مي.  با هم برابر باشند

  :دهاي زير نگاه كني براي توضيح بهتر به شكل. نايكنوا است
  

  
  صعودي اكيد

  
  صعودي

  
  صعودي اكيد

  
  غيريكنوا

  
  صعودي اكيد

  
  صعودي

  
  

شود، ولي در تابع نزولي ممكن است دو   همواره كم ميyو به همين ترتيب فرق تابع نزولي و نزولي اكيد در اين است كه در حالت اكيد مقدار 
  :هاي زير نگاه كنيد كلبه ش. هاي يكسان داشته باشندyهاي مختلف، xيا چند نقطه با 
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  نزولي اكيد

  
  نزولي

  
  نزولي اكيد

  
  غيريكنوا

  
  نزولي اكيد

  
  نزولي

  
fپذير باشد و مقدار   مشتقI هاگر تابعي در باز) 1 گاه،   مثبت باشد، آنfدر آن بازه اكيداً صعودي است .  

  .خط مماس در تمام نقاط آن بازهء مثبت استبه تابع اكيداً صعودي زير دقت كنيد كه شيب 

  
fپذير باشد و مقدار   مشتقIاگر تابعي در بازة ) 2 گاه،   منفي باشد، آنfدر آن بازه اكيداً نزولي است .  

  .به تابع اكيداً نزولي زير دقت كنيد كه شيب خط مماس در تمام نقاط آن بازه منفي است

  
y با كمك تعيين علامت تابع مشتق تابع بنابراين f (x)توانيم وضعيت يكنوايي تابع   ميfهاي مختلف مشخص كنيم  را در بازه.  

fپذير باشد و مقدار   مشتقIاگر تابعي در بازة ) 3 گاه در آن بازه تابعي ثابت خواهيم داشت  برابر صفر باشد، آن.  
  .پذير شيب خط مماس صفر است دقت كنيد كه در تمام نقاط يك تابع ثابت مشتق

fپذير باشد و مقدار      مشتق Iاگر تابعي در بازة     ) 4  چنان تابع يك تابع  ها تشكيل يك بازه ندهند هم تر مساوي صفر باشد اما صفركننده ، بزرگ
  .گذارد ن صفرشدن مشتق لزوماً قيد اكيد را از تابع يكنوا كنار نميبنابراي. اكيداً صعودي خواهد بود
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اي به اكيداً     جز دو نقطه مثبت و در آن دو نقطه صفر است اما اين موضوع ضربه                مشتق اين تابع در تمام نقاط به      . به تابع فوق خوب دقت كنيد     
  .زند بودن تابع نمي صعودي

fو مقدار   پذير باشد      مشتق Iاگر تابعي در بازة     ) 5  چنان تـابع، يـك       ها تشكيل يك بازه ندهند هم       تر مساوي صفر باشد اما صفركننده        كوچك
  .تابع اكيداً نزولي خواهد بود

هـر  (ق تابع   چه در همسايگي راست و چپ آن مشت         ناپذيري داشته باشد چنان      پيوسته باشد اما در اين بازه نقطة مشتق        Iاگر تابعي در بازة     ) 6
  .زند اي نمي ناپذير به يكنوايي تابع در آن بازه ضربه منفي باشد اين نقطة مشتق) هر دو(مثبت يا ) دو

  
 كـه تـابع در آن نقطـه    Aبنابراين خود نقطة . پذير و مشتقي مثبت دارد    مشتق Aجز نقطة      به تعريفشبه عنوان مثال تابع فوق در تمام حوزة         

xچون در همسايگي راست و چپ نقطة . (زند به اكيداً صعودي بودن تابع نمياي  ناپذير است ضربه مشتق Aتابع مشتق مثبت است (.  
  . ناپيوسته هستند، پيشنهاد ما رسم تابع و تحليل يكنوايي تابع بر اساس نمودار آن استIدر توابعي كه در بازة ) 7
  .امكان آن كه تابع در آن بازه يكنوا باشد نيست) مجانب قائم(مخرج ماندگار داشته باشد ، ريشة Iاگر تابع گويايي در بازة ) 8

            
سـازي را تحليـل    ، تابع پـس از سـاده  )حفره(سازي با صورت از بين برود  ي داشته باشد كه در ساده     ، ريشة مخرج  Iاگر تابع گويايي در بازة      ) 9

  .نوايي تابع نداردكنيم و وجود آن نقطه تأثيري بر يك مي

xبه عنوان مثال براي تحليل تابع        xy x
 


2 3 2
x)توان يكنوايي تابع       مي 2 )(x )y xx

   


1 2  را بررسي كرد و گفت چون تابع        12

y x 1 يك تابع اكيداً صعودي است تابع x xy x
 


2 3 2
  .است نيز اكيداً صعودي 2

axتابع هموگرافيك ) 10 by cx d



باشد اما به علت وجود مجانب قائم تابعي نه صعودي نه نزولي است، مگر  هاي اكيداً يكنوا مي  داراي شاخه

ايي تابع در آن بازه را اي تحليل شود كه مجانب قائم داخل آن بازه نباشد كه در آن صورت علامت مشتق تابع در آن بازه يكنو      اين تابع در بازه   
  .) شود يا مجانب قائم در توابع كسري يعني ريشة مخرجي كه حد تابع اطراف آن . (نشان خواهد داد

fتابع : 1تست  (x) x x  5    روي كدام بازه صعودي است؟5
1 ([ , ]0 1  2 ([ , ]0 2  3 ([ , ) 1  4 (( , ] 1  

fـ مشتق تابع » 1 «ةگزين: پاسخ (x) x   45 xهاي مشتق برابر   و ريشه5 1 و x  1مت مشتق را رسم جدول تعيين علا.  هستند
  :كنيم مي

  
x
f
f

  
   

1 1
0 0

  
  

] ةبينيم، مشتق تابع در باز طور كه در جدول مي همان , ]1 ها  از بين گزينه. تر يا مساوي صفر است، پس تابع در اين بازه صعودي است  بزرگ1
] ةفقط باز , ]0 ] ةازه است، پس تابع در باز اين بة زيرمجموع1 , ]0   . هم صعودي است1
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yاگر تابع : 2تست  x ax  2 ] ة در باز4 , ) 2مقادير ة صعودي باشد، مجموع aكدام است؟   
1 (a  4  2 (a  4  3 (a  4  4 (a  

yـ مشتق تابع » 2 «ةگزين: پاسخ x a  2مشتق برابر ة و ريش ax     : است پس جدول تعيين علامت مشتق به صورت زير است2

  

ax

y
y

  

  
2

0
 

  

]a ةبينيم كه تابع در باز      مي , )  2    ة صعودي است، پس براي آن كه تابع در باز [ , ) 2 صعودي باشد، بايد [ , ) 2اي   زيرمجموعه

]a ةاز باز , )  2 باشد؛ يعني a  a و در نتيجه 22  4.  

y، تابع mبه ازاي چه مقادير از : 3تست  x mx x   3 22 3 24    اكيداً يكنوا است؟9

1 (m  4 2 4 2  2 (m  8 8  3 (m 0 8  4 (m  4 4  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

x با ضابطة fتابع : 4تست  xf (x)
x x


 

2

2
2 3

3
a) در بازة  , ) حداقل مقدار .  صعودي اكيد استaكدام است؟   

1 ( 3
5  2 (3

5  3 (3  4 (3  
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yاگر تابع : 5تست  mx mx x   3 2    كدام است؟m نزولي اكيد باشد، حدود x به ازاي 1
1 (m  3  2 (m  3  3 (m  3 يا m 0  4 (m  3 0  
  :تر يا مساوي صفر باشد، پس بايد داشته باشيم نزولي اكيد باشد، بايد مشتقش همواره كوچكاي  لهچندجمـ براي آن كه تابع » 4 «ةگزين: پاسخ

  y mx mx    23 2 1 0  

axاره ودانيم اگر بخواهيم عبارت درجه دوم هم مي bx c  2 a)  باشد، بايد الف0 0و ب  ( 0باشد، پس :  

  
m m ( )

m m m(m ) m ( )

  

           

2
3 0 0 1

0 4 12 0 4 3 0 3 0 2
  

mشود  مي) 2(و ) 1(اشتراك   3 0.  
mاند كه  حالا اگر خوب به تابع نگاه كنيد، تمام توضيحات بالا به شرطي صادق 0 درجه سوم سروكار داشته  عولي وقتي كه با يك تاب باشد؛

m اگر باشيم 0 باشد، تابع به صورت y x  1پس تمام حدود . تآيد كه باز هم نزولي اكيد اس  درميm برابر است با m  3 0.  

axf ةتابع با ضابط: 6تست  (x) , xx a
 

 
2   م است؟ كداa مقادير ةباز.  اكيداً صعودي است13

1 (( , ) 1  2 (( , ) 2  3 ([ , ) 2  4 (( , ] 1  
  
  
  
  
  

x ة، تابع با ضابطkبه ازاي كدام مقدار : 7تست  xf (x)
x k x

   
 

2 4 1
1

  )سنجش(   صعودي است؟ بر 

1 (k  1  2 (k  2  3 (k  3  4 (k  4  
  
  
  
  
  

  نقاط بحراني 
a]ي   با دامنه  fتابع  : تعريـف  ,b]ي  نقطه.  مفروض استc [a ,b]ي تـابع  ي بحران  را نقطهf گـوييم، هرگـاه    مـي :f (c) 0  يـا f (c) 

  .موجود نباشد
  :شوند بنابراين بنا بر تعريف كتاب درسي نقاط بحراني تابع به دو دستة كلي زير تقسيم مي

  ها ناپيوستگي) 1  
راست و چپ در آن نقاط يكسان نيستند و يا نقاطي كه در آن نقاط تابع خط مماس  اي كه نيم نقاط پيوسته) 2  ناپذيري نقاط مشتق) الف

  .داراي خط مماس قائم است
  .باشد هاي مشتق كه در اين نقاط خط مماس بر منحني به صورت افقي مي صفركننده) ب
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  :بينيد رو انواع نقاط بحراني را مي در شكل روبه
اولاً نقاط به :  مشخص كنيم[a,k]ي  رو را در بازه خواهيم نقاط بحراني تابع روبه مي

 و  fثانياً نقاط   . اند  ي بحراني هستند، چون نقاط ابتدا و انتهاي بازه           نقطه k و   aطول  
h           نقـاط   . ي تـابع نيـستند       نقاط بحراني نيستند، چـون متعلـق بـه دامنـهc  ،e   و g 

 j و   dنقـاط   ). قي داريـم  خط مماس اف  (شان برابر صفر است       اند، چون مشتق    بحراني
 بحراني است، چون iي  نقطه). خط مماس قائم داريم(اند، چون مشتق ندارند  بحراني
پس .  بحراني است، چون ناپيوسته است     bي    نقطه. است) دار  زاويه(اي    ي گوشه   نقطه

  .k و a ،b ،c ،d ،e ،g، i ،jاند از   عبارت[a,k]ي  نقاط بحراني تابع در بازه
  

  
fوجود ندارد  (a)    

  
fوجود ندارد (a)   

  
f (a) 0  

  
f (a) 0  

  

  
fوجود ندارد (a)   

  
fوجود ندارد (a)   

  
fوجود ندارد (a)    

  
  :8مثال 

  y | sin x | ; x [ , ]    2   الف (2
  
  
  
  
  

  y | x | | x |   3   ب (2
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  y | x |    پ (2
  
  
  
  
  
  
  

  
x x

y
x x x

   
  

3

2
1

4 1
  ت (

  
  
  
  
  
  
  

  : نقاط بحراني از روي ضابطهتعيين
 بحراني و با كمك گرفتن از نمودار تابع نقاط بحراني تابع را مشخص كنيم، بايد به اين مطلب حالا كه توانستيم بر اساس درك هندسي از نقاط

پذير نخواهد بود، بنابراين نياز است كه با تحليل رياضي ضابطة تابع نيـز   نيز توجه داشته باشيم كه همواره رسم نمودار يك تابع براي ما امكان        
دسـت   را مشخص كنيم كه براي رسيدن به اين نقاط ابتدا نقاط ناپيوستگي متعلق به دامنة تابع را بـه    بتوانيم در حد امكان نقاط بحراني توابع        

  .كنيم هاي مشتق را مشخص مي ناپذيري و صفركننده آوريم و سپس با محاسبة تابع مشتق نقاط مشتق مي
دسـت   راتي كه در فصل پيوستگي و مشتق آموختيم، بـه ناپذيري توابع را به كمك مطالب و تذك       نقاط ناپيوستگي و يا مشتق    يم  توان   مي :تـذكر 
  .آوريم

fنقاط بحراني تابع : 9تست  (x) x x  5 25    كدام است؟1

1 ({ , }30 2  2 ({ , , }30 2 1  3 ({ , }3 32 2  4 ({ , } 30 2  

yجايي كه تابع       از آن  ـ» 1«گزينة  : پاسخ x x  5 25 اي فاقـد     باشد و توابع چندجملـه       مي اي پيوسته با دامنة        يك تابع چندجمله   1
  .رويم هاي تابع مشتق مي ناپذيري عضو دامنه هستند، فقط به دنبال صفركننده نقاط مشتق

  
x

y (x) x x
x

     


4
3
0

5 10 0
2

  

  

باشند كه اگر دامنة تابع توسط صورت سؤال محدود شده            هاي تابع مشتق مي     اي و توابع گويا نقاط بحراني لزوماً ريشه          توابع چندجمله  در

  .شوند نيز به علت ناپيوستگي به تعداد نقاط بحراني تابع اضافه مي) به شرط وجود در دامنه(باشد، ابتدا و انتهاي بازة تعريف 
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f ةي تابع با ضابطنقاط بحران: 10تست  (x) x (x ) 2   )سراسري تجربي(  نوع اين مثلث كدام است؟. اند  سه رأس يك مثلث22
  الساقين فقط متساوي) 2    الاضلاع متساوي) 1
  الساقين الزاويه و متساوي قائم) 4    الزاويه فقط قائم) 3
  :تر شود گيري راحت تا مشتقكنيم،  تر مي  تابع را كمي سادهةـ ابتدا ضابط» 4 «ةگزين: پاسخ

  f (x) (x(x )) (x x)   2 2 22 2  

  f ( x )(x x)    22 2 2 2 0  

  
x A( , )
x B( , ) AB BC
x C( , )

 
    
  

0 0 0
1 1 1
2 2 0

  

  .الساقين است الزاويه و متساوي بنابراين با توجه به شكل، مثلث قائم

xfتابع : 11تست  (x)
x


2 1

  )سراسري(   بحراني دارد؟ة چند نقط

  3) 4  2) 3  1) 2  رصف) 1
  
  
  
  
  
  
  
  

xyتابع : 12تست 
x


2 1

] در بازة  , ]2   مجموع طول نقاط بحراني تابع كدام است؟. شده است تعريف 4

  -2) 4  3) 3  2) 2  صفر) 1

]جا كه اين تابع گويا در بازة  ـ از آن» 2«گزينة : پاسخ , ]2 } تعريف نشده است 4 , }4  به عنوان نقاط ابتدايي و انتهايي بازه، ناپيوستگي 2

  .و بحراني است

]هاي تابع مشتق كه متعلق به بازة  حالا به دنبال صفركننده , ]2   :گرديم  است، مي4

  
x( )(x ) ( x)(x) xf (x)
x(x ) (x )

       
   

2 2
2 2 2 2

11 1 2 1 0
11 1

  

}تق هاي مش بنابراين صفركننده }1 و كلية نقاط بحراني تابع { , , } 1 4   .باشد  مي2باشند كه مجموع اين نقاط عدد   مي2

fتابع : 13تست  (x) x x x 2 3    بحراني دارد؟ة چند نقط3

  هيچ) 4  سه) 3  دو) 2  يك) 1
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fـ تابع را به صورت » 3 «ةگزين: پاسخ (x) x x 
7 1
3   :كنيم نويسيم و مشتقش را پيدا مي  مي3

  xf (x) x x x ( x )
x

       
4 2 2 223 3 3

3 2
7 1 1 7 17 13 3 3 3

  

xهاي صورت مشتق برابر       ريشه  7
x و   7   7

x مخرجش برابر    ة و ريش  7 0        پس تابع اند،   تابع ة است و هر سه نقطه متعلق به دامن

  . بحراني داردةسه نقط

f ةهاي نقاط بحراني تابع با ضابط  طولةمجموع: 14تست  (x) (x ) x 2   )سراسري تجربي(   كدام است؟328

1 ({ , }2 2  2 ({ , } 7 7  3 ({ , , }2 0 2  4 ({ , , }7 0 1  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

yبراي يافتن نقاط بحراني تابع  | f (x) |) fكافي است معادلات )  تابعي پيوستهf (x) 0 و f (x) 0را حل كنيد .  

f ةتعداد نقاط بحراني تابع با ضابط: 15تست  (x) | x x | 3ة روي باز [ , ]1   )سراسري رياضي(   كدام است؟2
1 (3  2 (4  3 (5  4 (6  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

yدر تابع  g(x) | f (x) |) fتابعي پيوسته :(  
f ةهاي معادل جواب) 1 (x) 0نقاط بحراني تابع هستند .  
yبا حذف قدرمطلق از تابع ) 2 g(x)f (x)اند كه مشتق صفر است يا موجود نيست بحراني) عضو دامنه(تق گرفته و نقاطي  مش.  
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f ةتابع با ضابط: 16تست  (x) x | x | 2 ] ة و دامن1 , ]2   )رياضي خارج از كشور(   بحراني دارد؟ة چند نقط2
1 (3  2 (4  3 (5  4 (6  

  
  
  
  
  
  
  
  

fمودار تابع نقاط بحراني بر روي ن: 17تست  (x) (x ) | x x |   21   مساحت اين مثلث كدام است؟.  سه رأس مثلثي هستند2

  )سراسري رياضي خارج از كشور(  

1 (4  2 (5/4  3 (6  4 (8  

  
  
  
  
  
  
  
  

yاگر نمودار تابع : 18تست  f (x) به صورت زير باشد، تابع y f (x)   قطة بحراني دارد؟ چه تعداد ن1

1 (2  
2 (3  
3 (4  
4 (5  
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f با ضابطة fتعداد نقاط بحراني تابع : 19تست  (x) | sin x | بر بازة ( , )  5
2    كدام است؟2

1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  

xهاي    ، نقاط به طول   ) صفر مشتق ناموجود يا برابر با    (با توجه به تعريف نقاط بحراني منحني يك تابع          : پاسخ { , , , , }   30 22  نقـاط   2

) در بازة fبحراني تابع  , )  5
2    .روند  به شمار مي2

  
  
  

f ةهاي نقاط بحراني تابع با ضابط مجموعه طول: 20تست  (x) | x | x  3   )سراسري رياضي(   كدام است؟22

1 ({ , , }40 25  2 ({ , , }20 23  3 ({ , }0 1  4 ({ , }2 23  

  
  
  
  
  
  
  
  

fاگر تابع : 21تست  (x) | x mx m |   2    كدام است؟m بحراني داشته باشد، تمام مقادير ة فقط يك نقط3
1 (m , m  2 6  2 (m  2 6  3 (m  2 6  4 (m  

  
  
  
  
  
  
  
  

  اي تعيين نقاط بحراني در توابع چندضابطه
 تعريفشان تعيـين كـرده سـپس        ةها مشتق گرفته و نقاط بحراني هر ضابطه را با توجه به دامن              اي ابتدا از هر يك از ضابطه        در توابع چندضابطه  

هاي راست  در نقاط مرزي ممكن است تابع ناپيوسته باشد و يا در صورت پيوستگي داراي مشتق. كنيم را در نقاط مرزي بررسي ميوجود مشتق 
  .شود  مرزي مشتق وجود ندارد و اين نقطه، بحراني محسوب ميةدر هر دو حالت در نقط. و چپ نابرابر باشد
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  .هاي زير را پيدا كنيد نقاط بحراني تابع: 22مثال 

x x xf (x)
x x

   
 

2 2 1
4 2 1

  پ (
   



x x x
f (x)

x x

2

2
2 0

0
x  ب ( x xf (x)

x x

   
 

22 1
2 1

  الف (

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  اكسترمم مطلق
  . دارد در اين بازه هم ماكزيمم مطلق و هم مينيمم مطلقf پيوسته باشد، در اين صورت [a,b] در بازة بستة fفرض كنيم تابع : قضيه

 [a,b]كند كه در بـازة        در توابعي اشاره مي   ) ماكزيمم مطلق يا مينيمم مطلق    (خُب بيان اين قضيه در كتاب درسي به وجود اكسترمم مطلق            
هتـر بـدانيم كـه چـرا     پيوسته باشد، اما بهتر است قبل از تحليل و بررسي صورت قضيه تعريفي از ماكزيمم و مينيمم مطلق داشته باشيم تـا ب            

  . شرط كافي وجود اكسترمم مطلق تابع است[a,b]پيوسته بودن تابع در بازة بستة 

  ماكزيمم مطلق
fcبا فرض    D   نقطة (c ,f (c))          يك نقطة ماكزيمم مطلق بـراي تـابع f    هـر  شـود، هرگـاه بـه ازاي       ناميـده مـيx از fD   داشـته باشـيم 

f (c) f (x) در اين حالت عدد ،f (c) را مقدار ماكزيمم مطلق f روي fDناميم  مي.  

  مينيمم مطلق
fcبا فرض    D   نقطة (c ,f (c)) يك نقطة مينيمم براي تابع fشود، هرگاه به ازاي هر   ناميده ميx از fD  داشته باشـيم f (c) f (x) ،

fدر اين حالت عدد  (c) را مقدار مينيمم مطلق f روي fDناميم  مي.  
  . استfDترين مقدار تابع در  مطلق بيشترين و مينيمم مطلق كمماكزيمم ): كوچه بازاري(يف تعر

ر اين بازه  پيوسته باشد، بايد بتوانيم بدون برداشتن دست از روي كاغذ از ابتدا تا انتهاي تابع را د[a,b]بنابراين هنگامي كه تابع در بازة بستة 
ترين مقدار تابع را مشخص نماييم، زيرا دسـت مـا تـا               رسم كنيم و به ناچار در حداقل يك نقطه بايد بيشترين و در حداقل يك نقطه بايد كم                 

  .تواند در رسم تابع پيش رود نهايت نمي بي
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  :وجود ماكزيمم و مينيمم مطلق است اما شرط لازم نيست، يعني شرط كافي [a,b]دقت كنيد كه پيوسته بودن تابع در بازة بستة 

  . ناپيوسته باشد[a,b]تواند تابع اكسترمم مطلق داشته باشد اما در بازة  مي) 1
  . پيوسته باشد اما فاقد اكسترمم مطلق باشد(a,b)تواند تابع در بازة  مي) 2
  . ناپيوسته باشد اما داراي اكسترمم مطلق باشد(a,b) تابع در بازة تواند مي) 3

  :هاي زير خوب دقت كنيد به شكل

  
  

  . ناپيوسته است اما ماكزيمم و مينيمم مطلق دارد(a,b)تابع در بازة 

  
  

  .ت اما ماكزيمم مطلق ندارد پيوسته اس(a,b)تابع در بازة 

  
  . ناپيوسته است اما ماكزيمم و مينيمم مطلق دارد[a,b]تابع در بازة 
تواند اكسترمم مطلق داشته  توان گفت پيوستگي شرط لازم وجود اكسترمم مطلق نيست و تابع چه پيوسته و چه ناپيوسته باشد مي بنابراين مي

  .كند  پيوسته باشد خيال ما را از وجود اكسترمم مطلق راحت مي[a,b] تابعي در بازة باشد، اما خوب اگر
  :خوب حالا به چند شكل زير دقت كنيد

  
x3 :طول مينيمم مطلق  

x [x ,x ] 1   )1(  هاي نقاط ماكزيمم مطلق طول: 2
y1 :ماكزيمم مطلق  
y3 :مينيمم مطلق  
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x , x , x1 2   )2(  طول مينيمم مطلق: 3

y y y 1 2   مينيمم مطلق: 3
  .تابع داراي ماكزيمم مطلق نيست

  
  
  

x2 :طول ماكزيمم مطلق  
x1 :3(  طول مينيمم مطلق(  
y1 :مينيمم مطلق  
y2 :ماكزيمم مطلق  

  
  
  

به عنـوان   . فرد نيستند   كنند منحصربه   شده نيز مشخص است، نقاطي كه ماكزيمم و مينيمم مطلق را توليد مي              هاي رسم   طور كه از شكل     همان
اما مقدار ماكزيمم و مينيمم مطلق در       . در سه نقطه مينيمم مطلق داريم     ) 2(شمار نقطه ماكزيمم مطلق و در شكل          در بي ) 1(ل  مثال، در شك  

  .فرد است صورت وجود منحصربه
طلـق تـابع را     هـاي م    توانيم در تعدادي از توابع با رسـم تـابع اكـسترمم             هاي مطلق ارائه داديم، مي      خُب با اين مقدمه و تعريفي كه از اكسترمم        

  .تشخيص دهيم
  

  :به عنوان مثال

     

x x xf (x)
x [x] x

    
 

2 4 0 4
0

  

yمينيمم مطلق تابع   4آيا تابع ماكزيمم مطلق دارد؟. است   
  

a] در fي   مطلق تابع پيوستهmin و maxي  محاسبه ,b]  
  :كنيم  به شرح زير عمل مي[a,b] در بازة بستة fتة براي يافتن اكسترمم مطلق تابع پيوس

  .يابيم  را ميfدست آورده و كلية نقاط بحراني   مشتق تابع را به-1
  .كنيم چنين در نقاط انتهايي بازه محاسبه مي  مقدار تابع را در هر يك از نقاط بحراني دروني بازه و هم-2
  . است[a,b]ها مينيمم مطلق تابع در بازة  ترين آن ، مقدار ماكزيمم مطلق تابع و كوچك2آمده در مرحلة  دست ترين عدد به  بزرگ-3
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yترين مقدار تابع  حاصل جمع بيشترين و كم: 23تست  x x  3 3 ] در بازة 3 , ]2    كدام است؟1
1 (5  2 (6  3 (7  4 (4  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

fي  مقادير مينيمم و ماكسيمم تابع با ضابطه: 24تست  (x) x x x  3 21 ]ي   در بازه153 , ]4   )95سراسري (   كدام است؟3

1 (18 2  24 و (45 3  27 و (36 4  27 و( 27 36 و  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

yهرگاه در تابع : 25تست  x x k  3 ] مقدار ماكسيمم مطلق تابع در 3 , ]0    كدام است؟k دو برابر مينيمم مطلق تابع باشد، مقدار 2
1 (2  2 (2  3 (6  4 (6  
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fمجموع مقادير مينيمم و ماكسيمم مطلق تابع : 26تست  (x) x x 2 1
]ي   در بازه2 , ]0    كدام است؟1

1 (3
16  2 ( 3

16  3 (5
16  4 ( 5

16  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

fتابع : 27تست  (x) x x  2 2   ؟نداردهاي زير مينيمم و ماكسيمم مطلق  يك از بازه  در كدام3
1 ([ , ]0 3  2 (( , ]0 3  3 ([ , )1 2  4 (( , ]1 2  
ي اول و آخر بازه را پيدا و  ها بررسي كنيم، يعني عرض نقاط بحراني و نقطه تك گزينه ـ يك راه اين است كه تابع را در تك» 4«ي  هگزين: پاسخ

]ي    گيرد بهتر است نمودار تابع را در بازه         اما چون اين كار وقت مي     . با هم مقايسه كنيم    , ]1 ه از اجتمـاع    اي ك ـ   تـرين بـازه      يعنـي طـولاني    3
) 1(ي  دقت كنيد كه لازم نيست گزينه. آيد رسم و سپس نمودار هر گزينه را با استفاده از اين نمودار اصلي بررسي كنيم            ها به دست مي     گزينه

  )چرا؟. (را بررسي كنيم
  

  
( , ]1 2  

  
[ , )1 2  

  
( , ]0 3  

  
[ , ]1 3  

  
  
  

y x x  2 2 3  

  
)ي    تابع در بازه  . حالا به نمودارها دقت كنيد     , ]0  و ماكـسيمم    4مينـيمم مطلقـش برابـر       .  هم مينيمم مطلق دارد و هم ماكسيمم مطلق        3

] ي  در بازه . مطلقش برابر صفر است    , )1 ي   دارد و هـم ماكـسيمم مطلـق برابـر صـفر دارد، ولـي در بـازه       4 نيز هم مينيمم مطلق برابر     2
( , ]1 xي    چـون نقطـه   (شـود     رگز برابر صـفر نمـي      دارد، ولي ماكسيمم مطلق ندارد، چون مقدار تابع ه         4 مينيمم مطلقي برابر     2  1 

  ).توخالي است
، بهتر است از رسـم نمـودار        هايي كه ابتدا يا انتهايشان باز است        بازه يا   توابع ناپيوسته ديديد كه براي پيداكردن مينيمم يا ماكسيمم مطلق در          

  .استفاده كنيم
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yلق تابع اختلاف ماكزيمم و مينيمم مط: 28تست  x x  22    كدام است؟1

1 (2
2  2 (1  3 (2  4 (2  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

yماكزيمم مقدار تابع : 29تست  x x 3 3 ] در بازة 23 , ]2    كدام است؟4

1 (33 2  2 (3 2  3 (34 2  4 (32 2  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

fي  مينيمم مطلق تابع با ضابطه: 30تست  (x) x x x  3 3   )سراسري رياضي(   كدام است؟ روي 23

1 (1  2 ( 1
1) 4  صفر) 3  3

3  
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  .افتند هاي مطلق تابع در ابتدا و انتهاي بازة تعريف اتفاق مي يكنواي پيوسته، اكسترمماكيداً در توابع 
  

yترين مقدار تابع  ضرب بيشترين و كم حاصل: 31تست  x x   2   م است؟ كدا5

1 (3  2 (2  3 (2 3  4 (5  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

yاگر برد تابع     f (x)        را بتوانيم محاسبه كنيم، محدودة تغييرات y        حـدودة تغييـرات بـراي        را خواهيم داشت و در صورت داشتن مy 
هاي محاسـبة بـرد       نامة فصل تابع و روش      براي چگونگي محاسبة برد از درس     . ترين مقدار تابع را در صورت وجود يافت         توان بيشترين و كم     مي

  .كمك بگيريد
  

a] در fاگر تابع : نكته مهم ,b] پيوسته باشد و مينيمم مطلق آن m و ماكزيمم مطلق آن M رد تابعباشد، ب f بازة [m ,M]خواهد بود .  

fبرد تابع با ضابطة : 32تست  (x) x x   2 3    كدام است؟2

1 ([ , ]10 4  2 ([ , ) 0  3 ([ , ]1 2  4 ([ , ]10 2  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

fخواهيم برد تابع  در حالت كلي وقتي مي. كنيم ها براي پيداكردن برد استفاده مي گاهي اوقات از تركيب تابع (g(x)) را در بازة [a ,b] 
fگاه برد تـابع        باشد، آن  [c,d] بازة   g(x)اگر برد   . آوريم  به دست مي  )  دروني يعني تابع ( را   g(x)پيدا كنيم، اول برد تابع       (x)     را در بـازة 

[c,d]  در حالتي كه    . كنيم   پيدا ميf (x)    وقتي برد   ) صعودي يا نزولي   ( پيوسته و يكنوا باشدg       را پيدا كرديم، كافي است f (c)   و f (d)  را 
fپيدا كنيم تا برد  (g(x))به دست آيد .  
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fاگر : 33تست  (x) x [ x] 2 g(x) و 2 x x  2   )99سراسري تجربي (  ؟، كدام استgof  باشند، برد تابع4
1 ([ , )0 2  2 ([ , )0 3  3 ([ , )0 4  4 ([ , )1 4  

  
  
  
  
  
  
  

fاگر : 34تست  (x) x [x]  و xg(x) x
   )99رياضي خارج، تجربي خارج (  ؟زه است كدام باgof، برد تابع 1

1 (( , ) 0  2([ , ) 0  3 (( , ) 1  4 ([ , ) 1  
  
  
  
  
  
  
  

  اكسترمم نسبي
fI مانند c از  ماكزيمم نسبي دارد، هرگاه يك همسايگي      cاي به طول       در نقطه  fگوييم تابع   : 1تعريـف    D    باشد كـه بـراي هـر x I 

fداشته باشيم  (c) f (x) . در اين حالتf (c) مقدار ماكزيمم نسبي تابع fشود  ناميده مي.  
fI مانند cسبي دارد، هرگاه يك همسايگي از  مينيمم ن cاي به طول       در نقطه  fگوييم تابع   : 2تعريـف    D     باشـد كـه بـراي هـر x I 

fداشته باشيم  (c) f (x) در اين حالت f (c) مقدار مينيمم نسبي تابع fشود  ناميده مي.  
به زبان ساده ماكزيمم و مينيمم نسبي . تعريف كه در كتاب درسي براي ماكزيمم و مينيمم نسبي ارائه شده استخوب حالا بريم سراغ اين دو 

  :كنيم را به صورت زير تعريف مي
xنقطه به طول    : 1تعريـف    a   را ماكزيمم نسبي تابع y f (x)ن نقطه از تمام مقـادير تـابع در يكـي از     گوييم، هرگاه مقدار تابع در اي
  .هاي آن بيشتر يا مساوي باشد همسايگي
xبه طول نقطه : 2تعريـف    a را مينيمم نسبي تابع y f (x)     گوييم، هرگاه مقدار تابع در اين نقطه از تمـام مقـادير تـابع در يكـي از 
  . يا مساوي باشدتر هاي آن كم همسايگي
  .گوييم هاي تابع مي به مجموعة نقاط ماكزيمم و مينيمم نسبي يك تابع، اكسترمم: تذكر
xاي به طول      شده اگر نقطه    بنا بر تعاريف ارائه   : تذكر c        بخواهد اكسترمم نسبي تابع باشد، بايد تابع در يـك همـسايگي آن تعريـف شـود  .

مانند ابتدا و انتهاي . توانند اكسترمم نسبي تابع باشند ها نتوان يك همسايگي متعلق به دامنة تابع مشخص كرد نمي كه براي آنبنابراين نقاطي 
  .بازة تعريف
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  .شده را با هم مرور كنيم به شكل زير خوب دقت كنيد تا مطالب و تعاريف مطرح

  
H) و تمام نقاط متعلق به بازة G و E و Bنقاط  ,I]مينيمم نسبي تابع هستند .  
H] و تمام نقاط متعلق به بازة F و C ،Aنقاط  ,I)ماكزيمم نسبي تابع هستند .  

H)نقاط مربوط به بازة      ,I)     م در تعريـف مينـيمم      اي خود عرض برابر دارند، هم در تعريف ماكزيمم نسبي و ه ـ              چون با تمام نقاط همسايگي
  .اند و هم مينيمم نسبي توان گفت هم ماكزيمم نسبي شوند و مي نسبي گنجانده مي

تواند يك اكـسترمم      اي اطراف آن متعلق به دامنة تابع مشخص كرد نمي           توان همسايگي    نقطة انتهايي بازة تعريف است و نمي       Jجايي كه     از آن 
  .باشدنسبي 
عرض است اما چون مقدار تابع در اين نقطه از مقادير همسايگي چپش بيشتر اسـت، ايـن    گي راست خود هم   با آن كه با نقاط همساي      Hنقطة  

  .نقطه، يك نقطة ماكزيمم نسبي است
تـر اسـت، ايـن     عرض است اما چون مقدار تابع در اين نقطه از مقادير همسايگي راستش كـم             با آن كه با نقاط همسايگي چپ خود هم         Iنقطة  

  . مينيمم نسبي استنقطه، يك نقطة
تر و از نقاط همسايگي راستش بيشتر اسـت نـه مـاكزيمم نـسبي و نـه        چون مقدار تابع در اين نقطه از نقاط همسايگي چپش كم           Dدر نقطة   

  .مينيمم نسبي است
Aتوانند اكسترمم نسبي تابع باشند، مانند  ناپذير و ناپيوسته نيز مي نقاط مشتق ,C,G ,H ,I.  

Bكند، به نقاط  يكنوايي تابع تغيير مي) توابع غيرثابت(ر اطراف نقاط اكسترمم نسبي پيوسته د ,C,E,F ,Gدر اطراف اين نقاط .  دقت كنيد
بع صـعودي و    توان گفت قبل از اين نقطه، تا         نيز مي  Hاي مانند     تابع از صعودي به نزولي يا بالعكس تغيير يكنوايي داشته است، حتي در نقطه             

  .)دقت كنيد توابع ثابت هم صعودي و هم نزولي هستند. (بعد از آن تابع نزولي است
  .باشد در سمت چپ نقاط ماكزيمم نسبي پيوسته، تابع صعودي و در سمت راست آن نزولي است و در نقاط مينيمم نسبي بالعكس مي

 كه قبل و بعد از آن تابع صعودي Aته تغيير كند، مانند نقطة ماكزيمم نسبي الزامي نيست يكنوايي تابع در اطراف نقاط اكسترمم نسبي ناپيوس
  .است
توان گفت در يك تابع پيوسته هركجا تابع از صعودي به نزولي تغيير كند آن نقطه يك ماكزيمم نسبي و هركجا از نزولي به صعودي تغيير          مي

  .داشته باشد يك نقطة مينيمم نسبي است
 و تمـام نقـاط عـضو بـازة          B و   E  ،Fپذير باشد، مشتق تابع در آن نقاط الزاماً صفر است، مانند نقاط                تابع مشتق  ،نسبيدر نقاط اكسترمم    اگر  

(H ,I).  
قي پذير بودن مشت ناپذير است و يا در صورت مشتق هر نقطة اكسترمم نسبي يك تابع، يك نقطة بحراني است، زيرا يا آن نقطه يك نقطة مشتق

  .)به نقاط اكسترمم نسبي در شكل خوب دقت كنيد. (برابر صفر دارد
حالا كه يك تحليل و بررسي جامع و كامل بر روي نقاط اكسترمم نسبي تابع داشتيم و درك هندسي درستي از اين نقاط پيدا كرديم، قدم اول 

دقت كنيد كه در توابع ناپيوسته . ها كمك بگيريم  نمودارهاي آنتوانيم از رو هستيم كه در تشخيص نقاط اكسترمم نسبي آن مي با توابعي روبه
  .هاي نسبي كمك گرفتن از نمودار تابع است بهترين راه براي تشخيص اكسترمم
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  . در هر كدام از توابع زير، نقاط اكسترمم نسبي تابع را مشخص كنيد:35مثال 
  y x [x] ) 1  

    
x مينيمم نسبي   

  .تابع فاقد ماكزيمم نسبي است
  y sin x) 2  

    
x k , k    2 2 ماكزيمم نسبي   

x k , k    2 2 مينيمم نسبي   

  

x x x

y x x x
| x | x

   
  
   

2

2
2 0 2

6 2
2 3 0

) 3  

  
  
  
  

fدر تابع با ضابطة : 36تست  (x) x | x |    )98تجربي (  ة دو نقطة ماكزيمم نسبي و مينيمم نسبي آن، كدام است؟، فاصل4

1 (5  2 (2 2  3 (3 2  4 (2 5  
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خـواهيم بـه سـراغ بررسـي ضـابطة توابـع و            سبي را تشخيص دهيم، مي    هاي ن   خوب حالا كه با كمك گرفتن از نمودار تابع توانستيم اكسترمم          
هاي   چنان در ضابطه    هاي پيوسته مدنظر است و هم       جا بررسي ضابطه    دقت كنيد در اين   . هاي نسبي آن از روي ضابطه برويم        تشخيص اكسترمم 

  .ناپيوسته توصيه به رسم است

  :آزمون مشتق اول
  .پذير باشد  مشتقc در يك همسايگي محذوف fچنين   پيوسته است و همc در fاشد كه  بf طول نقطة بحراني تابع cفرض كنيد 

fاگر علامت ) الف  در x cگاه   از مثبت به منفي تغيير كند، آنx c طول نقطة ماكزيمم تابع fاست .  
fاگر علامت ) ب  در x cگاه   از منفي به مثبت تغيير كند، آنx c طول نقطة مينيمم نسبي تابع fاست .  
fاگر  ) ج    در x c       تغيير علامت ندهد، به طوري كه f  در يك همسايگي محذوف c   گـاه    همواره مثبت يا همـواره منفـي باشـد، آنf در 

x cماكزيمم يا مينيمم نسبي ندارد .  
  

  :هاي يك تابع بايد مراحل زير را انجام دهيم براي يافتن اكسترمم
  ي مشتق تابع محاسبه) 1
  ي طول نقاط بحراني محاسبه) 2
  تعيين علامت مشتق در نقاط بحراني) 3
 داراي ماكسيمم نسبي است و      x0گاه تابع در       از مثبت به منفي باشد، آن      x0ي بحراني و تغيير علامت مشتق در           طول نقطه  x0اگر  ) 4

  . داراي مينيمم نسبي استx0گاه تابع در   از منفي به مثبت باشد، آنx0اگر تغيير علامت مشتق در 

xتابع : 37تست  xy  
3 5

3   يك از نقاط زير داراي ماكسيمم نسبي است؟  در كدام5

1 (1  2 (2) 4  1) 3  صفر  

y  : ـ طبق آزمون مشتق اول داريم» 3«ي  ينهگز: پاسخ x x x ( x ) x ,         2 4 2 20 1 0 0 1  
xمشتق در  0دهد، لذا  ي مضاعف دارد و تغيير علامت نمي  ريشهx 0باشد  اكسترمم نمي.  

  

x
y
y

min max


    

1 0 1
0 0 0

     

  .يك اكسترمم نسبي استهر ريشة غيرمضاعف مشتق اول : تذكر
  .هاي نسبي لزوماً ريشة غيرمضاعف مشتق اول هستند پذير اكسترمم  در توابع مشتق:تذكر

yهاي نسبي تابع  تعداد اكسترمم: 38تست  x x  5 35    كدام است؟2
1 (2  2 (3  3 (4  4 (1  
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y تابع با ضابطة aبه ازاي كدام مقدار : 39تست  x ax x   3 21 4    اكسترمم نسبي ندارد؟13

1 (a 0  2 (a  2 2  3 (a 0 3  4 (a  4 0  
  
  
  
  
  
  
  

xfدر تابع : 40تست  (x) x a



2 xهاي نقاط اكسترمم تابع رابطة   اگر بين طول1 x 
1 2

1 1    كدام است؟a برقرار باشد، مقدار 4

1 (1  2 (1-  3 (2  4 (2-  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

|تابع : 41تست  x |y
x


2 1

   چه تعداد اكسترمم نسبي دارد؟

  صفر) 4  3) 3  2) 2  1) 1
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yتابع : 42تست  x x 3 3    چه تعداد اكسترمم نسبي دارد؟23
1 (1  2 (2  3 (4  4 (3  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

yتابع : 43تست  f (x) تابعي پيوسته در اگر نمودار .  استf (x) به صورت زير باشد، تابع y f (x)چند اكسترمم نسبي دارد؟   
1 (3  
2 (4  
3 (5  
4 (6   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :گاه  باشد، آنfپذير  ي اكسترمم نسبي تابع مشتق  نقطه(a,b)اگر  
f: كند  صدق ميfمختصات اكسترمم در تابع ) 1 (a) b  
f: كند طول اكسترمم، مشتق تابع را صفر مي) 2 (a) 0  
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)Aنقاط : 44تست  , )0 )Bو  0 , )1 y نقاط اكسترمم نسبي تابع 1 ax bx cx d   3   است؟ كدام abحاصل . هستند 2
  )1401رياضي خارج (  

1 (3-  2 (6-  3 (3  4 (6  
  
  
  
  
  
  
  
  

fي    بطه نقاط بحراني تابع با ضا     5 و   3هاي    دو نقطه به طول   : 45تست   (x) x ax bx  3 مقدار مينيمم نـسبي ايـن تـابع،        .  هستند 2
  )89خارج (  كدام است؟

1 (84  2 (81  3 (57  4 (75  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

fبع با ضابطة فاصلة نقطة ماكزيمم نسبي تا: 46تست  (x) x x x     )99سراسري تجربي (  ؟، از نيمساز ناحية اول كدام است24

1 (1  2 (2  3 (2  4 (2 2  

x  »1«گزينة : پاسخ xf (x) x x x ( )
x x x x

            
 

2
2 2

4 2 21 0 1 4 2
2 4 4

  

xبا توجه به معادله بايد   2 x: باشد، يعني 0  2    
)حال معادلة  )رسانيم  مي2ابتدا به توان . كنيم  را حل مي:  

  x x x x x x x x                2 2 2 24 4 4 2 8 4 0 4 2 0 16 8 8  

  
−¼L¤ ®MI¤

HoÄp −¼L¤ ®MI¤oÃü

x

x (x )

    
    

4 2 2 2 22
4 2 2 2 2 22
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  f ( ) ( ) ( )            22 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2  

)Aماكزيمم نسبي    , )  2 2 2 2 2  
y را از نيمساز ناحية اول يعني Aاصلة نقطة حال ف xآوريم  به دست مي:  

  | ax by c | | |x y d
a b

          


0 0
2 2

2 2 2 2 2 20 1
1 1 2

  

xمقدار ماكزيمم نسبي تابع با ضابطة : 47تست  xf (x)
x
 


2
2
2 3

1
  )99سراسري تجربي خارج از كشور (  ، كدام است؟

1 ( 1 5  2 (1 5  3 ( 1 3  4 (1 3  
  »1«گزينة : پاسخ

  ( x )(x ) x(x x )f (x) ( x )(x ) x(x x )
(x )

             


2 2
2 2

2 2
2 2 1 2 2 3 0 2 2 1 2 2 3 0

1
  

  x 32 x x x   2 32 2 2 2 x x x x x x              2 2 24 6 0 2 8 2 0 4 1 0 20  

  x    4 2 5 2 52  

    

  ( )f ( )
( )

                 
     

2

2
2 5 4 2 5 3 9 4 5 2 5 1 10 6 5 5 3 5 5 2 52 5 1 5

9 4 5 1 10 4 5 5 2 5 5 2 52 5 1
  

  

fدر توابع كسري     (x)y g(x)   ي  باشد مختصات اكسترمم نسبي در ضـابطه  پذير مي هاي نسبي تابع از نوع نقاط مشتق         كه بدانيم اكسترمم

gبه شرط آن كه . (كند ي هوپيتال تابع صدق مي تابع و در ضابطه (a) 0(  

)ي  اگر نقطه: 48تست  , )1 xابع  اكسترمم نسبي ت2 ax by x
 



2 2
2 a باشد، حاصل 1 b    كدام است؟3

1 (2  2 (2  3 (4  4 (4  
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yخط : 49تست  x m هاي نسبي   اكسترممx xy x
 


2 4 6
2    كدام است؟mكند،  ل مي را به هم وص1

1 (2  2 (2  3 (1  4 (1  
  
  
  
  
  
  
  

 باشد و تابع را k، اگر عرض اكسترمم نسبي برابر )و مشتقشان حتماً برابر صفر است(پذيرند  در توابعي كه در نقاط اكسترمم نسبي مشتق
yبا خط  k 2ي  و در صورتي كه از درجه(ي مكرر  ي حاصل از تقاطع آن دو بايد ريشه معادله) هايشان را برابر قرار دهيم ضابطه( قطع دهيم 

  .داشته باشد) باشد، مضاعف

xاگر تابع : 50تست  axy x
 


2 1
   كدام است؟a داشته باشد، مقدار 3 اكسترممي برابر 1

  1 و 1  4 (7 و 7) 3  1 و 1  2 (7 و 7) 1
  
  
  
  
  
  
  
  

  بررسي نمودارها

xي  شكل مقابل نمودار تابع با ضابطه: 51تست  ax bf (x) x
 


34
   كدام است؟(a,b)دوتايي مرتب .  است1

1 (( , )0 4  
2 (( , )4 0  
3 (( , )2 1  
4 (( , )4 0  
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xي  شكل مقابل قسمتي از نمودار تابع با ضابطه: 52تست  af (x) x b



2
  اند؟  به كدام صورتb و aمقادير .  است

1 (a b  1  
2 (a b  1  
3 (b a  1  
4 (b a  1  

  
  
  
  
  
  
  

yنمودار : 53تست  x ax bx c   3   )1401سراسري (  ؟ي مينيمم نسبي تابع كدام است طول نقطه. استبه صورت زير  2

1 (1
2  

2 (2  

3 (3
2  

4 (3  
  
  
  

xشكل زير، نمودار تابع با ضابطة : 54تست  af (x)
x bx c


 

2
  )95رياضي خارج (  كدام است؟ a است، 2

1 (2  
2 (1  
3 (2  
4 (3   
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  سازي بهينه
وقتي از اين روش در مسائل كـاربردي اسـتفاده          .  مقادير مينيمم و ماكسيمم مطلق يك تابع را پيدا كنيم          در بخش قبل ياد گرفتيم كه چگونه      

سازي معمولاً با يك كميت مثـل طـول،       در مسائل بهينه  . سازي  شود بهينه   كنيم تا مينيمم يا ماكسيمم يك مقدار را پيدا كنيم، اسمش مي             مي
  .شود) يعني بهينه(رار است ماكسيمم يا مينيمم سروكار داريم كه ق... فاصله، سطح، حجم و 
  :كنيم سازي اين كارها را مي براي حل مسائل بهينه

  .شود) ماكسيمم يا مينيمم(ي كميتي باشد كه قرار است بهينه  دهنده كنيم كه نشان پيدا مي) ي يك تابع يعني ضابطه(اول يك رابطه ) 1
گاهي اوقات در اين قسمت . كنيم متغيري تبديل مي ي يك شده را به يك ضابطه ي نوشته ي ضابطههاي سؤال، اطلاعات قبل با استفاده از داده) 2

  .هاي هندسي هم استفاده كنيم لازم است از روابط جبري و مثلثاتي يا شكل
  ).كنيم مييعني نقاط بحراني تابع را پيدا (دهيم  گيريم و برابر صفر قرار مي ايم، مشتق مي ي تابعي كه نوشته از ضابطه) 3
  .آوريم با استفاده از نقاط بحراني مقدار ماكسيمم يا مينيمم را به دست مي) 4
تـوانيم   ها مي  ي تابع را هم مشخص كنيم، ولي در اكثر وقت           دامنه) ي اول   يعني مرحله (اي تابع     گاهي اوقات لازم است بعد از نوشتن ضابطه       ) 5

  .هاي مشتق انجام دهيم اين كار را با بررسي ريشه
  :حالا بياييد با هم چند مثال حل كنيم

هـاي    كردن كناره    ببريم و با خم    xهايي به ضلع       مربع aشكل به ضلع      ي مربع   هاي يك صفحه    رو، از كناره    خواهيم طبق شكل روبه     مي: 55تست  
  ر است؟قد توانيم بسازيم، چه اي كه مي ماكسيمم حجم جعبه. مستطيل بسازيم ي درباز به شكل مكعب صفحه يك جعبه

1 (a3

2    2 (a3

4  

3 (a32
27    4 (a34

27  

  
aشـود     مـستطيل مـي     بريم، ابعـاد مكعـب       مي xهايي به ضلع      هاي صفحه مربع    رو وقتي از كناره     ـ طبق شكل روبه   » 3«ي    گزينه: پاسخ x 2 ،

a x   :پس حجم مكعب مستطيل برابر است با. x و 2

    
  x(a x)  Vطول× عرض × ارتفاع 22   

V  :دهيم گيريم و برابر صفر قرار مي  مشتق ميVاز  (a x) (a x)x (a x)(a x x)        22 4 2 2 2 4  

  
ax

V
ax

 
   

 


20

6

  

axمقدار   ax قابل قبول نيست، چون اگر 2  axپس . ماند  باشد ديگر چيزي از صفحه باقي نمي2   قابل قبول است و حجم ماكسيمم 6

a  :جعبه برابر است با a a a amax(V) (a )    
2 32 4 2

6 3 6 9 27  
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Sاگر . ي آن است  سطح قاعدهsبي يك استوانه و  سطح جانS: 56تست  s  قدر باشد تا حجم آن  ي استوانه چه  فرض شود، شعاع قاعده12
  ماكسيمم گردد؟

1 (

2  2 (


3  3 (


2  4 (


3  

S مساحت جانبي برابر h و ارتفاع rدانيم در يك استوانه به شعاع  ـ مي» 3«ي  گزينه: پاسخ rh 2 و مساحت قاعده برابر r پس .  است2

rhداريم   r   22 V ي حجم استوانه بايد ماكسيمم شود، بنابراين بايد ضابطه. 12 r h  ي  ي بالا به يك ضابطه  با استفاده از رابطه2
  :يك متغيري تبديل شود

  rrh r h r
      


22 122 12 2  

  r rV r h V r ( ) ( r )r
        


22 2 212 122 2  

  :گيريم متغيري تبديل شد، از آن مشتق مي ي يك ي حجم به يك رابطه حالا كه رابطه

  V ( r r ) r r r             
 

3 2 21 4 20 12 0 12 3 02  

3ها  هايي كه طول مولد آن بيشترين حجم از بين مخروط: 57 تست   )1401سراسري (  متر است، كدام است؟  سانتي3

1 (12  2 (15  3 (18  4 (27  
ي  حجـم مخـروط از رابطـه    . دهـد    را نـشان مـي      و مولـد     h و ارتفـاع     rهاي    رو يك مخروط به شعاع قاعده       ـ شكل روبه  » 3«ي   گزينه: پاسخ

V r h  21
الزاويـه    ائمي فيثـاغورس را در مثلـث ق ـ         ي يك متغيري تبديل كنيم، رابطـه         را به يك ضابطه    Vبراي آن كه    . آيد   به دست مي   3

  :نويسيم مي

    
  

  r h r h r h       2 2 2 2 2 2 227 27  

  V r h ( h )h ( h h )      2 2 31 1 27 273 3 3  

  

max

h
V h h h V

V
           2 2

3
0 27 3 0 9 3 0

 
  

  max(V) ( ( ) )   327 3 3 183  
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  قضاياي مينيمم و ماكسيمم
ايـن  . كنـيم  اياي ديگري هم اسـتفاده مـي  گاهي اوقات از قض) يا در هر جاي ديگر(سازي  براي پيدا كردن مينيمم و ماكسيمم در مسائل بهينه 

  .تر به جواب برسيم ها بتوانيم سريع شود در بعضي از سؤال استفاده از اين قضايا باعث مي. شوند قضايا معمولاً با استفاده از مشتق ثابت مي
  . دو با هم برابر باشندآيد كه هر ضرب آن دو وقتي به دست مي اگر مجموع دو عامل مثبت مقدار ثابتي باشد، ماكسيمم حاصل) 1
  .آيد كه هر دو با هم برابر باشند ضرب دو عامل مثبت مقدار ثابتي باشد، مينيمم مجموع آن دو وقتي به دست مي اگر حاصل) 2

m اعداد حقيقي مثبت باشند كه جمعشان ثابت است، حاصل y و xاگر ) 3 nx yشود كه  زماني ماكسيمم مي :yx
m n  

  قدر است؟ ماكسيمم مساحت جانبي استوانه چه.  است10مجموع شعاع قاعده و ارتفاع يك استوانه برابر : 58تست 

1 (10  2 (20  3 (25  4 (50  
r: حل تشريحي ـ راه» 4«ي  گزينه: پاسخ h  hگذاريم   ميhمتغيره كردن به جاي  براي تك.  است10 r ( )  10و داريم :  

  rh r( r) ( r r )        22 2 10 2   Sجانبي10
S  :ق پيدا شودگذاريم تا مقادير اكسترمم مطل از تابع مشتق گرفته و مساوي صفر مي ( r) r      2 10 2 0 5  

  

max

r
S max(S) ( ( ) ( ) )
S
       2

5
0 2 10 5 5 50

 
  

r) يعني ضرب ماكسيمم شود و وقتي جمع ثابت است rh بايد rh2شدنِ  براي ماكسيمم: راه تستي h ) 10ضرب )1(ي   طبق نكته ،
rشود كه  سيمم ميوقتي ماك hباشد، يعني :  r h max(S) ( )( )      5 2 5 5 50  

  

  :كرديم خواست به صورت زير عمل مي اگر در اين سؤال بيشترين حجم استوانه را مي

V  :راه تشريحي r h r ( r) ( r r ) V ( r r ) r , r                2 2 2 3 2 2010 10 20 3 0 0 3  

  

max

r

V
V
  

20
3
0

 
  

  
r

max(V) r ( r) ( )( )


       
20

2 3 400 20 400010 109 3 27  

Vشدن حجم كه  براي ماكسيمم: راه تستي r h  r است لازم است تا 2 h2 ماكسيمم شود از طرفي چون r h 10 مقدار ثابتي است 

r  :داريم) 3(ي  طبق نكته h r h h h , r       10 202 3 102 1 3 3  

  V r h ( )( )      2 400 10 4000
9 3 27  
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تـوان محـصور نمـود، چنـد      ي يك رودخانـه مـي    متر در حاشيه48ي يك طناب به طول    بيشترين مساحت مستطيلي كه به وسيله     : 59تست  
  .)به ضلع چهارم مستطيل دسترسي نيست(مترمربع است؟ 

1 (244  2 (288  3 (296  4 (316  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)Aترين فاصلة نقطة  كوتاه: 60تست  , )5 yاز نقاط منحني به معادلة  0 x 2   )99سراسري تجربي خارج از كشور (  ؟، كدام است7

1 (4  2 (5/4  3 (5  4 (3 2  

B(xـ نقطة » 1«گزينة : پاسخ , x )2 )Aفاصلة نقطة . گيريم  را روي منحني در نظر مي7 , )5   :كنيم  محاسبه ميB را از نقطة 0

  AB (x ) ( x ) x x x x x            2 2 2 25 2 7 0 10 25 2 7 9 32  
  :گيريم  مشتق ميABترين فاصله، از  براي به دست آوردن كم

  x x(AB)
x x x x

   
   2 2

2 8 4
2 8 32 8 32

  

  (AB) x B( , )    0 4 4 15  
  :در نتيجه داريم. B و A از منحني، برابر است با فاصلة دو نقطة Aترين فاصلة نقطة  كم

  A( , ) , B( , ) AB ( ) ( )     2 25 0 4 15 5 4 0 15 4  
 واحد، دو ضلع قائم با كدام نسبت انتخاب شود تا حجم حاصل از دوران اين مثلث حول 10الزاويه با اندازة وتر  هاي قائم از بين مثلث: 61تست 

  )99سراسري تجربي (  ؟ضلع قائم، بيشترين باشد

1 (2
1  2 (3

1  3 (3
2  4 (2

1  

  : داريمy و xالزاويه به طول اضلاع قائم  ـ در مثلث قائم» 3«گزينة : پاسخ

  x y x y ( )     2 2 2 2100 100     

  :شود، بنابراين داريم از دوران مثلث حول ضلع قائمة آن، مخروط تشكيل مي

  ( )V x y V ( y )y ( y y )        2 2 31 1 100 1003 3 3  
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  :گيريم  مشتق ميVحال براي به دست آوردن طول اضلاع قائم، از 

  V ( y ) ( y ) y y           2 2 2 2 100100 3 100 3 0 100 3 03 3 3  

  x xx y x yy
            

22 2 2
2

200
100 300 100 200 3100 100 2 23 3 3 100

3
  

5 دو ضلع قائم از مثلثي به طول وتر y و xاگر : 62تست  x باشند، بيشترين مقدار 2 y3   )90سراسري رياضي (   كدام است؟4

1 (25 2  2 (36  3 (28 2  4 (40  

5الزاويه با وتر       دو ضلع قائم مثلث قائم     y و   xـ  » 1«ي    گزينه: پاسخ x هستند، پس    2 y 2 2 xخـواهيم      و مي  50 y3  ماكـسيمم   4
Aي  ضابطه. شود x y 3   :كنيم ي يك متغيري تبديل مي  را به يك ضابطه4

  x y y x y x A x x           2 2 2 2 2 250 50 50 3 4 50  

  xA x x ( x ) x x x
x

             


2 2 2 2 2
2

4 160 3 0 3 50 4 9 50 16 50 950
  

  x x x max(A) ( ) ( ) ( )            2 225 50 18 3 2 3 3 2 4 50 18 3 3 2 4 4 2 25 29  

  
 متري هم قرار دارنـد، دو پلـه تـا بـالاي ديوارهـا          6ي     متري كه به فاصله    4 و   2ي بين دو ديوار       خواهيم از نقطه    رو مي   در شكل روبه  : 63تست  
  ها برابر كدام است؟ ترين مجموع طول پله كوتاه. بسازيم

1 (8    2 (8 2  

3 (6 2    4 (12  
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kmاگر سرعت حركت قايق .  كيلومتر است4ترين فاصلة آن از ساحل  ك قرار دارد كه نزديPدر شكل مقابل قايقي در نقطة : 64تست  / h3 
kmروي در ساحل      و سرعت پياده   / h5           ترين زمان ممكن بـه نقطـة           باشد، براي اين كه فردي كه درون قايق است در كمB      10 بـه فاصـلة 

  )كتاب درسي(   پياده شود؟A از نقطة (x)اي با چه فاصله  قطه برسد، بايد در نAكيلومتري از نقطة 
1 (2  
2 (3  
3 (4  
4 (5  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

اگـر  .  بـرود  B به نقطة    Aخواهد از نقطة      او مي . هاي يك صفحة روغني لغزنده ايستاده است        اي در يكي از رأس      در شكل زير مورچه   : 65تست  
cmسرعت حركت مورچه روي صفحة لغزنده  / s4 و روي سطح كنار صفحه cm / s5تواند به نقطة  ترين زماني كه مورچه مي  باشد، كمB 

  )كتاب درسي(  برسد، كدام است؟
   ثانيه2) 1
   ثانيه05/2) 2
   ثانيه2/2) 3
   ثانيه15/2) 4
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اي مختــصات و رأس چهــارم آن بــر روي منحنــي بــه معادلــة بيــشترين مــساحت مــستطيلي كــه دو ضــلع آن بــر روي محورهــ: 66تــست 

y x 1298تجربي (  ؟شود، كدام است اول واقع ، در ناحية(  

1 (8 2  2 (8 3  3 (16  4 (18  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

دايـره باشـد، كـدام      واحد و دو رأس ديگر آن روي اين نيم    6دايره به شعاع      نيمبيشترين مساحت مستطيلي كه يك ضلع آن بر قطر          : 67تست  
  )98تجربي خارج (  ؟است

1 (18  2 (24  3 (27  4 (36  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  .توفيق و رستگاري را از خدا بخواهيد  
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   ـ رشتة تجربيمشتق

    آشنايي با مفهوم مشتق: 1درس 

  
  

  خط مماس بر منحني
ي    در يك صفحه باشند، اگـر خـط و دايـره فقـط يـك نقطـه                 d و خط    Cي    فرض كنيم دايره  

ي تمـاس   گوييم و آن نقطه را، نقطه       مي» مماس«گاه خط را بر دايره        مشترك داشته باشند، آن   
  .نامند خط و دايره مي

  . بر دايره مماس استAي  گوييم، خط در نقطه  بناميم ميAطه را اگر اين نق
  

  .هاي زير دقت كنيد به شكل. تواند براي هر منحني دلخواه درست باشد دقت كنيد كه اين تعريف فقط مخصوص دايره است و نمي

              
خط، نمودار را در يك نقطه قطع كرده است ) 3(در شكل . تخط مماس، منحني را در بيش از يك نقطه قطع كرده اس) 2(و ) 1(هاي  در شكل

  .اي بر آن مماس نيست ولي در هيچ نقطه
  

  تعريف مشتق
y بر منحني    Aي     در نقطه  خط  ) 1(در شكل    f (x)    خواهيم شيب خط       مماس است و مي   اول ببينيم كه خط مماس    . نيم را پيدا ك

  .كنيم طور تعريف مي را چه
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f منحني در اين شكل خط . نگاه كنيد) 2(به شكل  (x)ي   را در دو نقطهA و Bقطع كرده است .  

    
كم بـه خـط        كم  حركت كند خط     Aي     به سمت نقطه   Bي    نقطه) 3(حالا اگر مانند شكل     

شود يعني خط مماس حالت حدي خط قاطعي است كـه منحنـي               مماس بر منحني تبديل مي    
براي پيـداكردن   . ي اول حركت كند     ي دوم به سمت نقطه      تابع را در دو نقطه قطع كند و نقطه        

  .كنيم شيب خط مماس هم از همين موضوع استفاده مي
  
  

Bكند برابر      قطع مي  B و   Aي    طع كه منحني را در دو نقطه      دانيم شيب خط قا     مي A
B A

y y
x x




f يا    (x ) f (x )
m x x





2 1
2 1

حـالا وقتـي    .  اسـت  

ــه ــه Bي  نقط ــمت نقط ــه س ــيAي   ب ــت م ــوييم     حرك ــه بگ ــت ك ــل آن اس ــد مث xكن x2 ــد   1 ــر ح ــاس براب ــط مم ــيب خ ــس ش ، پ

x x

f (x ) f (x )
lim x x


2 1

2 1
2 1

 در حـال    x2چـون  (xتـوانيم بنويـسيم        مـي  x2ي متحرك است و در نتيجه به جاي            يك نقطه  Bي    نقطه.  است 

پس شيب خط مماس برابر ) حركت است
x x

f (x) f (x )
lim x x




1

1
1

  . مشتق را تعريف كنيمتوانيم حالا مي.  استmمماس

fاگر در تابع  (x) حاصل حد 
x x

f (x) f (x )
lim x x


1

1
1

fآن را مشتق تابع ) يعني برابر عدد مشخصي شود( وجود داشته باشد  (x)ي   در نقطه

x1 ناميم و با       ميf (x ) يعني  . دهيم   نشان مي  1
x x

f (x) f (x )
f (x ) lim x x

 
1

1
1

1
f و مقدارش برابر شيب خط مماس بر منحني تابع            (x) 

  . استx1ي  در نقطه
AB  :باشد، يعني ي تماس مي ي تماس برابر شيب خط مماس بر منحني در نقطه مشتق تابع به ازاي طول نقطه

B A
m lim m f (x )


  1  

fبا توجه به شكل مقابل : 1تست  ( )    كدام است؟2

1 (3  
2 (1  

3 (3
3  

4 (2
2  
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fبا توجه به شكل مقابل، حاصل : 2تست  ( ) f ( )2   ؟كدام است2

1 (10 3
3  

2 (3 33  

3 (3 3  

4 (4 3  

  .شده به كمك تعريف مشتق پيدا كنيد شيب خط مماس بر منحني توابع زير را در نقاط خواسته: 3سوال 

  f (x) x ; x 2 2  

  
  
  

  f (x) x ; x 3 2  

  
  
  

  f (x) x ; x  4  

  
  
  



 
 
 

salamianriazi  4 

  علامت هستند؟ يك از نقاط زير مقدار تابع و مقدار مشتق، هم رو، در كدام با توجه به نمودار روبه: 4تست 
1 (A  
2 (B  
3 (C  
4 (D  

  
  
  
  
  
  

   شيب خط مماس در هر نقطه باشد، كدام گزينه درست است؟mاگر . رو است  به صورت روبهfپذير  نمودار تابع مشتق: 5تست 
1 (D A B Cm m m m    
2 (A D B Cm m m m    
3 (D A C Bm m m m    
4 (A D C Bm m m m    

  
  
  
  
  
  

  ترين مقدار خود را دارد؟ شده روي شكل، مشتق كم در كدام نقطه از نقاط مشخص.  به صورت زير استfپذير  نمودار تابع مشتق: 6تست 
1 (A  
2 (B  
3 (C  
4 (D  
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  ي حد تعريف مشتق و محاسبه

ي     از رابطه  x1ي     در نقطه  fگفتيم مشتق تابع    
x x

f (x) f (x )
f (x ) lim x x

 
1

1
1

1
شود به شكل ديگري هم      اين تعريف را مي   . آيد   به دست مي   

xاگر فرض كنيم . بنويسيم x h 1 داريم x x h 1 و وقتي x x h يعني 1 0پس ،:  

  
h

f (x h) f (x )
f (x ) lim h

   1 1
1 0

  

  
h

f (x h) f (x )
f (x) lim h

   1 1
0

     

با استفاده از تعريف     
h

f (x h) f (x)f (x) lim h

  
0

 اگر از ما بپرسـند مـشتق        مثلاً. ها را حساب كنيم      بعضي از تابع   تابع مشتق توانيم     مي 

f (x) x   :بايد تعريف را بنويسيم) اي، يعني به صورت كلي و نگويند در چه نقطه( را بيابيد 2

  
h h

(x h) x xf (x) lim limh 

   
2 2 2

0 0
xh h x  2 22

h h h

h ( x h)xh hlim lim lim x h xh h h  

    
2

0 0 0
22 2 2  

fگفت مشتق     اگر مي  (x) x xي     رو توي مثلاً نقطه    2  يد بهتر بود از تعريف مشتق در نقطه، يعني           حساب كن  2
x x

f (x) f (x )
lim x x


1

1
1

 

  .كرديم استفاده مي

fپس مشتق    (x) x f هميشه به صورت     2 (x) x   است يعني شما هر عددي دوست داري جاگذاري كن و مشتق رو توي اون نقطه به         2

fمثلاً مشتق . دست بيار (x) x x در نقاط 2 , , 1 2 f به ترتيب 3 ( ) ( )  1 2 1 2 ،f ( ) ( )  2 2 2 f و 4 ( ) ( )  3 2 3   . است6
  

ا همـان  ي ـقدار شيب خط ممـاس      ولي با كمك تعريف اول، م     . كنيم كه ضابطة مشتق را بخواهيم       از تعريف دوم زماني استفاده مي     معمولاً  
xرا در نقطة مشتق مقدار  x   .كنيم  محاسبه مي1

fاگر : 7تست  ( ) 1  باشد، حاصل 2
h

f ( ) f ( h)lim h

 
0

1 1
   كدام است؟3

1 (2
3  2 (3

2  3 ( 2
3  4 ( 3

2  
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x در fاگر مشتق تابع  aگاه  موجود باشد، آن:  
h

f (a mh) f (a nh) m nlim f (a)kh k

    
0

  

  كند؟ يك با بقيه فرق مي حاصل كدام: 8تست 

1 (
h

f ( h) f ( h)lim h

  
0

2 3 2
2  2 (

h

f ( h) f ( )lim
h

 
0

2 2
1
2

  

3 (
h

f ( h) f ( h)lim h

  
0

2 2 5
2  4 (

h

f ( h) f ( h)lim h

  
0

2 2 5
2  

  
  
  
  
  
  
  
  

fاگر : 9تست  ( ) 2 گاه حاصل  ، آن4
h

f ( ) f ( h)lim h

 
0

2 2 3
   كدام است؟2

1 (6  2 (6-  3 (3  4 (3-  

  
  
  
  
  
  
  

پذير باشد و   مشتقfاگر تابع : 10تست 
h

f (x h) f (x h)lim xh

   
0

fه گا ، آن2 ( )   )سراسري رياضي(   كدام است؟4

1 (2
3  2 (4

3  3 (4  4 (2  
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x در fدر شكل مقابل، خط مماس بر منحني : 11تست   حاصل .  رسم شده است1
h

f ( h) f ( )lim h

 
0

1    است؟ كدام1

1 ( 3
2    2 (2  

3 ( 2
3    4 ( 1

2  

  
  
  
  
  
  

اگر : 12تست 
x

f (x) f ( )lim
x



22
2

4
 باشد، حاصل 5 برابر 

h

hf ( ) f ( h)
lim

h h

  

 30

2 22
10

   كدام است؟

1 (2  2 (1-  3 (3  4 (4  

  
  
  
  
  
  
  
  

0تعريف مشتق هميشه به شكل يك حد        
 fبه شرط آن كه     (ي هوپيتال استفاده كنيم       توانيم از قاعده     است پس براي رفع ابهام آن مي       0

ر، نسبت به متغيري اي كه بايد به آن خيلي دقت كنيد، اين است كه هنگام هوپيتال گرفتن از صورت و مخرج كس فقط نكته). پذير باشد مشتق
  .كند ميل مي) يا هر چيز ديگر(گيريم كه دارد به سمت صفر  مشتق مي

x در fاگر تابع : 13تست  1پذير و   مشتق
h

f ( h)lim
h h

 
 20

1 2 f باشد، حاصل 4 ( ) f ( )1    كدام است؟1

1 (2  2 (2  3 (4  4 (4  
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fاگر : 14مثال  ( ) 3 پذير باشد، حاصل حد   تابعي مشتقf باشد و 2
x

f ( x)lim x


1

3 2
6 f چند برابر 6 ( )    است؟3

0بيني كه جواب حد  خوب مي: پاسخ
مبهم   :شه  مي0

x

f ( )lim


  
 1

3 2 2 2 0
6 6 6 6 0  

  :زنيم ، هپ ميxواسه رفع ابهام نسبت به 
x

f ( x)lim f ( ) f ( )


     
1

3 3 0 3 13 36 6 2  

f)راستي  ( x)) f ( x) 3 3 fمثل .  است3 (x f):  كه داشتيم2( (x )) xf (x ) 2 22  

  
  

  ي مشتق روابط محاسبه: 2درس 
  ي از توابعي مشتق بعض محاسبه

fتابع ثابت ) 1 (x) cپس .  به صورت خط افقي است كه شيب آن صفر استf (x) 0باشد  مي .  
fمشتق تابع ) 2 (x) ax b  برابر a است يعني f (x) a  كه aهمان شيب خط است .  

f  :مثلاً (x) x f (x)   2 6  

  xf (x) f (x)  2  

  f (x) x f (x)    

mf(x)مشتق تابع ) 3 x به صورت mf (x) mx     .  است1

f  :مثلاً (x) x 2  

  f (x) x 3  

  f (x)
x

 2
1  

  f (x)
x

 3
1  

  f (x) x 5 3  

  f (x)
x

 3
1  

kfيعني مشتقِ . شود اگر عددي پشت تابع ضرب شده باشد، عيناً پشت تابعِ مشتق نيز ضرب مي) 4 (x) برابر است با kf (x).  

  f (x) x 73  

  f (x) x 3 25  

  f (x)
x

 2
3  

  f (x) x 2 5  

  f (x) x  3 2 3 72  
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  .ها جداگانه مشتق بگيريم و علامت جمع و تفريق هم بذاريم باشه ها جمع و تفريق داشته باشيم كافيه از هر كدوم از تابع اگر بين تابع) 5

  f (x) x x 3 2  

  f (x) x x x  26 7  
  .) هستندx توابعي برحسب v و u. (آيد ي زير به دست مي اگر دو تابع در هم ضرب شده باشند، مشتق حاصل ضربشان از رابطه) 6

     ¢Tz¶¢Tz¶ j¼i j¼iÂ¶»jÂ²»H Â¶»j Â²»H

y u v y u v v u          

  . ر خود اوليي مشتق دومي د مشتق اولي در خود دومي به علاوه: به زبان فارسي

  f (x) (x )( x x x )   2 3 2 51 7 5  
  
  :كنيم ها به صورت زير عمل مي ي مشتق تقسيم آن اگر دو تابع به هم تقسيم شوند براي محاسبه) 7

  u u v v uy yv v
    2  

u و v توابعي برحسب  xهستند .  
  .سيم بر مخرج به توانِ دومشتق صورت در خود مخرج منهاي مشتق مخرج در خود صورت تق: به زبان فارسي

  u u v v uf (x) f (x)v v
    2  

¶Rn¼Å¢Tz  :به زبان فارسي Zoh¶ j¼i Zoh¶ ¢Tz¶ Rn¼Å j¼i
Zoh¶

( ) ( ) ( ) ( )f
( )

    2  

x  :مثلاً xf (x)
x x


 

2
2

2 7
3 9 5

  

  ( ( x) )( x x ) ( ( x) )( x x)f (x)
( x x )

      
 

2 2

2 2
2 2 7 3 9 5 3 2 9 2 7

3 9 5
  

  xf (x) x



2 5
6 9  

  

  xf (x) x



5 7
1  

  

  xf (x) x



7
2  

  

axلت كلي مشتق تابع هموگرافيك در حا bf (x) cx d



ad به صورت  bcf (x)
(cx d)

 
   . است2

  :دار شروع بشن يعني اين غلطهxجون هر كي دوست داري فقط وقتي از اين فرمول استفاده كن كه صورت و مخرج با عبارتِ 

   ( )( ) ( )( )xf (x) f (x)x ( x )
     

  2
1 7 6 21 2

6 7 6 7
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)  :درستش اينه )( ) ( )( )xf (x) f (x)x ( x )
      

  2
2 7 6 12 1

6 7 6 7
  

fيادته كه مشتق . حالا يه چيزه باحال (x) x   آورديم؟  رو چطوري به دست مي1

  f (x) x f (x) ( )xx x
       1 2

2
1 11  

  :تونيم به دست بياريمش ولي از راه مشتق كسري هم مي

  f (x) f (x)x
  1  

  
  :ولي در حالت كلي يادت باشه كه

kت يك عدد اس    .k kf (x) f (x)x x
   2  

  f (x) x 2  

  

  f (x) x
 3  

  
  : است قرار بگيرد، در اين صورت داريمx كه عبارتي برحسب u عبارت xهاي مشتق به جاي  اگر در تمام فرمول

  n ny u y nu u     1) 1  

  uy yu u
   2

1) 2  

  uy u y
u
  

2
) 3  

  uy u y
u

  3
3 23

) 4  

  n
n n

uy u y
n u 

  
1

) 5  

auشبيه هموگرافيك    b ad bcy y (u )cu d (cu d)
    
  2) 6  

  :دست آوريد مشتق توابع زير را به: 15 مثال

  y (x x )  2 73   الف (1
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  y (x x )  2 65   ب (1
  
  

  y f (x)   پ (3
  
  

  y x 4   ت (2
  

  y x x 2   ث (3
  

  xy x



2 1
3   ج (2

  
  

  y f (x)) چ  
  
  

  xy
x




2

2
3 1

1
  ح (

  
  

  xy
x



5 1
3 2

  خ (

  
  

fمشتق تابع   : 16تست   (x)y g(x)  ي     در نقطهx 1   اگر  .  است 3 برابرf ( ) 1 0  ،f ( )  1 g و   4 ( ) )g موجود باشد، مقـدار      1  كـدام   1(

  )سراسري تجربي(  است؟

1 ( 4
3  2 ( 2

3  3 (3
4  4 (4

3  
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xfمقدار مشتق تابع : 17تست  (x)
x


1

x در      كدام است؟5

1 (3
16  2 (3

32  3 (5
16  4 (5

32  

  
  
  
  
  

fمشتق : 18تست  (x)

x




1
11

   به چه صورت است؟

1 (
x

1
11

  2 (

x
 2

1
11

  3 (

x
 2

1
1  4 (

(x ) 2
1
1

  

  
  
  
  
  

xfمشتق تابع : 19تست  (x) x x



3 3 1
x در نقطة 2  398تجربي خارج از كشور (  ، كدام است؟(  

1 (2
3  2 (3

4  3 (4
3  4 (3

2  

  
  
  
  
  

)مشتق عبارت : 20تست  x )x  3 2 x به ازاي 216  888سراسري (   كدام است؟(  

1 (2  2 ( 1
2  3 (1  4 (1  
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xمقدار مشتق تابع با ضابطة : 21تست  xf (x) ( )x



2 23 2
3 x در نقطة 5  299سراسري تجربي خارج از كشور (  ؟، كدام است(  

1 (3  2 (4  3 (5  4 (6  
  
  
  
  
  
  
  
  

xمشتق تابع با ضابطة : 22تست  xf (x) ( )
x x




3 2 3
2

x، در نقطة 2    )99سراسري تجربي (  ، كدام است؟2

1 ( 3
4  2 ( 5

4  3 ( 5
2  4 (15

4  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

fفرض كنيد : 23تست  (x) cos ( x) ax b  3 22 ،
x

f (x)lim x


0
 و 0

x

f (x)lim x




0
aمقدار . 2 b؟ كدام است  

  )1400سراسري رياضي (  
1 (8  2 (6  3 (4  4 (8  

xـ چون   » 2«گزينة  : پاسخ 0       ارزي    ، پس حق داريـم از هـمn nucos (u) 
2

1 2    ارز تـابع      ابتـدا هـم   .  اسـتفاده كنـيمf    را در x 0 

)  :نويسيم مي x)f (x) cos ( x) ax b ( ) ax b x ax b (a )x b             
2

3 2 2 2 2 23 22 1 1 6 6 12  

fابطة ض كنيم  را هم حساب مي:  f (x) (a )x  2 6  

  :گيريم شده، كمك مي حالا از دو حد داده
x x

f (x) (a )x (b )lim lim b bx x  

          
2

0 0

6 10 0 1 0 1) 1  

bاگر  1شد نهايت مي شد، حاصل حد، بي  صفر نمي.  
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x x

f (x) (a ) xlim lim (a ) ax x  

        
0 0

2 62 2 2 6 2 7) 2  

a  :پس b ( )    7 1 6  
)S تابعي درجه دوم و مختصات رأس آن fاگر : 24تست  , )1 f و 2 ( ) 2 fگاه   باشد، آن4 ( ) 4كدام است؟   
1 (4-  2 (2-  3 (4  4 (1-  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

f)حاصل . ده است در زير رسم شg و fنمودار دو تابع : 25تست  .g) ( )    كدام است؟3
  صفر) 1
2 (1   

3 (2  
4 (2-  
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fگاه مشتق   باشد آنx، عبارتي برحسب uاگر  (u)شود رو محاسبه مي روبه ل به شك:  y f (u) y u f (u)      
  :هاي زير دقت كنيد به مثال

  xy f ( ) 2  

  y f (x ) 2  
  y f ( x)  

  y f (x x) 3 5  

nfتوان ثابت كرد كه مشتق تابع  مي (x) u كه در آن u عبارتي برحسب x يعني ( استu تو دلش xشود به صورت زير حساب مي)  داره:  

  n nf (x) u f (x) nu u     1  

  :مثلاً
nun u

f (x) (x x) f (x) ( x )(x x)





     
1

2 7 2 63 7 2 3 3  

  f (x) ( x ) f (x) ( )( x )    6 52 3 6 2 2 3  
  

xfي  در تابع با ضابطه: 26تست  (x) ( )x



32
2 ، حاصل 3

x

f (x) f ( )lim x


2

2
  )95سراسري (   كدام است؟2

1 (21  2 (18  3 (12  4 (15  
  
  
  
  
  
  

xfدر تابع با ضابطة : 27تست  (x) x



1
5 ، حاصل 2

x

f (x) f ( )lim x


4

4
  )98تجربي سراسري (  ، كدام است؟4

1 (4
9  2 (5

12  3 (7
12  4 (5

6  
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xfي  در تابع با ضابطه: 28تست  (x) x



4 5
، حاصل 3

h

f ( h) f ( )lim h

 
0

1   )95سراسري خارج (   كدام است؟1

1 (7
48  2 (5

24  3 (7
24  4 (7

16  

  
  
  
  
  

xfدر تابع با ضابطة : 29تست  (x)
x

  ، حاصل 1
h

f ( h) f ( )
lim h

 

0

1 1
4   )98تجربي خارج از كشور (  ، كدام است؟4

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
  
  
  
  
  
  
  

  )ساده سپس(گيري  سازي و سپس مشتق ساده
  .شده مشتق بگيريم توانيم ابتدا آن را ساده كرده سپس از تابع ساده شدن باشد، مي اگر تابعي قابل ساده

xyمشتق تابع : 30تست 
x x




3 2
3

x به ازاي 1 1كدام است؟   

1 ( 1
3  2 (1

3  3 (1
9  4 ( 1

9  
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xتابع مشتق : 31تست  x xf (x)
x

 
 

2 2
1 2

x در      كدام است؟4

1 (1  2 (1) 3  صفر
4  4 (2  

  : فاكتورگيري كنيمxكافي است در صورت كسر از : پاسخ
x ( x )

f (x)
 


1 2

x 1 2
x  

fاز حالا  (x) xگيريم  مشتق مي:  f (x) f ( )
x

    1 1 14 42 2 4
  

xمشتق تابع : 32تست  x xf (x)
x x
 
 

3 2 3
3 3 1

   كدام است؟

1 (
x3

2
3

   2 (x

x3 2
2

3
  3 (

x3 2
2

3
  4 (x

x3
2

3
  

x3كافي است در صورت كسر از : اسخپ x3يعني به ( فاكتورگيري كنيم 2   ): تقسيم كنيم2

  
x ( x x)

y
 


3 2 3 3 1

x x 3 3 1
x x 

2
3 2 3  

y  :كنيم گيري مي شده مشتق حالا از ضابطة ساده x x
x

x

 
    

2 113 3
1 3
3

2 2 2 2
3 3 3

3
  

yمشتق تابع : 33تست  ( x x ) ( x x )      3 24 1 4 x در 1 0كدام است؟   

1 (9
4  2 (27

4  3 ( 27
4  4 ( 9

4  

  
  
  
  
  
  

xfاگر : 34تست  (x) x



1
x و 2 xg(x)

(x ) x
 
 

2 4 4
1 1

fند، حاصل  باش (x)g(x) g (x)f (x)  به ازاي x 1كدام است؟   

1 ( 1
4  2 (1

4  3 (1
2 2

  4 ( 1
2 2
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xاگر : 35تست  xf (x) x
 


3 2 1
xg(x) و 1 x




2
f باشد، حاصل 1 (x) g (x) برابر است با  :(x ) 1  

1 (x2  2 (x
x 

22
1  3 (x

x



2 1
1  4 (x2  

  
  
  
  
  
  
  

fاگر : 36تست  (x) ( x x)  2 g(x) و 51
( x x)


 2 5

1
1

f، مقدار  (x)g(x) f (x)g (x) كدام است؟   

  2) 4  1) 3  صفر) 2  -1) 1
  
  
  
  
  
  
  

xfاگر : 37تست  (x) x sin x


x و  sin x xsin xg(x) x
 



2 2 2
ffگاه  ، آن1 g g f  x به ازاي 22     كدام است؟1

1 (1
2  2 (1

4  3 ( 1
4  4 (1  

ffاگر توجه كنيد : پاسخ g g f  f همان مشتق 22 .g2است، پس :  

  x(x sin x) (x sin x)x x xy (f .g) (( ) . ) ( . ) ( )x sin x x x x(x sin x) (x )
        

    

2 2 12 2
2 2

1 1
1 1 1 41

  

xاگر : 38تست  xf (x) x
 


2 1
g(x) باشد، مشتق تابع 1 xf (x) (x )f (x)  22 x در 1    )99چي رياضي  قلم(   كدام است؟4

1 (12  2 (18  3 (24  4 (48  

g(x)  »3«گزينة : پاسخ ((x )f (x)) 2 1  

  x x(x )f (x) (x )( ) (x )(x x ) xx
         


22 2 2 311 1 1 1 11  

  g(x) (x ) x g (x) x g ( )         3 21 3 6 4 24  
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xي  بررسي مشتق در نقطه aي   در توابعي كه به ازاي نقطهx aعاملِ صفركننده دارند ،  
fدر توابع به صورت    (x) g(x) h(x)  در صورتي كه g(a) 0 ي   باشد، براي محاسـبهf (a)    كافيـست فقـط از تـابع g(x)  مـشتق 
fي  در واقع براي محاسبه.  ضرب كنيمh(x)گرفته و آن را در  (a)بايد از عامل صفرشونده مشتق گرفته و آن را در بقيه عوامل ضرب كنيم .  

  : 39مثال 

  y (x x)(x ) ( x ) y ( ) ?    2 3 72 1 2 5 2  
  
  
  

  y (x )(x ) (x ) y ( ) ?    1 2 8 2  
  
  
  

x)مشتق تابع : 40تست  ) xf (x)
( x )
 



5

4
1 3 2

5 3
xي   در نقطه 1سراسري رياضي(   كدام است؟(  

1 (1
16  2 (1

8  3 (3
40  4 (5

16  

  
  
  
  
  
  
  

fاگر : 41تست  (x) (x x ) x x   32 22  باشد، حاصل 7
h

f ( h) f ( )lim h

   
0

1   )92سراسري رياضي (   كدام است؟1

1 (6  2 (3  3 ( 3
2  4 ( 3

4  
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x)اگر : 42تست  )h(x)f (x) ( x )h( x )


 
1

2 1 2 f باشد، 1 ( ) 1 كدام است؟ (h( ) ) 1   )تجربيسراسري (  0

1 (2-  2 (1-  3 (1  4 (2  
  
  
  
  
  
  
  

xfمشتق تابع : 43تست  (x)
x x


  

10
5 5

x در  099چي رياضي  قلم(   كدام است؟(  

1 (10  2 (5
2  3 (5  4 (5  

  :كنيم تر مي ـ ابتدا ضابطة تابع را ساده» 4«گزينة : پاسخ

  x( x x)x x xf (x) ( ) f (x) ( x x)xx x x x
          

     
10 5 510 5 5 5 5 525 5 5 5

  

  f (x) ( ) f ( ) ( )
x x

        
 

1 1 1 1 55 0 5 5
2 5 2 5 2 5 2 5 5

  

v(xاگر  : روش دوم  ) u(x ) 0 0 x در   uپذيري تابع      باشد، با فرض مشتق    0 x h، براي مشتق تابع     0 u . v   در x x تـوانيم     مـي  0
h  :بنويسيم (x ) u (x ) . v(x ) 0 0 0  

  : نكته داريمبا توجه به اين. يعني كافي است از عامل صفركننده، مشتق بگيريم

  f ( )   
  

10 100 5
5 0 5 0 2 5

  

g(x)رو، اگر   در شكل روبهfبا توجه به نمودار تابع : 44تست  (x )f (x )  2 1 g باشد، حاصل 1 ( )   ؟ كدام است1
1 (10  
2 (8      

3 (6  
4 (4  
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  مشتق تابع مركب
  : مشتق دارد و داريمx در fogگاه تابع  پذير باشند، آن  مشتقg(x) در f و تابع x در gاگر تابع 

  y f (g(x)) y g (x)f (g(x))      
y  : داريمgofو به طور مشابه براي  g(f (x)) y f (x)g (f (x))      

f در g و تابع x در fكه در اين حالت بايد، تابع  (x)پذير باشد  مشتق.  

fاگر  : 45 مثال (x) x x 2 و g(x) x  y، مشتق تابع 2 (fog)(x) را نقطة x    . حساب كنيد7
y  :پاسخ f (g(x)) y g (x)f (g(x))      

f را پيدا كنيم و در ضابطة g و fالان بايد مشتق  (x) به جاي x ،هاg(   :ها را قرار دهيم، ببينيد7(

  xy g (x)f (g(x)) g ( )f (g( ))     7 7 7  

  

xg(x) x g (x) g ( )
x

g( ) f (g( )) f ( ) ( )
f (x) x

         
             

71 1 12 7 62 2 2 9
7 7 2 9 3 7 3 2 3 1 7

2 1

  

y  :پس g ( )f (g( ))     1 77 7 76 6  

اگر : 46تست 
x

g(x) g( )lim x

 
2

2 3
2 f و 2 (x) x  gof)گاه   باشند، آن25 ) ( )   )سراسري رياضي خارج از كشور(   كدام است؟1

1 ( 3
4  2 ( 1

2  3 (1
2  4 (3

2  

  
  
  
  
  
  
  

fاگر : 47تست  (x) x
  f، مشتق تابع 1 (x x )    )سراسري رياضي خارج از كشور(   كدام است؟21

1 (x x   21  2 (x x  21  3 (
x 2

1
1

  4 (x 21  
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xg(x)اگر : 48تست  x



2 1
(fog) و 1 ( ) 2 f باشد، 6 ( )   )98تجربي سراسري (   كدام است؟5

1 (2-  2 (1-  3 (2  4 (3  
  
  
  
  
  
  
  

xfاگر : 49تست  (x)
x




3
3
2

1
g(x) و  x 3 f باشد، حاصل 1 (g(x))g (x) 92رياضي (   كدام است؟(  

1 (x
3  2 (

x2
3  3 (x

1
3  4 (x

x

2
3  

  
  
  
  
  
  

x در fاگر تابع : 50تست   پذير و   مشتق4
x

f (x)lim x

 
4

7 3
4 fگاه مشتق   آن2 ( x)

x
x در 2    )96سراسري رياضي (  ؟ كدام است2

1 ( 1
4  2 ( 1

2  3 (1
4  4 (1

2  

  
  
  
  
  
  
  

  مشتق توابع شامل قدرمطلق
xي دلخواه     ي مشتق و يا مشتق راست و يا مشتق چپ اين نوع از توابع در نقطه                 براي محاسبه  a          ابتدا بايد عبارت داخـل قـدرمطلق را در 

حالا اگه توش به ازاي اون نقطه مثبت بشه، خودش مياد بيرون و اگه توش به ازاي اون نقطه منفـي                     . همسايگي آن نقطه تعيين علامت كنيم     

fمثلاً مشتق تابع . گيريه  اش مياد بيرون و حالا وقت مشتق        بشه قرينه  (x) | x x | 32 x بـه ازاي  5 1 در : طـوري بـه دسـت ميـاد      ايـن
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xي  همسايگي نقطه 1اش مياد بيرون شه پس قرينه  توي قدرمطلق منفي مي:  f (x) x x  35 2  
xگيريم و توي مشتق،  حالا مشتق مي 1كنيم  رو جاگذاري مي:  

  f (x) x f ( )       25 6 1 5 6 1  
fمشتق تابع : 51تست  (x) | x | | x | | x |      1 2 50 در نقطة x  7   ؟ برابر كدام است3
1 (28  2 (27  3 (26  4 (25  

  
  
  
  
  
  
  

اگر : 52تست 
x

f (x) f ( )lim x

  
2

2 1
2 f، مشتق 3 ( | x | ) xي   در نقطه3  1كدام است؟   

1 (1
6  2 (1

12  3 ( 1
6  4 ( 1

12  

  
  
  
  
  
  
  

fاگر : 53تست  (x) x | x | 4 1
5 g(x) و 5 x | x | 4 باشند، مشتق تابع fog94سراسري (   كدام است؟(  

  .مشتق ندارد) 4  4) 3  3) 2  2) 1
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  خط مماس: 3درس 
  خط مماس بر منحني از يك نقطه روي آن

fگفتيم مقدار مشتق تابع      (x)  ي     در نقطهx1           برابر است با شيب خط مماس بر منحني تابع f   در آن 
  .نقطه

yي خط مماس بر منحني        پس براي نوشتن معادله    f (x)  اي مانند      در نقطهM    به طول x1  كافي 
ــت  mاسـ f (x ) ــه 1 ــيم و معادلـ ــدا كنـ ــه    را پيـ ــتفاده از رابطـ ــا اسـ ــاس را بـ ــط ممـ ي  ي خـ

y f (x ) f (x )(x x )  1 1   . بنويسيم1
خواهيم   مي. تر بنويسيد يك مثال حل كنيم       ي مماس را سريع     رسد حرف ديگري نمانده ولي بگذاريد براي آن كه ياد بگيريد معادله             به نظر مي  

xfتابع  ي خط مماس بر منحني        معادله (x) x



2 1
xاول  .  واقع بر منحنـي بنويـسيم      4اي به طول       را در نقطه   2  گـذاريم تـوي       را مـي   4

f. كنيم ي تابع و عرض نقطه را پيدا مي ضابطه ( )  94 ) پس مختصات نقطه شد 2 , )94 yگيريم   حالا مشتق مي2
(x )
 
 2

5
2

 ،x   را 4

m: گذاريم توي مشتق تا شيب مماس به دست آيد مي  5
  :توانيد بكنيد ي مماس دو تا كار مي  حالا براي نوشتن معادله4

y  :از همان فرمول بالا استفاده كنيد) 1 (x ) y x y x y x               9 5 5 9 5 194 5 4 5 382 4 4 2 4 2  

  .ها معمولاً با اين شكل معادله سروكار داريد علت اين كه معادله را ساده كرديم، اين است كه در گزينه
  .)اين راه كاملاً اختياري است. (تر بنويسيم ي خط را سريع شده ي ساده يك راه ديگر داريم كه معادله) 2

)فرض كنيد مختصات نقطه به صورت        , )   ب خط برابر     و شيam b  ي خـط را بـه صـورت           معادلـه .  اسـتby ax ?     بنويـسيد و 

)مختصات  , ) را در آن قرار دهيد تا طرف ديگر تساوي به دست آيد .  

)جا مختصات نقطه بود  در اين , )94 m و شيب هم 2   5
y  : پس4 x ? ( ( ) ( ) ) y x       94 5 4 5 4 38 4 5 382


  

fخط قائم بر منحني      (x)  ي     در نقطهM             خطي است كه بر خط مماس بر منحني در آن نقطه عمود ،

پس شيب خط قائم برابر . باشد
tIμ¶m
1 يا f (x )  1

ي خط قائم  ابراين براي نوشتن معادلهبن.  است1

اول مختصات نقطه، بعد مشتق و پيدا كردن شيب : كنيم ي خط مماس عمل مي هم مثل نوشتن معادله
  .ي خط قائم مماس، بعد پيدا كردن شيب خط قائم و در آخر هم نوشتن معادله

xfخط مماس بر منحني تابع : 54تست  (x)
x
 5 x در نقطة 4    )99سراسري رياضي (؟كند ها را با كدام عرض، قطع ميy واقع بر آن، محور 4

1 (4  2 (1  3 (2  4 (3  
  
  
  
  

 شود در ذهن انجام بدهيد مي
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yي  خط مماس بر منحني به معادله: 55تست 
x

 3
1
4

)ي   در نقطه , )12   )89خارج (  كند؟ ها را با كدام عرض قطع ميy، محور 2

1 (2
3  2 (5

6  3 (7
6  4 (4

3  

  
  
  
  
  
  
  

xyي  خط مماس بر منحني به معادله: 56تست  x


2

  كند؟ ها را با كدام عرض قطع ميy واقع بر آن، محور 2اي به طول   در نقطه1

  )سراسري رياضي خارج از كشور(  4) 4  2) 3  1) 2  صفر) 1
  
  
  
  
  
  
  
  
  

yي    خط مماس بر منحني به معادله     : 57تست   x x 3 xاي به طول       در نقطه  2 1     ي ديگـر      نـي را در نقطـه      واقع بـر آن، منحA   قطـع 
  )87خارج (   كدام است؟Aعرض . كند مي

1 (3  2 (2  3 (2  4 (3  
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  تعيين نقاطي از منحني كه مماس بر منحني در آن نقطه داراي شيب معلوم باشد
  .دهيم تق را برابر شيب خط مماس قرار ميبراي تعيين اين نقاط از منحني مشتق گرفته و مش

yمماس بر منحني : 58مثال  x x x  3 23   ها است؟x در چه نقاطي موازي محور 9
  
  
  
  
  

yخط به معادلة    : 59تست   x 3 x در نقطة    2  y بر منحني پيوستة     2 f (x) حاصل  . ماس است  م
x

f (x) f (x)lim x




2

2
4
 كـدام   2

  )95سراسري رياضي (  است؟
1 (3  2 (6  3 (12  4 (15  

  
  
  
  
  
  
  

xfدر تابع با ضابطة     : 60تست   (x) x



4 5
] و دامنة    1 , ]0 ه خطي است كه ابتدا و انتهاي منحني را ب           خط مماس بر نمودار آن موازي پاره       8

  )98خارج تجربي (  ؟كند ها را با كدام عرض قطع ميyاين خط مماس، محور . كند هم وصل مي
1 (2-  2 (5/1-  3 (1-  4 (5/0-  
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) معمـولاً مـضاعف   (ي مكـرر      ها ريـشه    ي تلاقي آن    معادله) ي تماس را نداريم     طول نقطه (اگر يك خط و يك منحني بر هم مماس باشند           
  :تواند رخ دهد دو حالت زير ميجا  در اين. دهد مي
ي تلاقي، درجه دوم باشد، بايد  اگر معادله) 1 0قرار دهيم .  

yاگر خط : 61تست  x a 4 بر منحني y x x  2 2   )97مشابه خارج تجربي (   كدام است؟a مماس باشد، مقدار 3
1 (1  2 (1  3 (2  4 (2  
  :نويسيم ي مضاعف را مي دهيم و شرط وجود ريشه ي خط و منحني را قطع مي معادله: ـ روش تلاقي» 3«ي  گزينه: پاسخ

  
y x x x x x a x x ( a) ( a)
y x a

a a

                    
 

     

2 2 22 3 2 3 4 2 3 0 0 4 4 3 0
4
8 4 0 2

  

  .گويند ي تماس مي ، طول نقطهxبه اين . آوريم  را به دست ميxكنيم و  ي جديد را حل مي گذاريم و معادله مشتق هر دو را مساوي مي) 2
  :روش دوم سؤال قبل رو ببينيد. دهيم هايشان را مساوي قرار مي كنيم و عرض  را در منحني و خط جاگذاري ميxاين 

  nHmM Á»Iv¶»nIÀ¢Tz¶y x x y x x x x
y x a y

              
   

2 2 3 2 2 2 2 4 2 2 1
4 4

  

xبه  1گويند ي تماس مي  طول نقطه.  
xحالا  1هاشون رو مساوي قرار بده  رو توي منحني و خط جاگذاري كن و عرض:  

خلاص   
Â¹d¹¶nj

Á»Iv¶IÀÆoø
ôinj

x y
a a

x y a

           
    

1 1 2 3 6 6 4 2
1 4

  

 يعني تلاقي و سپس 1 هميشه كارآمده ولي روش 2روش  0باشه2ي تلاقي درجه  خوره كه معادله  وقتي به درد مي .  

yي   خط به معادلهbزاي كدام مقدار به ا: 62تست  x b  3 بر نمودار تابع y x x 3    مماس است؟23
1 (2  2 (1  3 (1  4 (2  
  :كنيم ده ميرو هستيم از مشتق استفا ـ چون با يك تابع درجه سوم روبه» 3«ي  گزينه: پاسخ

  nHmM Á»Iv¶»nIÀ¢Tz¶y x x y x x x x x x
y x b y

              
     

3 2 2 2 23 3 6 3 6 3 3 6 3 0
3 3

  

xي تماس  طول نقطه   x (x ) x        2 22 1 0 1 0 1  

خلاص   
Â¹d¹¶nj

Á»Iv¶IÀÆoø
ôinj

x y
b b

x y b

             
     

1 1 3 2 2 3 1
1 3

  

xمعادلة خط مماس بر نمودار تابع       : 63تست   mxy x
 


2 1
y اي به طول واحد بر روي نمودار، به صورت          نقطهدر   3 x n 4 .  اسـت  3

m مقدار n 1401سراسري (  ؟قدر است چه(  
1 (3-  2 (2-  3 (2  4 (3  
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  :مندان علاقهويژه 
xyدو نقطه بر منحني : 64تست  x




3
y وجود دارد كه مماس در آن نقاط موازي خط 1 x    برابر چقدر است؟فاصلة اين دو نقطه.  است2

1 (5  2 (2 5  3 (2 2  4 (2  
  
  
  
  
  

xمنحني : 65تست  mxy x
 


4 3
   كدام است؟mمقدار . ها مماس استx بر محور 2

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
  
  
  
  
  

fتوان بر تابع  ها ميxحداكثر چند خط موازي محور : 66تست  (x) ax bx c  4    مماس كرد؟2
  صفر) 4  3) 3  2) 2  1) 1

  
  
  
  
  

yخط مماس بر منحني : 67تست  x ax x  3 2 xاي به طول   در نقطه3 1 واقع بر آن، بر منحني y x  aمقدار .  نيز مماس است2
  تواند باشد؟ كدام مي

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
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  پذيري و پيوستگي مشتق: 4درس 

fاگر در تابع پيوسته  (x) حاصل حد 
x x

f (x) f (x )
lim x x


1

1
1

fآن را مشتق تابع ) يعني برابر عدد مشخصي شود( وجود داشته باشد  (x) در 

fناميم و با       مي x1ي    نقطه (x ) يعني  . دهيم   نشان مي  1
x x

f (x) f (x )
f (x ) lim x x

 
1

1
1

1
 و مقدارش برابر شيب خط مماس بر منحني تابع      

f (x)ي   در نقطهx1است .  
fايم و آن را با   پيدا كردهx1ي  ق راست تابع را در نقطهگوييم مشت اگر اين حد را از سمت راست حساب كنيم مي (x )   :دهيم  نشان مي1

  
x x

f (x) f (x )
f (x ) lim x x



 


1

1
1

1
  

fايم و آن را با  ه پيدا كردx1ي  گوييم مشتق چپ تابع را در نقطه و اگر اين حد را از سمت چپ حساب كنيم مي (x )   :دهيم  نشان مي1

  
x x

f (x) f (x )
f (x ) lim x x



 


1

1
1

1
  

 x1ي  گوييم تـابع در نقطـه   هر دو موجود و با هم برابر باشند، مي      ) يعني همان مشتق راست و مشتق چپ      (وقتي مقدار حد راست و حد چپ        
f شود و يا     دام از حدهاي بالا وجود نداشته باشد يا         پذير است و اگر هر ك       مشتق (x ) f (x )  1  x1ي    گوييم تابع در نقطه      باشد، مي  1
  .پذير نيست مشتق

  :هاي زير نگاه كنيد  شكلحالا به. گفتيم كه مقدار مشتق تابع در يك نقطه همان شيب خط مماس بر منحني تابع است
  

      

      

  

   
دو . بـا هـم برابرنـد   ) مماس چـپ  شيب نيم(و مشتق چپ ) مماس راست شيب نيم( پيوسته است و مقدار مشتق راست      x1ي    تابع در نقطه  ) 1

  .پذير و داراي خط مماس است  مشتقx1ي  در امتداد يكديگرند و تابع در نقطه) خط مماس يعني دو نيم(مماس  نيم
تابع هـم مـشتق راسـت دارد و هـم مـشتق چـپ ولـي                 . كند   پيوسته است و مقدار مشتق راست و چپ با هم فرق مي            x1ي    تابع در نقطه  ) 2
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ي   گـوييم نقطـه     سازند و به همين خاطر به ايـن نقطـه مـي              زاويه مي  مماس راست و چپ در امتداد هم نيستند و با هم            نيم. پذير نيست   مشتق
  .اي ي گوشه دار يا نقطه زاويه

 x1ي    ممـاس راسـت داريـم و تـابع در نقطـه              فقط از سمت راست پيوسته و داراي مشتق راست است، پس فقط نـيم              x1ي    تابع در نقطه  ) 3
  .پذير نيست مشتق

پذير   مشتقx1ي  مماس چپ داريم و تابع در نقطه  فقط از سمت چپ پيوسته و داراي مشتق چپ است، پس فقط نيم            x1ي    تابع در نقطه  ) 4
  .نيست

پذير نيست اما   هستند و تابع در اين نقطه مشتق چپ تابع در اين نقطه هر دو برابر  پيوسته است و مشتق راست وx1ي  تابع در نقطه) 5
  .گوييم عطف قائم به اين نقاط مي. خط مماس قائم دارد

پذير نيست اما   هستند و تابع در اين نقطه مشتقر  پيوسته است و مشتق راست و چپ تابع در اين نقطه هر دو برابx1ي  تابع در نقطه) 6
  .گوييم عطف قائم به اين نقاط مي. خط مماس قائم دارد

پذير نيـست و بـه    تابع در اين نقطه مشتق.  است و مشتق راست برابر   پيوسته است و مشتق چپ تابع برابر         x1ي    تابع در نقطه  ) 7
  .ي بازگشتي گوييم نقطه اين نقطه مي

پذير نيست و بـه ايـن         اين نقطه مشتق  تابع در   .  است  و مشتق راست برابر       پيوسته است و مشتق چپ برابر        x1ي    تابع در نقطه  ) 8
  .ي بازگشتي گوييم نقطه نقطه مي

به عبارت ديگر تـابع از هـر سـمت كـه            .  داراي خط مماس است كه در آن پيوسته باشد         x1ي    هاي بالا تابع به شرطي در نقطه        در تمام حالت  
  .پذيري است ني پيوستگي شرط لازم و نه كافي براي مشتقيع. پيوسته نباشد حتماً از همان سمت خط مماس ندارد

ي مزبور به آن وصل كنيم و به سمت آن نقطه ميل   وقتي كه خط مماس قائم داريم كافي است از نقاط نزديك به نقطهبراي تعيين علامت 
  . استهمان علامت ) شود شيب خط مماس اش مي كه حالت حدي(علامت شيب خط قاطع . كنيم

           
  :بندي جمع

  .پذير نيست  در يك نقطه ناپيوسته باشد، در آن نقطه مشتقfاگر ) 1

                     
مشتق چپ و راست، هر دو  (.پذير نيست در آن نقطه مشتق) مماس قائم و يا نيم( در يك نقطه پيوسته باشد و مماس قائم داشته باشد fاگر ) 2

  )نامتناهي

              
  : در يك نقطه پيوسته باشد و مشتق چپ و راست در آن نقطهfاگر ) 3

  ).اي نقطة گوشه(ولي نابرابر باشند ) متناهي(هر دو موجود ) الف
  ).اي نقطة گوشه(يكي متناهي و ديگري نامتناهي باشد ) ب
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  .ها هم بررسي كنيم فتم در مورد ضابطهبياييد مواردي را كه گ

يعني بايد . پذيري، پيوستگي است شرط اصلي مشتق
x a
lim f (x) f (a)


اگر .  باشدf در x aپذير هم نيست  پيوسته نباشد، قطعاً مشتق.  

yمثلاً  [x] و 
x x

y
x x

  


2
1 1

1
x  در 1پذير نيستند چون در اين نقطه پيوسته نيستند  مشتق.  

  

به عبارتي تابع از هر طرف . پيوستگي راست شرط لازم براي وجود مشتق راست و پيوستگي چپ شرط لازم براي وجود مشتق چپ است
  .پذير نخواهد بود كه پيوسته نباشد، از همان طرف مشتق

  اي در نقاط مرزي ضابطهمشتق توابع چند
تابع از هر طرف كه پيوسته . كنيم اي براي تعيين مشتق تابع در نقطه مرزي ابتدا پيوستگي تابع را در اين نقطه بررسي مي در توابع چندضابطه

و مشتق چپ و راست را ها به طور مستقل مشتق گرفته  اگر تابع در نقطه مرزي پيوسته بود، از هر يك از ضابطه. پذير هم نيست نباشد، مشتق
  .پذير خواهد بود اگر مشتق چپ و راست با هم برابر باشند، تابع در نقطه مرزي مشتق. كنيم جداگانه محاسبه مي

xي  ها نقطه در تمام تابع 1كنيم  را بررسي مي:  

  
پذير مشتق

 

nHk£¶
SwHnke
Oake

f ( ) x
f ( ) x





     

     

2
3

3 1 3 2 5
3 1 2 3 5

 پيوستگي 
x x x

f (x)
x x x

   
  

3

2
2 1

3 1 1
) 1  

هاي راست و چپ به طور مستقيم مشتق گرفتيم و در آخر چون مشتق راسـت و چـپ                     تابع هم از راست پيوسته است و هم از چپ، از ضابطه           
  .پذير است برابر شدند، پس تابع مشتق

  
ناپذير مشتق

 

nHk£¶
SwHnke
Oake

f ( ) x

f ( ) x





     
     

3

2

2

2 1 4 1 5

2 1 3 1 4

 پيوستگي 
x x x

f (x)
x x x

   
 

4

3
1

1
) 2  

هاي راست و چپ به طور مستقيم مشتق گرفتيم و در آخر چون مشتق راست و چپ با                   ست پيوسته است و هم از چپ، از ضابطه        تابع هم از را   
  .پذير نيست ولي هم مشتق راست دارد و هم مشتق چپ هم برابر نشدند پس تابع مشتق

  
ناپذير مشتق

 
nHk£¶
SwHnke
Oake jnHkºj¼]»

f ( ) x
f ( )






     
   

3
3 1 2 2 4

2 1
 پيوستگي 

x x x
f (x)

x x x

   
 

2

3
2 1

1
) 3  

تـابع از سـمت چـپ    . ي راست به طور مستقيم مشتق گرفتيم و مشتق راست را پيـدا كـرديم   تابع از سمت راست پيوسته است پس از ضابطه    
اگر به پيوستگي توجه نكنيم . ها مشتق نگيريد حواستان باشد كه بدون توجه به پيوستگي از ضابطه. پيوسته نيست پس مشتق چپ وجود ندارد

  .پذير است گيريم كه تابع مشتق ها مشتق بگيريم به اشتباه نتيجه مي و فقط از ضابطه
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ناپذير مشتق

 
nHk£¶
SwHnke jnHkºj¼]»
Oake

f ( )

f ( ) x




 
   
 

    
2

0
2 1

0 1 3 1 2

 پيوستگي 

x x x

f (x) x x

x x x

  
   


 

2

3

1

1 1

1

) 4  

تق ي چپ مشتق گرفتيم و مقدار مـش         ولي از سمت چپ پيوسته است پس از ضابطه        . تابع از سمت راست پيوسته نيست و مشتق راست ندارد         
  .چپ را حساب كرديم

  
ناپذير  مشتق

nHk£¶
SwHnke jnHkºj¼]»
Oake jnHkºj¼]»

f ( )
f ( )





   
   

2
3 1

3 1
 پيوستگي 

x x x

f (x) x x x

x x

  
   


 

2

4

2 1
1

2 1

) 5  

تابع نه از سمت راست پيوسته است و نه از سمت چپ، پس نه مشتق راست داريم و نه مشتق چپ، باز هم حواستان را جمع كنيد كه قبل از                        
  .يدها مشتق نگير بررسي پيوستگي از ضابطه

ناپذير  مشتق  
SwHnke
nHk£¶ jnHkº
Oake


  
 

2

2
 پيوستگي 

x x x
f (x)

x x

   
 

2

3
1

1 1
) 6  

  
ناپذير مشتق

 

nHk£¶
SwHnke jnHkºj¼]»

Oake

f ( )
x

f ( )





 

     
 
   

0
10 0

2
0 0 5

x پيوستگي  xf (x)
x x

  


0
5 0

) 7  

xتابع در  0 پيوسته است اما چون مشتق راست نامتناهي ( )پذير نيست  شده است، پس تابع مشتق.  

تابع با ضابطة : 68تست 
x x

f (x)
x bx c x

    
    

2

5 2 2
1 22

x، در   2مقدار . پذير است ، مشتقc99سراسري تجربي (  ؟ كدام است(  

1 ( 2
3  2 ( 1

3  3 (1
3  4 (2

3  
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فرض كنيد   : 69تست  
x

f (x) x x
x

  
   
 

1 1
1 1

1 1
g(x) و    x  پـذير    ها مـشتق     در آن  fog يا   gofتعداد عناصر مجموعه نقاطي كه      . 21

  )1400رياضي سراسري (  ؟، كدام استنيست
1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  
    :كنيم  را رسم ميg و fـ نمودار توابع » 3 «گزينة: پاسخ

1 (fogبايد در . دهيم  را تشكيل ميf جاي تمام ،x ،هاg(x)بنويسيم .  

  


!SwnjIº ½nH¼μÀ

!Â¿U

x xg(x)
f (g(x)) g(x) g(x) x x x x

g(x) x x

x , x

x x


                           

      


   
    



2 2

2 2 2 2

2 2

2

1 1 1 1 21 1
1 1 1 1 1 1 1 0 2

1 1 1 1 1 1 0

1 2 2

1 2 2
1

  

    :كنيم  را رسم ميfogنمودار 

هاي  دو نقطه به طول   .پذير نيست ها مشتق  در آنfog، نقطة گوشه هستند و 2
2 (gofدهيم  را تشكيل مي:  

  

( ) x x

g(f (x)) f (x) x x x x
xx

      
             
    

2

2 2 2

2

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1 1 1
0 11 1 1

  

    :كنيم  را رسم ميgofنمودار 

 نقطـه  4، در كـل در  fog و gofپـس دو تـابع   . پـذير نيـست   هـا مـشتق     در آن  gof، نقطـة گوشـه هـستند، پـس          1هاي    دو نقطه به طول   
  .رندناپذي مشتق
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g(x)فرض كنيد : 70تست   ax bx c  2 ،(a )0 و 
g(x) x k

f (x)
g (x) x k


   

پـذير باشـد، حـداكثر      يك تابع مـشتق fاگر .  باشد

b به شرط kمقدار  c a 1400 تجربي سراسري(  ؟ كدام است(  

1 (3
4  2 (1  3 (3  4 (4  

g(x)ـ با توجه به تابع      » 3«گزينة  : پاسخ ax bx c  2    ضابطة تابع f    به شكل ax bx c x kf (x)
ax b x k

    
 

2

2
حالا بـراي   .  است 

  :پذير باشد  مشتقfاين كه تابع 

akپذيري بايد معادلة  با استفاده از شرط پيوستگي و مشتق: راه اول bk c ak b   2 bچون .  ريشة مضاعف داشته باشد2 c a  

cاست، پس  a b و در نتيجه :  ak bk a b ak b ak (b a)k a b          2 22 2 2 0  

  (b a) a(a b) b ab a a ab            2 2 2 20 2 4 2 0 4 4 4 8    ريشة مضاعف0

  b a 4 يا b ab b(b a) b       2 4 0 4 0 0  
  :آيد ميپس معادله به شكل زير در

  k  b ريشة مضاعف 1 ak ak a a(k k )         2 20 2 0 2 1 0  

  k  b ريشة مضاعف 3 a ak ak a a(k k )          2 24 6 9 0 6 9 0  
k برابر است با kبنابراين حداكثر مقدار   3.  

axتابع : راه دوم bx c x kf (x)
ax b x k

    
 

2

2
x در  بايد kپذير، پس  هم پيوسته باشد و هم مشتق:  

  ak bk c ak b ( )    2 2    پيوستگي1

  
ax b x k

f (x) ak b a ( )
a x k

      

2
2 2 2

2
  پذيري  مشتق

  :توانيم بنويسيم مي) 2(و ) 1(با مقايسة 

  ak bk c a ak bk c a       2 22 2 0  

  :مجموع ضرايب اين معادله برابر است با
a

a b c a a a     2 2 2 0  

kهايش برابرند با  پس ريشه 1 و c ak a
 2.  

  :هم صدق كنند) 2(ها بايد در معادلة  از طرف ديگر اين ريشه

  
a c

c aa( ) b a c a a c a c aa


         22 2 2 4 2 5  

cپس 
a  c و در نتيجه مقدار ريشة 5 ak a

 ck  : برابر است با2 a    2 5 2 3  

k برابر است با kپس حداكثر   3.  
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 تابع aبه ازاي كدام مجموعه مقادير : 71تست 
ax x

f (x)
x a x

  
 

2
5 1

1
  پذير است؟  مشتق در 

1 ({ , }2 2  2 ({ }2  3 ({ }2  4 (  
  :كنيم پذيري در نقاط مرزي را بررسي مي ـ اول پيوستگي و سپس مشتق» 4«ي  گزينه: پاسخ

  
nHk£¶
SwHnke
Oake

a
a a a a

a

 
         
  

5
5 5 1 2

1
 پيوستگي 

ax x
f (x)

x a x

  
 

2
5 1

1
  

  
f ( ) a

a
f ( ) x




 
    

1
2

1 2 2
  پذيري  مشتق

؛ نكند به اشتباه    aشود يعني      يافت نمي  aپذيري تابع با هم متفاوت است پس مقداري براي             براي پيوستگي و مشتق    aهاي    چون جواب 
نيم و هم پيوسـتگي را، مخـصوصاً        پذيري را بررسي ك     بايد هم مشتق  . پذيري را بررسي كنيد و جواب غلط بدهيد         فقط پيوستگي يا فقط مشتق    

  .، داشته باشيم»تهي«يا » جواب ندارد«ها  وقتي در گزينه

اگر : 72تست 
x x x

f (x)
xx

   


2 2 1
3 1

، حاصل 
h

f ( h ) f ( h )lim
h

  2 2

20
1 3   )آزمون گزينه دو جامع(   كدام است؟1

1 (16  2 (12  3 (9  4 (15  
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  كند  داخل قدرمطلق را صفر ميx0، وقتي كه x0ي  مطلقي به ازاي نقطهمشتق توابع قدر
  : پيوسته باشدx0ي  چه تابع قدرمطلقي در نقطه چنان

 ريشه عبارت داخل قدرمطلق باشد، بايد عبارت داخل قـدرمطلق را            x0ي    اگر عبارت داخل قدرمطلق به ازاي اين نقطه صفر شود، يعني نقطه           
هـاي راسـت و چـپ را جداگانـه            تعيين علامت كرده و در سمت چپ و راست نقطه موردنظر عبارت را از قدرمطلق خارج كنيم سپس مـشتق                   

  .كنيم بررسي مي

fگفتيم كه   : تذكر (x ) yخط مماس بر منحني  همان شيب    0 f (x)ي   در نقطهx0هـاي راسـت و چـپ در     اگر در تـابعي مـشتق  .  است
f) جداگانه محاسبه شوند، مشتق راست       x0ي    نقطه (x )) راست نقطـه و مـشتق چـپ        دهنده شيب خط مماس بر منحني در طرف            نشان 0

(f (x )) fواضح است كه اگر     .  است x0دهنده شيب خط مماس بر منحني در طرف چپ نقطه              نشان 0 (x ) f (x )  0 ي    تابع در نقطـه    0
x0پذير خواهد بود  مشتق.  

fتابع پذيري  مشتق: 73مثال  (x) | x | 2 xي   را در نقطه1  1بررسي كنيد .  
  
  
  
  
  
  

fي  در تابع با ضابطه: 74تست  (x) x x | x |  1 مقدار f ( ) f ( )  1 3   )90سراسري (   كدام است؟1
1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  

  
  
  
  
  

fي  همشتق چپ تابع با ضابط: 75تست  (x) x   21 xي   در نقطه1 089سراسري (   كدام است؟(  

1 (2
2  2 ( 2  3 ( 2

2  4 (2  
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fاگر : 76تست  (x) x x  3 3 f باشد، 2 ( )   ؟ برابر كدام است1

1 ( 3  2 ( 2  3 (2  4 (3  
  
  
  
  
  
  

  مشتق توابع شامل جزء صحيح
اگر تابع پيوسته باشد، براي محاسبه   . باز هم بايد به پيوستگي تابع در آن نقطه دقت كنيم          براي تعيين مشتق توابع شامل براكت در يك نقطه          

  .كنيم گيري مي مشتق ابتدا حاصل براكت را به ازاي آن نقطه تعيين كرده سپس مشتق

  .توابع شامل براكت در نقاطي كه داخل براكت عدد صحيح نشود، پيوسته خواهند بود: نكته
fي   ضابطهدر تابع با: 77تست  (x) | x | . [x] مقدار ،f ( ) f ( )  0   )87تجربي سراسري (   كدام است؟0
1 (1  2 (2) 4  1) 3  صفر  

  
  
  
  
  
  
  

fتابع : 78تست  (x) x [x] xي   در نقطه2 1:   
  .ط مشتق چپ داردفق) 2    .مشتق دارد) 1
  .نه مشتق راست دارد نه مشتق چپ) 4    .فقط مشتق راست دارد) 3
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fفرض كنيد   : 79تست   (x) (x[x ])  2 21 g(x) و   12
x


3 2

1
1

x در fogمقدار مشتق تابع .   3
8

)، چنـد برابـر    )128 2 

  )1400سري تجربي سرا(  ؟است
1 (4  2 (1  3 (2  4 (4  

(fog)دانيم  ـ مي» 4«گزينة : پاسخ (x) g (x)f (g(x))   پس بايد g ( ) 3
8

f و  (g( )) 3
8

  : را پيدا كنيم

  xg(x) (x ) g (x) (x ) ( x)
x (x )

 
        

 

1 4
2 23 3

3 2 2 43
1 1 21 1 231 3 1

  

  g ( )
( )( )


         


443

3 2 32
3 32 32 168 8

18 9 8 2 2 233 1 28

  

  : چونو

  g( )
( )

  
3 3

3 1 1 2
8 9 118 8

  

fپس بايد  ( )   : را پيدا كنيم2

  

[ ]

f (x) (x[x ]) f (x) ( x) f (x) x f ( )

 

            

14 42
2 2 21 1 4 1 32 2 32 2 642



  

(fog)بنابراين  ( ) 3
8

(fog)  : برابر است با ( ) g ( )f ( ) ( )           3 3 162 64 8 2 64 128 2 4
8 8 2

  

) برابر 4پس حاصل مشتق،  )128   . است2

x)اگر : 80تست  )f (x) x[ x] [ x]

 

21
f باشد، 2 ( ) f ( )  1   ؟ برابر كدام است1

1 (1  2 (2  3 (1
2  4 (3

2  
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fاگر : 81تست  (x) x [x] | x |  2 ،باشد 
h

f ( h) f ( )lim h

 

0

1   )97ياضي سراسري ر(   كدام است؟1

1 (1
2  2 (5

4  3 (3
2  4 (5

2  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  پذيري توابع شامل قدرمطلق مشتق
yدر تابع ) 1 | f (x) |)  كهf (x)به اين نقاط، . ناپذير است تابع مشتقهاي سادة مرتبه اول داخل قدرمطلق،  ، در ريشه)ه باشد تابعي پيوست

  .گويند اي مي گوشه
fپذيري  مشتق: 82مثال  (x) | x | 1 را در x    . بررسي كنيد1
xچون به ازاي : پاسخ    :ود بهتر است از تعريف مشتق استفاده كنيمش  تابع صفر مي1

  
nHj¢±õ¶nk¤

¸¨ Hk] Hn SwHn » Oa ke
x

x x x

x

xlim xf (x) f ( ) | x | | x |f ( ) lim lim limx x x (x )lim x







  



                


0
0 1

1 1 1
1

1 111 1 0 11 1 1 1 1 11

  

  
f ( )

f ( ) f ( )
f ( )


 


 
      

1 1
1 1

1 1
  

x را در fمشتق چپ و راست  1گويند به اين نقطه گوشه مي. پذير نيست  نابرابرند پس تابع در اين نقطه مشتق.  

    
yمشتق  ) 2 | f (x) |)     كه در آنf (x)  در نقاطي كه    )  پيوسته استf (x)   پذير است و مشتق تابع        باشد مشتق  1تر از      داراي مرتبة بزرگ

  .ها مماس استxيعني منحني تابع در اين نقاط بر محور . در اين نقاط برابر صفر است
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yپذيري تابع  مشتق : 83مثال  | (x ) |  x را در 31 1بررسي كنيد .  
xاولاً اين تابع در : پاسخ 1ثانياً براي پيداكردن مشتق، بهتر است از تعريف مشتق استفاده كنيم.  پيوسته است:  

  
x x

| (x ) | | (x ) |y ( ) lim limx x 

    
 

3 3

1 1
1 0 11 1 1  

  :كنيم دا ميحد چپ و راست را جداگانه پي

  
x x x

| (x ) | (x )y ( ) lim lim lim (x )x x  




  

      
 

3 3
2

1 1 1

1 11 1 01 1



  

  
x x x

| (x ) | (x )y ( ) lim lim lim (x )x x  




  

        
 

3 3
2

1 1 1

1 11 1 01 1



  

|تابع  (x ) | x در 31  y: پذير است  مشتق1 ( ) y ( )  1 1  
yتابع  ) 3 h(x) | f (x) |)   كهf   و h  هاي مشترك     در ريشه )  پيوسته هستندf   و h  مـثلاً   . پـذير هـستند      مـشتقy (x ) | x |  1  در  1

x 1پذير است چون  مشتق:  

  
x x

(x ) | x |y ( ) lim lim | x | y ( )x 

        
1 1

1 1 01 1 0 1 01  

nyتابع : نكته (x a) | x a |   در x aپذير است هرگاه   مشتق(n )n 1د باش.  
fاگر : 84تست  (x) | x | 1ي  ناپذير تابع با ضابطه  باشد، تعداد نقاط مشتقy f (f (x))كدام است؟   
  صفر) 4  3) 3  2) 2  1) 1

  
  
  
  
  
  
  

fدر نقطة گوشة تابع : 85تست  (x) x m | x | x      دام است؟ كmمقدار . هاي راست و چپ بر هم عمودند مماس ، نيم21
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
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f، تابع aبه ازاي كدام مقدار : 86تست  (x) x | x | a | x |   2 x در 2    پذير است؟  مشتق2
1 (a  2  2 (a  3 (a  2  4 (a 0  

  
  
  
  
  
  

fاگر تابع : 87تست  (x) ( x ax b) | (x )(x ) |    22 1    كدام است؟bپذير باشد،   مشتق در 2
1 (2  2 (4  3 (6  4 (6  

  
  
  
  
  
  
  

yتابع : 88تست  x | x x | 2؟نيستپذير  ، در چند نقطه مشتق  
  3) 4  1) 3  رصف) 2  2) 1

fـ در تابع    » 3«ي    گزينه: پاسخ (x) x | x x | 2 هاي عبارت داخل قدرمطلق        ريشهx 0   و x 1        ي    هستند و با توجه به اين كه ريشه
x 0ي   همان ريشهxر  خارج قدرمطلق است، پس تابع دx 0پذير و در   مشتقx 1ناپذير است  مشتق.  

|تابع : 89تست  x | | x |f (x)
x | x |

   
 

2 1 2
4 1 2

  ؟نيستپذير   در چند نقطه مشتق

1 (1  2 (4  3 (2  4 (3  

|پذيري تابع     ـ براي بررسي مشتق   » 2«ي    گزينه: پاسخ x | | x |f (x)
x | x |

   
 

2 1 2
4 1 2

ي   ها و بعد نقاطي را كه ضـابطه         ل هر كدام از ضابطه     او 

|ي  ضابطه. كنيم شود، بررسي مي تابع در آن عوض مي   x |2 x در نقاط 1  x و 1  1ي تعريـف   كـه در محـدوده  (پـذير نيـست     مشتق
xي    ضابطه) اند  ل قدرمطلق هاي ساده داخ    ضابطه هستند و ريشه    4 xي تـابع در نقـاط     ضابطه. پذير است    همواره مشتق  1  x و 2  2 

  :شود، پس عوض مي

  | x | | x |f (x)
x | x |

   
 

2 1 2
4 1 2
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 ناپيوستهناپذير  مشتق

 

nHk£¶

SwHnke

Oake
x

x

lim x

lim | x |









 

   
    

2
2

2

3

4 1 7

1 3

x پيوستگي   2  

  
 ناپيوستهناپذير  مشتق

 

nHk£¶
SwHnke

Oake
x ( )

x ( )

lim | x |

lim x





 

 


 
   
     

2
2

2

3

1 3

4 1 9

x پيوستگي   2  

  .پذير نيست پس تابع در چهار نقطه مشتق

f را براي آن كه تابع mحدود : 90) مهم(مثال  (x) | x mx |  2 1:   
  .ناپذير باشد، بيابيد در دو نقطه مشتق) الف

  
  
  
  
  
  .پذير باشد، بيابيد  مشتقدر ) ب
  
  
  
  
  
  
  

  پذيري تابع شامل جزء صحيح بررسي مشتق
f]تابع  ) الف (x)]      در . (ناپـذير اسـت     در نقاط ناپيوسته نيز مشتق    . همواره صفر است  پذير بوده و مشتق آن         در نقاطي كه پيوسته است، مشتق

  .)پذير است و مشتق آن صفر است نقاط ناپيوسته تابع از هر طرف كه پيوسته باشد از همان طرف مشتق

fاگر  : 91مثال  (x) [x ] xپذيري آن را در نقاط  ، مشتق2  3
x و 2    . بررسي كنيد2

  f (x) [x ] , x 2 3
2) 1  

  f ( ) [ ] f ( )   3 9 3 02 4 2  
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  f (x) [x ] , x 2 2) 2  
  f ( ) [ ] 2 4   

  .SwH ¾Tw¼ÃQ SwHn pH

jnHkºj¼]»

f ( )

f ( ) [ ] f ( )

f ( ) [ ] f ( ) :

 


 



    


  

2 4

2 4 4 2 0

2 4 3 2

  

nfتابع  ) ب (x) (x a) [x]     در نقطة a د با شرط     باشn  nاگر  . پذير است    مشتق 2 1    بـه  . ناپـذير اسـت      پيوسته ولي مـشتق
  :هاي زير توجه كنيد مثال

x و x[x]، [x]خواهيم توابع  مي [x]2 را در x 0پذيري مقايسه كنيم  از لحاظ پيوستگي و مشتق:  

  ¾Tw¼ÃQ SwHn pH

jnHkºj¼]»

f ( )

f (x) [x] f ( ) f ( )

f ( ) f ( ) :







     


  

0 0

0 0 0 0

0 1 0

) 1  

xاين تابع در  0ناپذير است  ناپيوسته، مشتق.  

  

f ( )

f (x) x[x] f ( ) f ( )

f ( ) x[ ] x( ) x f ( )




 


 
     


       

0 0

0 0 0 0

0 0 1 0 1

) 2  

xتابع در    0  هم دارد ولي چون     مشتق راست و چپ     .  پيوسته استf ( ) f ( )  0 بـه ايـن نقطـه گوشـه        . ناپـذير اسـت      شد پس مـشتق    0
  .گويند مي

  

f ( )

f (x) x [x] f ( ) f ( )

f ( ) x [ ] x ( ) x f ( ) x




 


 
     


        

2

2 2 2

0 0

0 0 0 0

0 0 1 0 2 0

) 3  

xتابع در  0 پيوسته است و مشتق چپ و راست هم دارد و چون f ( ) f ( )  0 x شد پس در 0 0پذير است  مشتق.  
  

  :بندي جمع
xدر : (ها توجه كنيد يك بار به مقايسه 0(  

  
¾Tw¼ÃQIº oÄmQIº ¢Tz¶ ¾Tw¼ÃQoÄmQIº ¢Tz¶ ¾Tw¼ÃQ oÄmQ ¢Tz¶ ¾Tw¼ÃQ

oÄmQ ¢Tz¶ ¾Tw¼ÃQ

y [x]
y | x |

y x[x]
y x | x |

y x [x]

 
    


2

  

xنقطة  0 در | x   .شود اي محسوب مي  نقطة گوشهx[x] و|



 
 
 

salamianriazi  44 

fتابع : 92 تست (x) (x )[x] 1 و f (x) (x ) [x]  x به ترتيب در 21 1 ، .................. هستند.................. و.  
  پذير پذير، مشتق مشتق) 2  فقط پيوسته، فقط پيوسته   ) 1
  ستهپذير، فقط پيو مشتق) 4    پذير فقط پيوسته، مشتق) 3

  
  
  
  
  
  

fاگر تابع : 93تست  (x) (x ax b)[x]  2 در x  aپذير باشد،   مشتق3 bكدام است؟   
  .وجود ندارد b و aمقداري براي ) 3  4) 3  3) 2  صفر) 1

  
  
  
  
  
  
  
  

  پذيري روي يك بازه مشتق
a) روي بازة fتابع  ,b)پذير است، هرگاه   مشتقfپذير باشد، تابع   در هر نقطه در اين بازه مشتقf روي بازة [a ,b)پذير است، هرگاه   مشتقf 

a)در بازة    ,b) پذير باشد و در نقطة         مشتقa    تابع  .  مشتق راست داشته باشدf    روي بازة (a ,b] پذير است، هرگاه       مشتقf    در بـازة (a ,b) 
  . مشتق چپ داشته باشدbپذير باشد و در نقطة  مشتق
a] روي بازة fتابع  ,b]گاه پذير است، هر  مشتقf در بازة (a,b)پذير باشد و در نقطة   مشتقa مشتق راست و در bمشتق چپ داشته باشد .  

نمودار تابع    : 94تست  
x x

f (x)
x x

   
  

2
2 1

1 1
]هـاي      روي چند تا از بـازه       , ] 3 2  ،[ , ] 2 1  ،[ , ) 3 1  ،[ , ]2 0  ،[ , ]1  و  0

[ , ]0   پذير است؟  مشتق2
  صفر) 4  6) 3  5) 2  4) 1
  :كنيم بر است، پس تابع را رسم مي ها سخت و زمان تك بازه بررسي تك: پاسخ
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xتابع در نقطة      1  ست و در اين نقطه پيوستگي راست دارد و در            ناپيوسته اx  1      نيم مماس راست داريـم    ( مشتق راست هم داريم (
  .ولي مشتق چپ نداريم

[ , ]2 xناپذير است چون در   مشتق0  1مشتق ندارد .  
[ , ]0   يرپذ مشتق: 2

[ , ) 3   پذير مشتق: 1
[ , ]1   پذير مشتق: 0

[ , ] 2 xناپذير، چون در مشتق: 1  1مشتق چپ ندارد .  
[ , ] 3   پذير مشتق: 2

fنمودار تابع با ضابطة  : 95تست  (x) [x ] [x]  1
) روي بازة 3 , )0   )رياضي خارج(  ناپذير است؟  در چند نقطه مشتق3

1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  

yتابع : پاسخ [x] در بازة ( , )0 x در نقاط 3 1 و x  yتابع . ناپذير است يوسته و مشتق ناپ2 [x ]  1
) هم در بازة 3 , )0  در نقاط 3

x  2
3 ،x  5

3 ،x  8
  .ناپذير است و در نتيجه مشتق نقطه ناپيوسته 5پس اين تابع جمعاً در . ناپذير است  ناپيوسته و مشتق3

x اگر دو تابع در      :نكتـه  a   در اين سـؤال  . وقت مجموعشان در آن نقطه ناپيوسته است  يكي پيوسته و ديگري ناپيوسته باشد، آنx 1 و 

x  x] شدند، تابع    [x] كه باعث ناپيوستگي     2 ] 1
xچنين نقاط     كنند و هم     را پيوسته مي   3 , , 2 5 8

3 3 x] كه باعث ناپيوستگي     3 ] 1
3 

 نقطه  5كنند پس جمعشان نيز حتماً به ازاي هر           وسته مي  نقطه يكي را پيوسته و ديگري را ناپي        5كنند پس هر       را پيوسته مي   [x]شدند تابع   
  .شود ناپيوسته مي

  ها پذيري راديكال مشتق
  .پذيري يك بار به نكات زير توجه كنيد ايم ولي در خصوص مشتق ها صحبت كرده قبلاً در خصوص مماس قائم

yپذير نيـست، مثـل        ر است، مشتق  ت  هاي زير راديكال وقتي توان عبارت زير راديكال از فرجه كم            تابع در ريشه  ) 1 x y و   3 x 3  و  1

y (x )  23 x به ترتيب در نقاط 2 0 ،x 1 و x    .ناپذيرند  مشتق2

yمـثلاً   . پـذير اسـت     جـا مـشتق     چه هر دو فرد باشـند تـابع در آن           وي باشند، چنان  اگر توان و فرجه مسا    ) 2 (x )  33 شـود     چـون مـي    1

y (x ) x   33 1 x پس در 1 1پذير است  مشتق.  
  :مثلاً). اي نقطة گوشه(ناپذير است   مشتقچه هر دو زوج باشند تابع در آن نقطه اگر توان و فرجه مساوي باشند، چنان) 3

xدر     y. ناپذير است شود و مشتق  گوشه مي1 (x ) | x |    21 1  

  هاي متداول تيپ

x)تابع با ضابطة  : 96تست  )(x ) xf (x)
| (x )(x ) | x

    
   

33

2
1 2 0

1 2 0
  پذير نيست؟  در چند نقطه مشتق

1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  
  :نويسيم تر مي را سادهتابع : پاسخ
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(x ) x x

f (x)
| (x )(x ) | x

    
  

3

2
2 1 0

1 2 0
  

  
oÄmQIº¢Tz¶» ¾Tw¼ÃQIº

f ( ) ( )

f ( )
f ( ) f ( )

f ( ) ( )( )


 



    
    

   

3

2

0 2 1 2

0 2
0 0

0 1 2 4

  

xتابع در    0   در  . ناپذير است    ناپيوسته و مشتقx 1         پـذير نيـست البتـه        باشد و مشتق     كه ريشه زير راديكال است خط مماس عمودي مي
x 1 در محدودة ضابطة بالايي (x )0توانيم به آن گير بدهيم  قرار دارد و مي.  

xدر   1 داريم و در ) ناپذير مشتق( از ضابطة پاييني نقطة گوشهx  2چون ريشة مرتبة دوم است، مشكلي نداريم :  
  { , , } 1 1   ناپذيرها مشتق0

  

fتابع  : 97تست  (x) | x | 1پذير نيست؟  در دامنة تعريف خود در چند نقطه مشتق  
  شمار بي) 4  دو) 3  يك) 2  هيچ) 1
fدامنة : پاسخ (x)كنيم  را پيدا مي:  fx D [ , )    0 0  

x در xعامل  0پذير نيست و عامل   مشتقx 1 در x 1) ناپذير  دهد و مشتق نقطه گوشه مي) ريشة مرتبه اول در داخل قدرمطلق
  : شكل توجه كنيدبه. پذير نيست پس تابع در دو نقطه از دامنة تعريفش مشتق. است

    
  

xبينيد در     طور كه مي    همان 0)    روي محورyمماس عمودي داريم و       نيم) هاf ( )  0        است پس مشتق ندارد و در x 1    هم نقطـة 
  .اي ايجاد شده است گوشه

xخطوط  : 98تست   x و 2 a بر تابع f (x) x x b  3 2 aمقدار . اند  مماس6 bكدام است؟   
1 (7  2 (8  3 (9  4 (12  
xچون خطوط : پاسخ  x و 2 a هر دو موازي محور yاند بنابراين هر دو، ريشة زير راديكال هستند موديها هستند پس مماس ع:  

  x b b b          32 4 12 0 8 0 8  

bحالا   f  :كنيم  را جاگذاري مي8 (x) x x  3 2 6 8  

  :كنيم هاي زير راديكال را پيدا مي اكنون ريشه
x

x x (x )(x )
x


         
2 2

6 8 0 2 4 0
4

  

x  x را كه خودش گفته بود، پس حتماً 2  x همان 4 a است پس a  a  : بنابراين4 b   4 8 12  
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   به صورت مقابل باشد، كدام گزينه صحيح است؟fاگر نمودار  : 99تست 

1 (
f (a)
f (a)




  
   

    2 (
f (a)
f (a)




  
   

  

3 (
f (a)
f (a)




  
   

    4 (
f (a)
f (a)




  
   

  

  
  
  
  
  
  

  بررسي نمودار مشتق
  :كافي است به موارد زير توجه داشته باشيمببريم براي آن كه از نمودار تابع، پي به وضعيت نمودار مشتق 

fاگر تابع   ) 1 (x)                اين جمله به اين معني است كه مـشتق         . گيرد   در يك بازه اكيداً صعودي باشد تابع مشتق آن در ناحية اول يا دوم قرار مي
fتابع يعني  (x) در اين بازه مثبت است پس بالاي محور xبه جملة زير نيز توجه داشته باشيد. گيرد ها قرار مي:  

xاگر در نقطة  a شيب خط مماس بر منحني تابع مثبت باشد، نمودار تابع f (x) در اين نقطه بالاي محور xگيرد ها قرار مي.  
fاگر تابع ) 2 (x)اين جمله به اين معني است كه مشتق . گيرد  در يك بازه اكيداً نزولي باشد، تابع مشتق آن در ناحية سوم يا چهارم قرار مي

fتابع يعني  (x) در اين بازه منفي است پس پايين محور xبه جملة زير نيز توجه داشته باشيد. گيرد ها قرار مي:  
xاگر در نقطة  a شيب خط مماس بر منحني تابع منفي باشد، نمودار تابع f (x) در اين نقطه پايين محور xگيرد ها قرار مي.  

fاگر تابع ) 3 (x) در نقطة x a خط مماس افقي داشته باشد، تابع مشتق يعني f (x)در اين نقطه صفر است و برعكس .  
fاگر تابع   ) 4 (x)    در نقطة x a       تابع مشتق يعني     )مماس قائم   و يا نيم  ( خط مماس قائم داشته باشد ،f (x)    نهايـت    نقطه حد بي   در اين

  .دارد
fاگر در تابع    ) 5 (x)   نقطة x a اي باشد تابع مشتق يعني         نقطة گوشه   يكf (x)      شـود و حـد راسـت و چـپ             در اين نقطه تعريف نمـي

f (x) شود مي) و حداقل يكي از اين حدها متناهي يعني عدد مشخص( در اين نقطه نابرابر.  

fبه نمودار تابع : 100 مثال (x) x   : توجه كنيد2

    
fمشتق اين تابع برابر  (x) x    : است كه شكل آن به صورت مقابل است2
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xطبق شكل، در  0 تابع f (x) اكيداً صعودي است پس نمودار f (x) در x 0 بالاي محور xچنين در  هم. گيرد ها قرار ميx 0 تابع 
f (x)       اكيداً نزولي است پس نمودار f (x)   در x 0    پايين محور x  گيرد و در      ها قرار ميx 0 ن به نمودار     چوf (x)     خط مماس افقـي 

fشود پس شيب خط مماس برابر صفر است پس  رسم مي (x)شود و به محور   در اين نقطه صفر ميxحالا يك بار با دقت . كند ها برخورد مي
  :هاي زير توجه كنيد به شكل

fاست مبدأ مختصات، شيب خط مماس بـر         بينيد كه در يك نقطة دلخواه سمت ر         مي (x)  مثبـت 
fشده است پس در همين نقطه، نمودار         (x)    بالاي محور x         ها قرار گرفته و در يك نقطة دلخـواه

fسمت چپ مبدأ مختصات، شيب خط مماس بر  (x)ن نقطه نمودار  منفي شده است پس در همي
f (x) پايين محور x ها قرار گرفته است و درx 0 كه خط مماس افقي شده، نمودار f (x) به 
  .ها برخورد كرده و صفر شده استxمحور 

  
  
  
  
  

fاگر نمودار  : 101مثال  (x)ه شكل زير باشد، نمودار  بf (x)را رسم كنيد .  

    
fيك بار ديگر : پاسخ (x)كنيم و زير آن نمودار   را رسم ميf (x)شود  با اين اطلاعات رسم مي:  
xدر نقطة ) الف a خط مماس بر f (x) افقي است پس f (x)در اين نقطه صفر است .  
a)در فاصلة   ) ب , )    يعني x a نمودار ،f (x) ين بنـابرا ) هاي مماس منفـي اسـت   يا به عبارتي شيب خط( اكيداً نزولي استf (x) 

  .گيرد ها قرار ميxمنفي است و زير محور 
)در فاصلة   ) پ ,a)   يعني x a   نمودار ،f (x)     بنـابراين   ) هاي مماس مثبت است     يا به عبارتي شيب خط    ( اكيداً صعودي استf (x) 

  .گيرد ها قرار ميxمثبت است و بالاي محور 
  :ها توجه كنيد حالا به شكل
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  .)اي كه موردنياز كنكور است البته در اندازه(ها كه نكات ديگر هم ببينيم؛  حالا برويم سراغ تست
yاگر نمودار : 102تست  f (x) در همسايگي x 0رو باشد، نمودار   به صورت روبهf  در همسايگي x 0به كدام صورت است؟   

    
  

1 (  2 (  3 (  4 (  

  
  
  
  

f نمودار مشتق تابع :103تست  (x) | x | 2    كدام است؟1

1 (  2 (

  

3 (  4 (  

  :بع خواهيم داشتبندي تا با ضابطه: پاسخ

  
IÄx x x

f (x)
x x

     
   

2

2
1 1 1

1 1 1
  

x  1ناپذيرند و مشتق) گوشه(هاي ساده داخل قدرمطلق هستند   ريشه.  

  
IÄ

½kzº þÄo÷U
x x x

f (x) x , x
x x

  
    
   

2 1 1
1 1

2 1 1
  

fحالا  كنيم  را رسم مي:  
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fنمودار  باشد،  به صورت fهرگاه نمودار تابع : 104تست  به كدام شكل است؟   

1 (  2 (  3 (  4 (  

  
  
  
  
  
  
  
  

f به صورت مقابل باشد، نمودار تابع fاگر نمودار تابع : 105تست  كدام است؟     

1 (  2 (  

3(   4 (  
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    تواند باشد؟ تابع مشتق آن كدام مي به صورت زير باشد، نمودار fاگر نمودار تابع : 106تست 

1 (  2 (  3 (  4 (  

  
  
  
  

fاگر : 107تست   ،به شكل مقابل باشد fكدام است؟     

1 (  2 (  3 (  4 (  

  
  
  
  

     كدام است؟fرو باشد، نمودار مشتق تابع   به صورت روبهfاگر تابع : 108تست 

1 (  2 (  3 (  4 (  
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fنمـودار  . خط اسـت  رو، تشكيل شده از بخشي از نمودار يك تابع درجه دوم و يك نيم     در شكل روبه   fنمودار تابع   : 109 تست    شـبيه كـدام 
  است؟

    

1 (  2 (  3 (  4 (  

  
  
  
  
  
  
  

  ضابطه و دامنة تابع مشتق
yبراي يافتن تابع مشتق تابع با ضابطة  f (x)گيريم و التبه حواسمان هست كه   از تابع مشتق ميf (x)شود كه تابع   در نقاطي تعريف مي

fبه عبارتي بايد حواسمان به دامنة مشتق باشد حالا دامنة تابع مشتق اصلاً يعني چي؟. پذير باشد  در آن نقاط مشتق  
 است كه fدامنة تابع مشتق مجموعة تمام نقاطي از دامنة تابع . پذير نيست ات و يا در برخي نقاط مشتقطور كه قبلاً ديديم تابع گاهي اوق همان
  :توان نوشت پس مي. حواستان باشد دامنة تابع مشتق، زيرمجموعة دامنة خود تابع است.  وجود داشته باشدfها مشتق  در آن

f}ناپذير نقاط مشتق{   fD D    
fDاي اگر دامنـه را محـدود نكنـيم، دامنـة تـابع بـا دامنـة تـابع مـشتق برابـر اسـت و داريـم                               ابع چندجمله در تو           و در توابـع گويـا   

fD}هاي مخرج ريشه{   .  
  

پذيري تابع  مشتق : 110مثال 

x x

f (x) x x
x x

 


  
  

2
2 1 0

0 2
4 4 2

fمنه و نمودار  را بررسي كرده و سپس دا (x)را مشخص كنيد .  

  :پاسخ

  

x x x
f (x) x x f (x) x x

x x x

  
        
   

2
2 1 0 2 0

0 2 2 0 2
4 4 2 4 2
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xابتدا علامت مساوي را براي       0   و x   باشدپذير    ها مشتق   پذيري اگر تابع در هر كدام از آن         گذاريم و بعد از بررسي وضعيت مشتق         نمي 2
  .دهيم علامت مساوي را برايش قرار مي

xدر    xپس  . چنين مشتق چپ و راست برابر است         تابع پيوسته است و هم     2  x در دامنة تـابع مـشتق قـرار دارد ولـي در          2 0  تـابع 
xو ناپيوسته است بنابراين مشتق ندارد  0در دامنة تابع مشتق قرار ندارد .  

          

f f

x
f (x) x x

x
D D { } { }


   
 

   

2 0
2 0 2
4 2

0 0

  

  
  

fدامنة مشتق تابع  : 111مثال  (x) x | x |   3 1   . را پيدا كنيد1
xثانياً اين تابع در نقطة      .  است اولاً دامنة خود تابع     : پاسخ 1   چنـين در نقطـة       شـود و هـم      اي محـسوب مـي      كه نقطة گوشـه      به علت آن

x  1پذير نيست، پس كه ريشة زير راديكال است مشتق  به علت آن:  fD { , }   1 1  

  هاي متداول تيپ
fنمودار مشتق تابع : 112تست  (x) x [x] كدام است؟   

1 (  2 (  

3 (  4 (  
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fدامنة مشتق تابع : 113تست  (x) | x | 4    كدام است؟2
1 ([ , ]2 2  2 (( , ) { } 2 2 0  3 (( , )2 2  4 (( , )2 0  

  
  
  
  
  
  

f با دامنة f دامنة تابع در كدام تابع: 114تست  برابر است؟   

1 (f (x) | x | 2 1  2 (xf (x) x
1  3 (f (x) [x] [ x]    4 (f (x) x 1  

  
  
  
  
  
  

  مشتق مرتبة دوم
yمشتق تابع    f (x)     را با نماد y f (x)   توانيم مشتق مرتبة دوم تابع       به طريق مشابه مي   . دهيم   نمايش ميf  را با نمـاد y f (x)  

fبه عنوان مثال اگر . نمايش بدهيم (x) x x x  5 4   : باشد، در اين صورت23

  f (x) x x x f (x) x x       4 3 3 25 12 2 20 36 2  

fدر تابع  : 115مثال  (x) ( x ) x x  2 22 1 f مقدار 4 ( ) 1
  . را پيدا كنيد2

xاگر توجه كنيد    : پاسخ  1
fشود تا      باعث مي  2 (x)   جـا عامـل       مـشتق عامـل صفرشـونده يادتـان هـست؟ ايـن           .  صفر شـود( x ) 22  در 1

x x2 x ضرب شده است پس براي يافتن مشتق در نقطة           4  1
) كافي است فقط از عامل صفرشونده يعني         2 x ) 22 .  مشتق بگيريم 1

xوم را در  است ما هم مشتق مرتبه د2جا توان عامل صفرشونده  هاي آن قسمت در اين است كه اين فقط فرقش با مثال  1
خواهيم پس   مي2

) بار از 2كافي است  x ) 22 x مشتق بگيريم و 1  1
  : را در بقية عبارت جاگذاري كنيم2

  ¢Tz¶ ¢Tz¶( x ) ( x ) f ( ) ( ) ( ) ( )           2 21 1 1 1 9 32 1 4 2 1 8 8 4 8 2 8 8 122 2 2 4 4 2  

xحالا اگر در همين سؤال از ما مشتق اول را در   1
  .شد پرسيد، جواب برابر صفر مي  مي2

  .توجه كنيد كه اگر درجة عبارت صفرشونده بيشتر از مرتبة مشتق باشد، مشتق برابر صفر است
fاگر : يادت باشه (x)اي از درجة   يك چندجملهnگاه   باشد آنf  از درجة n 1 و f  از درجة n    . است2
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fاي باشد و داشته باشيم   يك چندجملهf اگر :116تست  (x)f (x) x mx   9 fگاه   آن8 (x)از درجة چند است؟   
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
f باشد،   nاي از درجة       يك چندجمله  fع  اگر فرض كنيم تاب   : پاسخ     از درجة n 1   و f     از درجة n  در ايـن سـؤال چـون       .  خواهد بود  2
f f  است، پس9 از درجة :  (n ) (n ) n n       1 2 9 2 12 6  
fپس   از درجة n    . است4 يعني 2

fشود پس در اين سؤال        هايشان با هم جمع مي      اي در هم ضرب شوند، درجه        تابع چندجمله  2راستي اگر       و f           كـه در هـم ضـرب شـدند 
  .هايشان با هم جمع شد هدرج

fمقدار مشتق دوم  : 117تست  (x) x x 2 2 x در نقطة 3 0برابر است با :  

1 (2 2  2 (2  3 (2
2  4 ( 3 22   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

fاگر  : 118تست  (x)اي از درجة   يك چندجملهn و g(x) f (f (x)) .f (x) باشد، مقدار 14اي از درجة   يك چندجمله nكدام است؟   
1 (3  2 (4  3 (5  4 (6  
f باشد، nاي از درجة   يك چندجملهfنامه ديديم كه اگر    در درس : پاسخ  از درجة n 1 و f  از درجة n  چنين ديديم كه   است و هم2
  .شوند هايشان با هم جمع مي اي در هم ضرب شوند درجه  تابع چندجمله2اگر 

fشود مثلاً اگر  هايشان در هم ضرب مي شوند درجه هم تركيب مياي با   تابع چندجمله2يك نكتة ديگر هم بايد بدانيد كه وقتي  (x) x  و 2

g(x) x   : باشد5 2 fدرجه  و  5 (g(x)) (x ) x 5 2 10  
  :حالا برويم سراغ سؤال

  

¾á ]nj

á¾]nj ¾á ]nj

n

n n

g(x) f (f (x)) .f (x)




 


 

1

2

  

  n(n ) n n   21درجهf (f (x))  

  n n n n n n          2 2 22 2 14 16   g(x)درجه4
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f چنان است كه fتابع درجه دوم  : 119تست  ( ) 1 f و 2 ( ) 1 f مقدار 3 ( ) 1 f مقدار 4 (    كدام است؟2(
1 (7  2 (8  3 (9  4 (10  

  
  
  
  
  
  

xمشتق دوم تابع  : 120تست  xy
x x

  
  

2 1 1
1 1

x به ازاي      برابر كدام است؟3

1 (1
8  2 (1

16  3 (1
32  4 (1

64  

  
  
  
  
  
  
  
  

yتابع  : 121تست  x 2 yy در رابطة 1 (y ) a  2كند، مقدار   صدق ميaكدام است؟   
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

  
  
  
  
  
  
  
  

، تابع با ضابطة  aبراي عدد مثبت     : 122تست  
x x c x a

f (x)
bx x a

    


3

4
x در نقطـة   a  مقـدار  .  مـشتق مرتبـة دوم داردc  كـدام 

  است؟

1 (1  2 (1  3 (1
2  4 (1

2  
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  : مشتق دوم داشته باشد، بايد اولاً مشتق اول داشته باشدaبراي اين كه اين تابع در نقطة مرزي : پاسخ

  

f (a) a a c

f (a ) a a c ba a a c

f (a ) ba





   
       




3

3 4 3

4
  شرط پيوستگي : 

  f (a) f (a)f (a) x a
ba a

f (a) bx ba
  



        
  

2 2
3 2

3 3
3 1 3 1

4 3 1
4 4

  پذيري شرط مشتق : 

x در fدوماً حواستان باشد براي آن كه  a مشتق دوم داشته باشد بايد f  در a پيوسته باشد و f (a) f (a)  باشد :  

  af (a) bx ba ba a ab
f (a) x a





       
  

2 2
12212 12 112 6 26 6

  

baحالا بايد در رابطة  a 3 24 3 1 قرار دهيم ab به جاي 1
2:  

  ¾Tÿ¬ xj¼i
SwH a(ba)a a ( )a a a a a a a              2 2 2 2 2 2 2

0
14 3 1 4 3 1 2 3 1 1 1 12  

abچون   1
a است و 2 1پس  :b  1

2.  

ba  :كنيم  را جاگذاري ميb و a پيوستگي حالا در رابطة a a c ( ) ( ) c c        4 3 4 31 11 1 12 2  

  

  آهنگ تغيير
xVايد و ديديد كه از رابطة  با مفهوم سرعت متوسط در فيزيك آشنا شده t




چنين  كنيم و هم  براي پيداكردن سرعت متوسط استفاده مي

در درس رياضي آهنگ متوسط و آهنگ . را حساب كنيم) مكان ـ زمان ( مقدار مشتق تابع t اي كافي است در لحظة براي يافتن سرعت لحظه
yبه طور كلي آهنگ متوسط تابع . كنيم  تعريف ميfاي را براي تابع  تغيير لحظه f (x) در فاصلة [a,b]برابر است با :  

  f (b) f (a)f
x b a

 
 

  

A(aيعني اگر دو نقطة  ,f (a)) و B(b ,f (b)) روي تابع y f (x)گاه شيب خط قاطع   باشند، آنA و B برابر آهنگ متوسط تابع f در 
  . است[a,b]بازة 

    
  :كردگونه بيان  توان اين تعريف را اين چنين مي هم

  f (a h) f (a)f
x h
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fآهنگ متوسط تغيير تابع با ضابطة  : 123تست  (x) x 2 xاي از   روي بازهx نسبت به متغير 144  x تا 5     كدام است؟9
  )سراسري تجربي(  

1 (4/0  2 (5/0  3 (6/0  4 (7/0  
  : پاسخ

  f ( ) f ( )f /x
            

 
9 5 81 144 25 144 225 169 15 13 2 1 0 59 5 4 4 4 4   آهنگ متوسط تغيير2

  )آني(اي  آهنگ لحظه
yاي تابع     آهنگ لحظه  f (x)    در نقطة x a   برابر f (a) اي تابع     به عبارت ديگر آهنگ لحظه    .  استy f (x)   در x a   برابر شيب 

fخط مماس بر  (x) در نقطة x aاست .  

    
x در fاز نظر هندسي شيب خط مماس بر تابع  aاي تغيير در   برابر آهنگ لحظهx aباشد  مي.  

fر تابع با ضابطة     د : 124تست   (x)
x

 2
x، آهنگ متوسط تابع از   36 1 x تا 2 2 xاي آن در  قدر از آهنگ لحظه  چه3  3  بيـشتر  12

  )90تجربي خارج (  ؟است
1 (1  2 (5/1  3 (2  4 (5/2  

yبع آهنگ متوسط تغيير تا: پاسخ f (x) از x a تا x b برابر f (b) f (a)
b a



  .اي همان مقدار مشتق تابع است  و آهنگ لحظه

  f ( ) f ( )      
 

36 36
3 2 4 99 4 53 2 3 2   آهنگ متوسط1

  f (x) x f (x) x
x x

       2 3
2 3

36 7236 72  

  f ( )
( )
     3

33
72 7212 61212

  اي آهنگ لحظه

  .اي بيشتر است بنابراين آهنگ متوسط يك واحد از آهنگ لحظه

fدر تابع درجه دوم     : يادت باشه  (x) ax bx c  2          اي در وسـط بـازه برابـر اسـت يعنـي              آهنگ متوسط در هر بازه، با آهنـگ لحظـه :
f (b) f (a) a bf ( )b a

 
 2  

  .اس در نقطة وسط بازه با خط واصل نقاط سر و ته بازه موازي استدر تابع درجه دوم خط مم: مفهوم
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fي  در تابع با ضابطه: 125تست  (x) x x  23 4 haي  اي در نقطه ، تفاضل آهنگ لحظه2   از آهنگ متوسط تغيير تابع وقتي متغير 2

x از عدد a به عدد a hتغيير كند، كدام است؟   
1 (h  2 (h2  3 (h3  4 (صفر  

fـــ در ايــن ســؤال » 4«ي  گزينــه: پاســخ (x) x x  23 4 a]ي  ي دوم و بــازه  يــك تــابع درجــه2 ,a h]زه  اســت ضــمناً وســط بــا
a a h ha   2 f  :نامه  است پس طبق درس2 (a h) f (a) f (a h) f (a)h hf (a ) f (a )h h

         02 2  

fدر تابع با ضابطة     : 126تست   (x) x x 21 1
xاي در     ، اختلاف آهنگ تغيير لحظه    2  ]، از آهنگ تغيير متوسـط در بـازة          2 , ]1  كـدام   4

  )98تجربي (  ت؟اس
1 (25/0  2 (5/0  3 (45/0  4 (75/0  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

yآهنگ متوسط تغيير تابع : 127تست  x x  221 ] در بازة 4 , ]5   ؟ استxاي اين تابع، با كدام مقدار  ، برابر آهنگ تغيير لحظه6
  )99سراسري رياضي (  

1 (4 2  2 (3 2 2  3 ( 32 22  4 ( 52 22  

y  »4«گزينة : پاسخ x x  221 4  
]آهنگ متوسط در بازة  , ]5   : برابر است با6

  f ( ) f ( )         


6 5 21 36 24 21 25 20 9 16 16 5 1 1  

)  :ااي نيز برابر است ب آهنگ لحظه x )x xy
x x x x x x

       
     2 2 2

2 22 4 2
2 21 4 2 21 4 21 4

  

  :با برابر قرار دادن اين دو داريم

  ·H¼U ¾Mx x x x ( ) x x x x
x x

               
 

22 2 2
2

2 1 2 21 4 4 4 21 4
21 4

  

  x
( )x x x x


          22 8 200 5 52 8 17 0 2 2 2 24 2 2  
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yي     بر روي منحني به معادله     M(x,y)ي    نقطه: 128تست   x  ا مبداء مختـصات     ت Mي    ي نقطه    فاصله T.  در حال حركت است    8
xي   در نقطهTاي  آهنگ تغيير لحظه. است     كدام است؟7

1 (15
16  2 (15

8  3 (3
7  4 (5

4  

  :كنيم  ميـ ابتدا منحني تابع را رسم» 1«ي  گزينه: پاسخ

    
  

,M(xاي مانند  نقطه x ) Tي آن را تا مبداء با فرمول  گيريم و فاصله  را روي منحني در نظر مي8 x y 2   :كنيم  پيدا مي2

  T x y x ( x ) x x       2 2 2 2 28 8  
  :گيريم  مشتق ميx نسبت به Tحالا از 

  xT x x T
x x

    
 

2
2
2 18

2 8
  

  :دهيم  را مي7 مقدار Tلا به حا

  ( )T( )   
 2

2 7 1 15 157 162 642 7 7 8
  

  اي سرعت متوسط و سرعت لحظه
بياييد يك بار ديگر با هم اين مفاهيم . اي و سرعت متوسط است ايد، مفاهيم سرعت لحظه دو مفهومي كه در درس فيزيك بارها نام آن را شنيده

  :را ببينيم
Sكند به صورت   متحرك كه در امتداد يك خط حركت ميفرض كنيم معادلة حركت يك: سرعت متوسط f (t)باشد در اين صورت :  

  ·I§¶ RHoÃÃûU
·I¶p RHoÃÃûU

S S f (t ) f (t )S
t t t t t

    
  

2 1 2 1
2 1 2 1

Vسرعت متوسط   

  :ناميم اي مي  را سرعت لحظهSاي تغيير  آهنگ لحظه: اي سرعت لحظه

  V S f (t)    
  :به كه با چند تا از اصطلاحات آشنا شويدراستي خو

hاگر جسمي در راستاي قائم حركت كند و معادلة ارتفاع برحسب زمان آن              : برخورد با زمين  ) 1 f (t)        باشـد، بـا قـراردادن h 0   زمـان 
  .آيد برخوردبا زمين به دست مي

Vاگر : جهت حركت) 2 0 باشد حركت در جهت مثبت محور مكان است و اگر V 0باشد حركت در خلاف جهت محور مكان است .  
  .شود اي صفر مي اي كه سرعت لحظه لحظه: توقف) 3
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tماشيني كه با سرعت ثابت در حال حركت است در لحظة             : 129مثال   0  اگر فاصلة مكان ماشـين از  . كه متوقف شود   گيرد تا اين     ترمز مي

S(t)لحظة ترمز برحسب زمان به صورت  t t  224   : باشد2
  شود؟ سرعت ماشين پس از چند ثانيه صفر مي) الف
  سرعت ماشين در لحظة شروع ترمز چقدر بوده است؟) ب
  قف كامل چقدر است؟سرعت متوسط ماشين از لحظة شروع ترمز تا تو) پ

  :شود اي برابر صفر مي اي هستيم كه سرعت لحظه به دنبال لحظه) الف: پاسخ

S(t)  : مشتق بگيريمtشده نسبت به  كافي است از معادلة داده t t  224 2  
  V S (t) t S (t) t t         24 4 0 4 24 6  

  .كشد  ثانيه از لحظة ترمزگرفتن تا ايستادن ماشين طول مي6توجه كنيد كه 
tلحظة شروع ترمز يعني ) ب 0اي ماشين در  ، پس سرعت لحظهt 0كنيم  را پيدا مي:  

  S ( ) ( )   0 24 4 0 24  
t)، سرعت متوسط متحرك از لحظة ترمز )ب(و ) الف(با توجه به ) پ )0 تا لحظة توقف (t )   : برابر است با6

  S( ) S( ) ( ( ) ( ) ) ( )      
 

26 0 24 6 2 6 0 6 24 12 126 0 6 0   سرعت متوسط6

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  .توفيق و رستگاري را از خدا بخواهيد  
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