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  حد و پيوستگي كنكور
  

x:نويسيمش  جوي مي   و اين  (aكند به سمت عدد        ميل مي  xگوييم    وقتي مي ) 1 a (     منظورمان اين است كهx        روي محور اعـداد در يـك 
    : است؛ اين شكليa تقريباً برابر xشود، يعني   نزديك ميa بسيار به aهمسايگي محذوف 

x:نويسيمش  جوري مي   كه اين (كند     ميل مي  a از سمت چپ به      xگوييم    وقتي مي ) 2 a (     منظورمان اين است كهx     روي محور اعداد از 
    :شود؛ اين شكلي  به آن نزديك ميaتر از  سمت اعداد كوچك

x:نويسيمش جوري مي كه اين(كند   ميل ميa از سمت راست به xگوييم  وقتي مي) 3 a ( منظورمان اين است كهx روي محور اعداد از 
    :شود؛ اين شكلي  به آن نزديك ميaتر از  سمت اعداد بزرگ

  :حالا بياييد حد را از روي نمودار تابع بررسي كنيم
  

           
  )ب(  )الف(
   تعريف شدهaتابع در همسايگي راست و چپ 

  حد راست= حد چپ 
xتابع در  aحد دارد .  

   تعريف شدهaتابع در همسايگي راست و چپ 
  حد راست= حد چپ 
xتابع در  aحد دارد   

  

         
  )ث(  )ت(  )پ(
   تعريف شدهaتابع در همسايگي راست و چپ 

   حد راستحد چپ 
xتابع در  aحد ندارد .  

   تعريف شدهaتابع در همسايگي راست 
xتابع در  aحد راست دارد ولي كلاً در اين نقطه حد ندارد .  
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  )ج(

  
  )چ(

  
  )ح(

   تعريف شدهaتابع در همسايگي چپ 
xتابع در aحد چپ دارد ولي كلاً در اين نقطه حد ندارد .  

 تعريف نـشده و در      aهمسايگي  تابع در هيچ    
x aحد ندارد .  

  
xخواهيم ببينيم يك تابع وقتي        وقتي مي  a     ي تابع است، البته لازم نيست تمـام دامنـه را            ترين موضوع بررسي دامنه      حد دارد يا نه، مهم
 تعريف شده يا نه، يعني كافي است وضعيت         aي    آيا تابع در يك همسايگي راست يا چپ نقطه        منظورمان اين است كه بايد ببينيم       . پيدا كنيم 

  . بررسي كنيمaي  تابع را در اطراف نقطه
  

xي  اگر تابع در همسايگي راست و چپ نقطه aتعريف شده باشد وقتي حد دارد كه حد راست تابع برابر حد چپ آن باشد .  
  .......................................................................................................................................................................................................................جواب حد : 1سوال 

  ............................................................................................................................................................................................................. يعني x0ي  حد در نقطه
  .............................................................................................................................................................................................................حد در صورت وجود بايد 

  
  

): جهش تابع L | L L | )  2 1  
fاگر  (x) در x0 حد نداشته باشد، در x0شود  دچار جهش مي.  

   حد ندارد        x0 در  جهش دارد x0در تابع   

  

   حد دارد    x0 در  جهش ندارد x0تابع در   

  .شود و تابع در آن نقطه حد دارد  يك نقطه يا حذف يك نقطه، جهش محسوب نميبالا يا پايين پريدن

  .كنيم پرسند، حد چپ و راست را جداگانه پيدا مي  وقتي حد را از روي نمودار مي)1(
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رو، حاصل  در شكل روبه: 2تست 
x x

f ( ) lim f (x) lim f (x)
  

 
1 1

   كدام است؟1

1 (1  
2 (3  
3 (5  
  . وجود ندارد) 4

  
  
  
  
  
  

  ؟ندارد در چند نقطه حد fتابع . باشد  به صورت مقابل ميfنمودار تابع : 3تست 
  صفر) 1
2 (1  
3 (2  
4 (3  

  
  
  
  
  

fنمودار تابع : 4تست  (x)حاصل .  به شكل زير است
x x ( )
lim f (x) lim f (x)

   


1 1
   كدام است؟

1 (1  
2 (2  
3 (3  
4 (4  
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ل با توجه به شكل، حاص: 5تست 
x
lim (f ( x) f (x ))


  

1
3    كدام است؟3

1 (1  
2 (2-  
3 (3-  
  صفر) 4

  
  
  
  
  
  

حاصل .  به صورت شكل مقابل استfنمودار تابع : 6تست 
x
lim f ( )x 2

1
2    كدام است؟3

  صفر) 1
2 (1  
3 (2  
4 (2-   

  
  
  
  
  
  

x در fofبا توجه به شكل، مجموع حدهاي راست و چپ تابع : 7تست     ؟ كدام است2
1 (5  
2 (6  
3 (7  
4 (8  

  
  
  
  

  ......................................................................................................................................................................................................................................: تذكر مهم
.........................................................................................................................................................................................................................................................  
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fدر مورد حد تابع : 8سوال  (x) x 1 در x 1توان گفت؟  چه مي  
  
  
  
  
  
  
  

fدر كدام نقطه حدهاي راست و چپ تابع : 9تست  (x) x x x x   2   ندارند؟كدام وجود   هيچ22

3) 4  صفر) 3  2) 2  1) 1
2  

  
  
  
  
  

fتابع : 10تست  (x) x b  3 x در 2 a حد ندارد، ولي f (a) b 2 . مقدارa b2    كدام است؟3
  4) 4  6) 3  -2) 2  صفر) 1

  
  
  
  

به طـور كلـي در   . كنيم شود، حد چپ و راست را در آن نقطه جداگانه پيدا مي  پرسيده مي ) نقطة تغيير ضابطه  (حد در نقطة مرزي      وقتي   )2(
  .كنيم چون تابع در اين نقطه از لحاظ حددار بودن مشكوك است اي مي اي هميشه به نقطة مرزي توجه ويژه توابع دو و يا چند ضابطه

x)، تابع با ضابطة aعه مقادير به ازاي كدام مجمو: 11تست  a) xf (x)
x x

    
  

2 1
2 1 1

x در نقطة   1؟ حد دارد  

1 ({ }0  2 ({ }2  3 (  4 (  
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xاگر تابع : 12تست  xf (x)
ax b x

   
 

23 1 2
2

x در    حد داشته باشد و 2
x
lim f (x)



1

a باشد، مقدار 4 bكدام است؟   

1 (26
3  2 (4  3 (11  4 (11

3  

  
  
  
  
  
  
  

nاي به شكل    توابع چندجملهدر )3( nf (x) ax bx c   1  يا توابع مثلثاتي nf (x) sin x و nf (x) cos x و xy a 

nو توابعي به شكل      nf (x) | ax bx c |   1    و n n nf (x) ax bx c    2 1 1      يعنـي  (اش    ه، تابع در تمام نقاط دامن ـ
 (حد دارد و حد تابع برابر مقدار تابع است.  

  تعريف حددار بودن
چپ و راسـت هـر دو       ، يعني مثلاً اگر حد      )عدد برابر ( حددار گوييم    x0 متناهي و موجود و برابر باشد، تابع را در           x0اگر حد چپ و راست در       

 شد، گوييم تابع در x 0حد متناهي ندارد، بلكه حد نامتناهي دارد .  
  :كنيم  را به صورت زير تعريف ميعمل چپ و راست و عمل جاگذاريي حد،  در محاسبه

  :شود ها در يك نقطه از عمل جاگذاري استفاده مي اي دجملهي حد چن مثل محاسبه) حد توابع پيوسته(در حدهاي معمولي 
  

x x
lim f (x) f (x )



0

0  

  
x

| x |lim | x |

  
 1

3 4 22 1 2  

  
x
lim cos x


2

3

1
4  

  
x
lim x x


   3
1

2 1 2 3  

  .حد زير را محاسبه كنيد: 13سوال 
  

x
lim (tan x sin x)


 

6

2 3  
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sinحد تابع : 14تست  x cos xy
sin x cos x




2
2

2
2

x وقتي       كدام است؟2

1 (2-  2 (2  3 (1
2  4 ( 1

2  

  
  
  
  
  
  

xfاگر : 15تست  (x ) x
   حاصل 42

x
lim f (x)
4

   كدام است؟

1 (2  2 (3  3 (5/2  4 (5/3  
  
  
  
  
  

x در نقطة fاگر تابع : 16تست    داراي حد نامنفي و 1
x

f (x)lim f(x)

 


2

1
1 5
1  باشد، حاصل 2

x

f (x)
lim f(x)


1

1
  ؟ برابر كدام است1

1 (1  2 (1-  3 (3  4 (3-  
  
  
  
  
  

  . نشود، مثل موارد بالا كافي است فقط جاگذاري كنيداي بپرسند كه داخل جزء صحيح،  اگر حد تابع جزء صحيح را در نقطه: نكته

fاگر : 17تست  (x) | x | [x ]   3
x باشد، حد چپ در 2     كدام است؟3

1 (5  2 (6  3 (7  4 (4  
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  توابع شامل جزء صحيح  )4(
جلوتر .  شود بايد حد چپ و راست را جداگانه پيدا كنيم مگر آن كه خود طراح فقط حد چپ يا راست را بپرسد                      هرگاه داخل جزء صحيح،     

oÿÅنيز در قسمت حدهاي 
oÿÅكنيم كه بيشتر در موردش صحبت خواهيم كرد ، به جزء صحيح برخورد مي.  

حاصل : 18تست 
x

cos xlim[x] sin x 0   م است؟ كدا2

1) 2  صفر) 1
2  3 ( 1

  .موجود نيست) 4  2

  
  
  
  
  

حاصل : 19تست 
x ( )

lim x[x][x ]
 

2
2

   كدام است؟

1 (18-  2 (18  3 (24-  4 (24  
  
  
  
  

حاصل : 20تست 
x

x [x]lim [ x]




2

2
   كدام است؟

1 (2  2 (3  3 (2-  4 (3-  
  
  
  
  
  

yمجموع حد راست و چپ تابع : 21ست ت [x] [ x]  x وقتي 2   1
   كدام است؟2

1 (4-  2 (6-  3 (5-  4 (3-  
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f تابع aبراي كدام : 22تست  (x) [x] [x] 2 x در 3 aحد دارد؟   
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

  
  
  
  
  
  

حاصل : 23تست 
x
lim[x x]


2
1

   كدام است؟3

  .حد ندارد) 2  3 (3  4) 2  صفر) 1
  
  
  

  
  

yدر تابع : 24تست  [ ]x x وقتي 1   1
   حد چپ كدام است؟10

1 (11  2 (9  3 (10  4 (11  
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با توجه به شكل، حاصل : 25تست 
x
lim[ ]f (x)1

   برابر كدام است؟2

1 (1  
2 (2  
   صفر) 3
  .وجود ندارد) 4
  
  
  
  
  
  

  دو تابع مهم
  :ها خيلي سروكار داريد با دو تابع از اين تابع

  
( ) f (x) [x] [ x]  2  

  
( ) f (x) x [x] 1  

  
fحالا به نمودار  (x) [x] [ x]  از روي نمودار معلوم است كه در تمام نقاط .  نگاه كنيد حد تابع برابر ،( )1است .  

حاصل : 26تست 
x
lim[x [x]]



1

   كدام است؟

1 (1  2 (حد ندارد) 4  1) 3  صفر.  
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yمثلاً  .  نشود حد ندارد   min يا   maxهرگاه درون براكت صحيح شود و تابع داخل براكت           [x]   در x , , ,  2 1 0     حد نـدارد 

xولي در  , ,  1 12 2   . حد دارد2

y [ x] x در 2   1
x و 2 1 حد ندارد اما در x  1

  . حد دارد3

y [ x] در x 1 حد ندارد ولي در x    . حد دارد2

y [sin x] در x  x حد دارد اما در 6  حد ندارد .  

sin]مثلاً . جا حد دارد  شود، تابع در آنmin و يا maxاي صحيح شود و تابعِ درون براكت در آن نقطه  اگر درون براكت در نقطه x] در نقاط 

x  x و 2  3
x] حد دارد و يا 2 x در نقطة 2[ 0حد دارد .  

حاصل : 27تست 
x
lim [sin x][cos x]

 2

3    كدام است؟4

  .وجود ندارد) 4  صفر) 3  -1) 2  1) 1
  
  
  
  
  

حاصل : 28تست 
x
lim sin x]




2

   كدام است؟2

1 (1  2 (حد ندارد) 4  1) 3  صفر.  
  
  
  
  
  
  

حاصل : 29تست 
x
lim [ ]sin x 2

1
   كدام است؟3

  .حد ندارد) 1  3 (2  4) 2  صفر) 1
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yتابع : 30ست ت [ x ]    ؟ندارداش حد   در چند نقطه از دامنه29
1 (3  2 (4  3 (5  4 (6  
ـ به دنبال نقاطي هستيم كه داخل براكت صحيح باشد و چون فقـط بـه         » 4«ي    گزينه: پاسخ

نمـودار تـابع   . دنبال تعداد نقاط هستيم بهتر است نمودار عبارت داخل براكت را رسـم كنـيم        

f (x) x  در .  اسـت  3دايره به مركـز مبـدأ مختـصات و شـعاع               به صورت يك نيم    29
x  3كه در يك همسايگي تعريف نشده حد ندارد .x 0 طول ماكزيمم نسبي است پس 

  .ود هم حد نداردش ي ديگر كه داخل براكت صحيح مي  نقطه4در . در آن حد دارد
  

oÿÅحالت 
oÿÅ:  

مـثلاً  . شـود  آيـد، اصـطلاحاً مـبهم گفتـه مـي      هـا بـه دسـت مـي     هاي مختلـف يـا هـر عـددي از آن     هايي كه در شرايط مشابه، جواب  به حالت 

x
xlim y x

  
0

0  يا 10
x

(x )xlim y x x

   
 1

2 12 2 0 21 0 1.  

oÿÅ
oÿÅ هر عدد (تواند باشد، زيرا اگر       ابر هر عددي مي    بر0

به يـافتن جـواب كـسر       . است) صفر× هر عدد   = صفر  (را طرفين وسطين كنيم،     ) 0

oÿÅ
oÿÅشود  عمل رفع ابهام گفته مي.  

  

0رفع ابهام حالت 
0:  

0م هر در ابتدا بايد بداني
ÂLvºoÿÅ(Áke) مبهم نيست و تنها 0

(Áke)ÂLvºoÿÅكنيم كه صفر نسبي  جا اشاره مي در اين.  مبهم است و بايد رفع ابهام شود

fمثلاً در تابع    . فرق دارد ) خود صفر (با صفر مطلق    ) حدي( (x) x 1        وقتي مقدار تابع بـه ازاي x 1   يـابيم جـواب صـفر مطلـق           را مـي
xشود، اما حد تابع وقتي  مي 1چرا كه .  برابر صفر نسبي استx  1:  

  
x

x
lim x

x

  

  

    
  1

1 1 1 0
1

1 1 1 0
  

xfصفر مطلق    (x) x f ( )     11 1 1 1 0  

) :توجه ) ( )    2 20 0 1 1  

  
¢±õ¶oÿÅ

¢±õ¶oÿÅx

x [ ]
lim[x ]

x [( ) ]

 

  

   


   

2
20

0 0 0

0 0 0 0
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oÿÅانواع 
oÿÅ:  

  .اگر مخرج صفر مطلق بود، حاصل تعريف نشده است و جواب وجود ندارد

  
x

xlim x


0
ÂLvºoÿÅ مبهم است  رفع ابهام مثال  : 1

ÂLvºoÿÅ ) 1  

  
x

[x] [ ]lim x



 
  

0

0 0 0
0 0

õ¶oÿÅ±¢ صفر  مبهم نيست مثال  : 
ÂLvºoÿÅ ) 2  

  oÿÅj¼i ½kzº þÄo÷UoÿÅj¼ix

[x] [ ]lim [x] [ ]




  

0

0
0

õ¶oÿÅ±¢تعريف نشده ) وجود ندارد (مثال  : 
¢±õ¶oÿÅ ) 3  

  ÂLvºoÿÅ ½kzº þÄo÷U¢±õ¶oÿÅx

xlim [x]
 

0
ÂLvºoÿÅتعريف نشده ) وجود ندارد (مثال : 

¢±õ¶oÿÅ ) 4  

  

0رفع ابهام 
  : در توابع جبري0

0هاي  گيريم كه با ابهام نامه در اين قسمت ياد مي با توجه به توضيحات درس
  .فع ابهام كنيمها را ر  چگونه برخورد و آن0

0هاي رفع ابهام  در ابتداي بخش با روش
فقط براي تأكيد هم كه شده، دوباره به شيپور . شويم كه در زير آمده است  در توابع جبري آشنا مي0

  .زير توجه كنيد
  

ين علامت و جزء صحيح را با تعيين مقدار، حذف كنيم ي حد توابع شامل قدرمطلق و جزء صحيح، اول بايد قدرمطلق را با تعي در محاسبه
  .و سپس حد را محاسبه كنيم

ي يكسان از صورت و مخرج   در اين حالت با استفاده از تجزيه، فاكتورگيري يا اتحادهاي مناسب، عامل صفرشونده:حذف عامل صفرشونده) الف
  .يابيم كنيم و سپس مقدار حد را در آن نقطه مي را حذف مي

  :31مثال 

  
x

x xlim
x

 


2
22
5 6

4
  

  
  
  

  
x

x xlim
x x x

 
  

2
3 24

3 4
4 4
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xاگر نمودار تابع : 32تست  nx xf (x) x
 



3 2 6
n به صورت شكل زير باشد، مقدار 3 Lكدام است؟   

1 (3  
2 (2-   

3 (5-  
4 (2  

  
  
  
  
  
  

حاصل : 33تست 
x

x [x]lim
x x





2

22

8
2

   كدام است؟

  2) 4  .وجود ندارد) 3  صفر) 2  4) 1
  :كنيم ـ اول جزء صحيح را تعيين مقدار مي» 1«ي  گزينه: پاسخ

  
x x

(x )( ) xlim lim
x x x x  

  
 

2 2
2 22 2

2 8 2 8
2 2

xحد  [x]   2 2  

0اين حد ابهام    
دقت كنيد، بـا    (يه، عامل صفرشونده را از صورت و مخرج حذف كنيم           براي رفع ابهام بايد با استفاده از اتحادها و يا تجز          .  دارد 0

xتوجه به اين كه   x)، عامل صفرشونده 2 )   ): است كه بايد از صورت و مخرج حذف شود2

  
x x x

(x ) (x )(x ) (x ) ( )lim lim limx(x ) xx x    

        


2

22 2 2

2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 42 22
  حد

حاصل : 34تست 
x

xlim
x [x ]




2
3 32

  )1401تجربي (  ام است؟  كد4

1) 2  صفر) 1
3  3 (1  4 (  
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استفاده ) يا هر دو  (توانيم از گويا كردن صورت يا مخرج كسر           ي حد توابع شامل راديكال، براي رفع ابهام مي           گاهي در محاسبه   :گويا كردن ) ب
  .كنيم

حاصل : 35مثال 
x

xlim
x


1
1

1
  . را بيابيد

0شده داراي ابهام  حد داده: پاسخ
  .كنيم براي رفع ابهام از گوياكردن استفاده مي.  است0

  
x x x

( x)( x)x xlim( ) lim lim xxx x  

        
 1 1 1

1 11 1 1 1 1 211 1
  

حاصل : 36تست 
x

xlim
x

 
4

3 2 1
2

   كدام است؟

1 (2
3  2 (3

4  3 (4
3  4 (3

2  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  توابع شامل قدرمطلق) 5(
0ي حد توابعي كه شامل قدرمطلق هستند، اگر داخل قدرمطلق صفر شده و حاصل حد به صورت مبهم                     در محاسبه 

 حد چپ و     دربيايد، بايد  0

  .راست را جداگانه بررسي كنيم
  .يابيم ها را از قدرمطلق خارج كرده و حد تابع را مي سپس عبارت. كنيم براي اين كار ابتدا عبارت داخل قدرمطلق را تعيين علامت مي

  :37مثال 

  x
x

x

xlim | x |xlim | x | xlim | x |











  
 


0
0

0
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|حد عبارت : 38تست  x x |

x x

 

 

2

2
2

2 12
x وقتي     )90رياضي (   كدام است؟2

1 (3  2 (2  3 (2  4 (3  
  
  
  
  
  

)حد چپ تابع : 39تست  [x]) x xf (x) x
  



23 6 9
xي   در نقطه3     كدام است؟3

  .موجود نيست) 1  3 (1  4) 2  صفر) 1
  
  
  
  
  

، حاصل fبا توجه به نمودار تابع : 40تست 
x

f (x)lim | f (x) |




3

3
8

  ؟ كدام است2

1 (12  
2 (4-  
3 (12-  
4 (4   

  
  
  
  
  
  
  

ي  پس براي محاسـبه . كنيم ي صفر منتقل مي جا با كمك تغيير متغير مناسب، حد را به نقطه       در اين  :تغيير متغير ) ج
x a

f (x)lim g(x)
 بـا فـرض   

x a t )  با توجه به اين كهx a بنابراين x a 0 و در نتيجه t 0:(  

  
x a t

x a t f (x) f (a t)lim limg(x) g(a t)x a t  

       00
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حاصل : 41مثال 
x

x xlim
x

  
1

2 1 1
1

  . را بيابيد

0شده داراي ابهام  حد داده: پاسخ
  :گيريم ي حد كمك مي بنابراين از تغيير متغير براي محاسبه.  است0

  
x t

x t x t x x t tlim lim
x tx t     

          
   1 0

1 1 2 1 1 2 0
011 0

  

  :كنيم گيريم و از حذف عامل صفرشونده استفاده مي  در صورت فاكتور ميtحالا براي رفع ابهام از 

  
t t t

t ( t )t tlim lim lim ( t )
t t    

      
0 0 0

22 2 2 0 2  

xاي وقتي   حد يك چندجمله:ارزي استفاده از هم) د 0اي است ترين توان آن چندجمله ي با كم  برابر حد جمله.  

براي مثال 
x

x x x


 3 2 2
0

3 3)  علامتارز بودن است  به معناي هم(.  

حاصل : 42ثال م
x

x x xlim
x x

 


3 2
20
3

2
  . را بيابيد

0شده ابهام  چون حد داده: پاسخ
xدقت كنيد كه . (كنيم ارزي استفاده مي  دارد، براي رفع ابهام از هم0 0(  

  
x x

x x x xlim lim xx x 

    


3 2
20 0
3 1

2 22
  

  .بيابيدرو را  حاصل حد روبه: 43سوال 
x

x x xlim
x x

 



3 2

3 30
2

8
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ي  در تابع با ضابطه: 44تست 
x x

f (x)
x x

   
  

1 0
1 0

، حاصل 
x
lim f(x x)


3

0
  )89رياضي (   كدام است؟

  .موجود نيست) 4  3) 3  1) 2  -1) 1
  
  
  
  
  

  روش هوپيتال
fپذير باشند و   مشتقxي   در نقطهg و fاگر توابع  (x ) 0 و g(x ) 0گاه  آن:  

  
x x

f (x )f (x)lim g(x) g (x )


 






  

0در مبهم 
 و 0


  .توان از اين روش استفاده كرد مي) پذير باشند رود، مشتق  مي به x يا وقتي xي   در نقطهg و fاگر  (

  .گيري براي استفاده از روش هوپيتال ضروري است هاي مشتق پس تسلط بر تمام فرمول

0در مبهم   
 و   0


گيـري   اگر باز هم مبهم بود به عمل مـشتق . كنيم   حساب مي  گيريم و سپس حد را       مشتق مي  جداگانهاز صورت و مخرج     : 

  .دهيم مستقل ادامه مي

  :گيري چند قاعدة مشتق
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  .حاصل حدهاي زير را به دست آوريد: 45سوال 

  nx
xlim
x


1
1
1

  

  
  

  
x

(x )lim
( x )( x )



 

2

31
1

1 1
  

  
  
  

  
n

x
x x x x x nlim x

     


2 3 4

1 1
  

  
  

axاگر : 46تست  alim
x


 
3

1 5 16
x وقتي   3 گاه   باشد، آن2 برابرaكدام است؟   

1 (5  2 (3  3 (3  4 (5  
  
  
  
  
  
  

اگر : 47تست 
x

axlim b
x

  
4
1 3

2
 ،abكدام است؟   

1 (4
3  2 (8

3  3 (4
5  4 (8

5  
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اگر : 48تست 
x

x xlim
ax x b

  
 

2
21

3 2 2
2

aگاه   باشد، آن b كدام است؟ )bمتناهي است (.  

1 (1  2 (1  3 (1
2  4 ( 1

2  

  
  
  
  
  
  
  

xحد عبارت : 49تست  x
x

 


2
3

10 16
12 6

x، وقتي   898تجربي (  ، كدام است؟(  

1 (24-  2 (18-  3 (12-  4 (6-  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

حاصل : 50تست 
x

x xlim
x x

 
 1

2 7 5
2 3 1

  )99رياضي (  ، كدام است؟

1 (/1 5  2 (/1 2  3 (/0 8  4 (/0 6  
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مقدار : 51تست 
x ( )

x [ ]
xlim

x [ ]
x

 

 



2

1
22

310 5

216
  )1400رياضي (  ، كدام است؟

1 (  2 (5) 3  صفر
8  4 (  

  
  
  
  
  
  

  ارزي استفاده از يك هم
  nu : ( u) nu  0 1 1  

  n uu : u n  0 1 1  

حاصل : 52تست 
x

xlim x

 3

0
2 1    برابر كدام است؟1

2) 3  صفر) 2  1) 1
3  4 (1

2  

  
  
  
  
  
  

  :چند سؤال مهم، چند ايدة مهم

حاصل : 53تست 
x

x xlim
x x

 
 

2
23

4 21
2 7 3

   برابر كدام است؟

1 (1  2 (2  3 (2  4 (3  
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حاصل : 54تست 
x

(x x )(x x )lim
(x x) x

   

 

3 4

21
1 3 2

5 1
   برابر كدام است؟

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
  
  
  
  

حاصل : 55ت تس
x

x xlim
x x

  
  

2
21

1 1
4 4 1

   برابر كدام است؟

1 (1
2  2 ( 1

2  3 (2  4 (2
2  

  
  
  
  
  

حاصل : 56تست 
x

| x | | x |lim
x



  

  20

1 1

1 1
   برابر كدام است؟

1 (2  2 (2 2  3 ( 2  4 (2 2  
  
  
  
  
  

oÿÅحالت 
oÿÅدر حدهاي مثلثاتي   

حاصل : 57تست 
x

sin x [cos x]lim
cos x


2

2

  .)، نماد جزء صحيح است[ ]( كدام است؟ 

1 ( 1
2  2 (1

  .حد وجود ندارد) 4  -1) 3  2
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حاصل : 58تست 
x

cot xlim tan x


3

4

1
   كدام است؟1

  ) 4  1) 3  صفر) 2  -1) 1
  
  
  
  
  
  
  
  

حاصل : 59تست 
x

| sin x cos x |lim tan x




4
   كدام است؟1

1 ( 2
2  2 (2

2  3 (2  4 ( 2  

  
  
  
  
  
  
  

حاصل : 60تست 
x

| cos x |lim
sin x


2

   كدام است؟1

1 ( 1
2  2 (1

2  3 (1  4 (1-  
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حاصل : 61تست 
x

sin xlim
sin x




3
2

2

1
1

   كدام است؟

1 (1  2 (3
2  3 (1

  صفر) 4  2

  
  
  
  
  

sinحد چپ : 62تست  x
sin x cos x




1 x در 2  4:  

1 (1  2 (1  3 (2  4 ( 2  
  
  
  
  
  

حاصل : 63تست 
x

cos xlim sin x

1كدام است؟   

1 (2
2  2 ( 2

2  3 (1
2  4 ( 1

2  

  
  
  
  
  
  

حاصل : 64تست 
x

cos xlim sin x tan x

1    كدام است؟2

1 (2  2 (2-  3 (1  4 (1-  
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حاصل : 65تست 
x

xsin xsin
lim

cos x




4

1
   كدام است؟

1 (  2 ( 2  3 (2  4 (2 2  
  
  
  
  
  
  

 حتماً به سمت صفر برود، بلكه بايد به جايي بـرود  xارزي لازم نيست كه    رار است و در اين هم      برق 2ارزي     به نحوي صفر شود، هم     Uاگر  
  . به سمت صفر ميل كندUكه 

  
U U

sin U U tan U U
 0 0
   

R  حاصل حدهاي زير را بيابيد: 66سوال.  

  
x

sin x sin x sin xlim
tan x tan x

  


2 2
30

2
3

) 1  

  
  
  

  
x

sin x tan xlim
x sin x

 
0

4
2 8 2

) 2  

  
  
  
  

  n n
u x

sin u u sin x ( x) x
 

2 2 2
0 0

2 2 4 ) 3  

  n n
u x

tan u u tan x ( x) x
 

   4 4 4 4
0 0
 ) 4  

R  حاصل حد مقابل را به دست آوريد: 67سوال .  

  
x

sin x tan xlim x | x |

 
3 2

0

2 3
2  
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R  حاصل : 68تست
x

sin( x )lim
x




2

2

2
2

   كدام است؟

1 (2  2 (2
2  3 (2   صفر) 4  2

  
  
  
  
  
  

R  حاصل : 69تست
x

sin xlim

x
0

1

   كدام است؟1

  .حد ندارد)   4) 3  صفر) 2  1) 1
  
  
  
  
  
  

R  حاصل : 70تست
x

sin xlim

x


1

   كدام است؟1

    4 (sin1) 3  صفر) 2  1) 1
  
  
  
  
  
  
  

  
u x

cosu u cos x x
 

 2 2
0 0

1 11 1 3 92 2 ) 5  

  n
u x

x x xcos u nu cos ( )
 

    
22 2 2

0 0
1 11 1 22 2 2 2 4 ) 6  
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R  حاصل : 71تست
x

cos x cos xlim
x

2
20

  )93سراسري رياضي (  ، كدام است؟

1 ( 3
2  2 ( 3

4  3 ( 1
4  4 (3

2  

  
  
  
  
  
  

حاصل : 72تست 
x

cos xlim tan x



0

1    كدام است؟2

1 (2  2 ( 2  3 (2  4 (2-  
  
  
  
  
  

  

nxفرض كنيد  : 73تست 

tan ( )
xlim a

( cos( x))


 



2
2

0

1 1
1

1 2
a، مقدار  n1400رياضي (  ؟ كدام است(  

1 (7
4  2 (9

4  3 (5
8  4 (17

4  

  
  
  
  
  
  

  نهايت حد بي
 است و اگر دائماً در حـال كـاهش          گوييم حد تابع نامتناهي و       مقادير تابع دائماً در حال افزايش باشد مي        a به عدد    xاگر با نزديك شدن     

  . استگوييم حد تابع نامتناهي و باشد مي

yبه عنوان مثال به تابع  x  يعني .شود كند، مخرج تابع از راست به صفر نزديك مي  از سمت راست به صفر ميل ميxوقتي كه .  توجه كنيد1
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  :توانيم بنويسيم شود و مي جا كه صورت تابع عدد ثابت يك است، مقدار كسر زياد مي ترشدن است و از آن مقدار مخرج دائماً در حال كم

  
x
lim x

 
0

1      

  :كند  مينهايت ميل در توابع كسري اگر حد صورت كسر مخالف صفر باشد و مخرج كسر به صفر ميل كند كسر به سمت بي

  jkø jkø jkø jkø
   
          0 0 0 0

0 0 0 0
  

  . در محاسبه حد در توابع كسري اگر صورت كسر برابر يك عدد و مخرجش صفر شود، بايد حد چپ و راست را جداگانه حساب كنيم)6(

حاصل : 74تست 
x

xlim x


1

1
   كدام است؟1

  صفر)   3 (  4) 2  .حد ندارد) 1
  
  
  
  
  

  

حاصل : 75تست 
x

xlim
(x )


 21

1
1

   كدام است؟

    4 () 3  صفر) 2  1) 1
  
  
  
  
  

حاصل : 76تست 
x

x xlim
x x


 

2
21

3
3 2

   كدام است؟

1 (  2 (  3 (2) 4  صفر  
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xfدر مورد تابع با ضابطة : 77تست  (x) x | x |




2   )98تجربي (   كدام بيان درست است؟1

1 (
x
lim f (x)


 

0
  2 (

x
lim f (x)


 

0
  3 (

x
lim f (x)


 

0
  4 (

x
lim f (x)


 

0
  

  
  
  
  
  
  

اگر : 78تست 
x

xlim
x ax b

  
 23

4
2

a باشد،  b98، مشابه رياضي 93رياضي (   كدام است؟(  

1 (3-  2 (3  3 (6  4 (12  
  
  
  

  
  
  

حاصل : 79تست 
x

x xlim
x x

 
 

2

22

3 8 4
4 4

   كدام است؟

1 (  2 (3) 4  1) 3  صفر  
  
  
  
  
  

 اگر : 80تست 
x

a[x]lim
x

  
 22

3
4

  ؟ وجود داردa باشد، چند مقدار صحيح براي 

  شمار بي) 4  صفر) 3  2) 2  1) 1
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  شود  ميوضعيت منحني حوالي ريشه مخرجش، هنگامي كه حد به ازاي ريشة مخرج، 

  
)5(  

y
x
 1  

  
)4(  

y
x

  2
1  

  
)3(  

y
x

 2
1  

  
)2(  

y x 1  

  
)1(  

y x  1  

  þøIñ¶−I~ÿºH
  

½jIw−I~ÿºH
  

  

  
)9(  
[x]y x  

  
)8(  

y
x

 1  

  
)7(  

y
x



1  

  
)6(  

y
x



1  

  
  

    دهد؟ ي مخرجش نشان مي رو وضعيت نمودار كدام تابع را در اطراف ريشه شكل روبه: 81تست 

1 (xy
(x )


 2

2
1

    2 (xy
(x )


 2

2
1

  

3 (xy
(x )


 2

2
1

    4 (xy
(x )


 2

2
1
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تابع : 82سوال 
[x]( )f (x)

(x )

 7
1

1
x را در همسايگي عدد  1رسم كنيد .  

  
  
  
  
  
  
  

 به صورت مقابل باشد، حاصل fاگر نمودار تابع : 83تست 
x

xlim f(x) 1    كدام است؟2

1 (1
  صفر) 2    2

3 (    4 (  
  
  
  
  
  
  
  

axfرو نمودار تابع  شكل روبه: 84تست  (x)
x b


2

f.  است2 (   )95مشابه تجربي خارج (   كدام است؟4(

1 ( 1
8    2 ( 1

4  

3 (1
4    4 (1

8  
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sinتابع : 85تست  xf (x) cos x



6

y در حوالي محور 1 oyبه كدام صورت است؟   

1 (  2 (  3 (  4 (  

  
  
  
  
  
  
  
  

حاصل : 86تست 
x

xlim cos x




2

2
2    كدام است؟1

    3 (  4 (1) 2  صفر) 1
  
  
  
  
  
  
  

sinدر مورد تابع با ضابطة : 87تست  xf (x) cos x
1   )98تجربي خارج (  ، كدام بيان درست است؟2

1 (
x

lim f(x)


 
2
3

    2 (
x

lim f(x)


 
2
3

  

3 (
x

lim f (x)


 
2
3

    4 (
x
lim f (x)


 

4
3
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 حاصل: 88تست 
x ( )

[x]lim x 


2

3
  )99تجربي (  ، كدام است؟2

1 (  2 (1  3 (1) 4  صفر  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

ي   نهايـت از دايـره      شوند، بايد حد چپ و راست را جداگانه حساب كرد كه براي تعيين علامت بي                نهايت مي    بي cot يا   tanدر نقاطي كه    
  .شود لثاتي استفاده ميمث

  

    

IÄ 

IÄ 

x

x

lim cot x

cot , cot
lim cot x

 

 

 

 






 


0

0

0  

       

IÄ

IÄ

x

x

lim tan x

tan , tan

lim tan x

 

 

 

 




  







3
2 2

3
2 2

3
2 2  

حاصل : 89تست 
x

(x )lim tan( )


 

0

1
 و 2

x

[x ]lim tan( )


 

0

1
   به ترتيب از راست به چپ كدام است؟2

1 ( و     2 (نشده  و تعريف  
3 ( و     4 (نشده  و تعريف  

  »4«ي  گزينه: پاسخ
x

(x )lim tan( ) tan( )






    
0

1
2 2  

(نشده تعريف   2مطلق
x

[x ] [ ]lim tan( ) tan( ) tan(






   
0

1 1
2 2  
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حاصل : 90تست 
x
lim cot x


2    كدام است؟3

1 (  2 (  3 (1  4 (صفر  
  
  
  
  
  
  

حاصل : 91تست 
x
lim log x

0
/ و 

x
lim log ( x)


0 2

1
   به ترتيب كدام است؟1

1 (,   2 (,    3 (هر دو  4 (هر دو  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

logحاصل : 92سؤال  x

x

xlim ( )x


0

3 7
2    كدام است؟8
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  نهايت حد در بي
xاي وقتي  حد هر تابع چندجمله   ترين درجه را دارد اي است كه بزرگ برابر حد جمله.  

  n n n n
x x

lim (ax bx cx k) lim ax 

 
    1 2 ) 7  

  .حاصل حدهاي زير را به دست آوريد: 93مثال 

  
x

lim (x x x)


  2 3 35 4) 1  

  
x
lim ( x x x)


   5 23 1 2 3) 2  

رفع ابهام از حالت 


:  

  
n n n

m m mx x

n m
ax bx k ax alim lim n maa x b x k a x

n m



 

 
            



1
1

0




  

.........................................................................................................................................................................................................................................................  

.........................................................................................................................................................................................................................................................  

اگر : 94تست 
x

| x |lim
ax x

  
 

2

2
4 1

2
xگاه حد راست اين عبارت در نقطة   آن  2كدام است؟   

  )90سراسري رياضي خارج از كشور (  

1 ( 4
3  2 ( 2

3  3 (2
3  4 (4

3  

  
  
  
  

axي  در تابع با ضابطه: 95تست  xf (x) x
 



24 5
2 ، اگر 2

x
lim f(x)


 5
fگاه حد  ، آن2 (x) وقتي x  195تجربي ( كدام است؟(  

1 (2
3  2 (5

6  3 (3
2  4 (5

4  
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nتابع با ضابطة : 96تست 
ax xf (x)

x
 



3 2 1
4 12

اگر .  را در نظر بگيريد
x
lim f (x)


 1
گاه  باشد، آن6

x
lim f (x)
3

  ، كدام است؟

  )99تجربي (  

1 (1
24  2 (1

18  3 (1
12  4 (5

36  

  
  
  
  
  

، چند مقدار مختلف براي حاصل nبراي مقادير طبيعي : 97تست 
n

nx
x nxlim
x x

 
 

2
2

4 1
1

   ممكن است و مجموع اين مقدارها چقدر است؟

  8سه مقدار، ) 4  7سه مقدار، ) 3  5و مقدار، د) 2  4دو مقدار، ) 1
  
  
  
  
  

حاصل : 98تست 
x
lim x(x x )


 2   )93رياضي خارج (   كدام است؟8

  ) 4  4) 3  صفر) 2  -8) 1
  
  
  
  
  
  

حاصل : 99تست 
x
lim ( x x )( x x )


     3 7 1    كدام است؟ 9

  -4) 4  صفر) 3  -2) 2  1) 1
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fاگر : 100تست  (x) x x x  24 باشد، حاصل 
x

f (x)lim x
  )98تجربي خارج (   كدام است؟ 

1 (2-  2 (1-  3 (2  4 (3  
  
  
  
  
  

axاگر : 101تست  bx cg(x) | x |
 


2

 و 1
x
lim ( [x])g(x)


 

1
4  باشد، حاصل 6

x
lim g(x)


  )1401تجربي (   كدام است؟

1 (1-  2 (1  3 (2  4 (2-  
  
  
  
  
  

، حاصل nفرض كنيد : 102تست 
n n

n nn
lim

 

 


 

2 1 1 2
2 1 1 2
2 2

2 3 2
  )99رياضي (  ، كدام است؟

1 (1  2 (1
3  3 ( 1

3  4 (1  

  
  
  
  
  
  

xfاگر : 103تست  (x)
x x


 2
2 5

4 3
xg(x) و   گاه  ، آن2

x
lim g(f (x))

1
  )سراسري رياضي(   كدام است؟

  4 (1) 3  1) 2  صفر) 1
2  
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حاصل : 104تست 
x

xlim ( )xx x


22

6 1
22

  )96تجربي (   كدام است؟

1 ( 5
2  2 ( 3

2  3 (1
2  4 (3

2  

  
  
  
  
  

با توجه به شكل، حاصل : 105تست 
x
lim fof ( )xx


0

1    برابر كدام است؟ 1

1 (1   
2 (1-  
3 (3  
  صفر) 4

  
  
  
  
  

Axمودار تابع با ضابطة شكل مقابل ن: 106تست  By
x


2 1

Ax.  است Bكدام است؟   

1 (x 2 2  
2 (x 2 2  
3 (x 2 2  
4 (x 2 2  
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  پيوستگي
  

  

  xي   در نقطهfپيوستگي 
x)كنيم، در اين فصل كلاً به اتصال نقطه   را پيدا ميx گفته شد، كه عرض دو نقطه طرفين xي  در فصل حد تابع در نقطه ,f (x ))  به 

  . كنيم دو طرف آن توجه مي
yتابع  f (x)ي   را در نقطهx aزمان برقرار باشد  پيوسته گوييم هرگاه دو شرط زير همواره و هم:  

  
x a
lim f (x) f (a)


) 1  

  fa D) 2  
  . برابر شودمقدار تابع با حد تابعي تابع است،   كه در دامنهaي  تر در نقطه به زبان ساده

ي حد توابع گاهي نياز است، حد چپ و راست را به دست آوريم پس در اين صورت تعريف  در مبحث حد مشاهده كرديم كه در محاسبه: نكته
fa  :شود پيوستگي نيز به صورت معادل به فرم زير بيان مي D) 1  

  
x a x a
lim f(x) lim f (x) f (a)

  
 ) 2  

  ي از روي نمودارمفهوم پيوستگ
xي پيوستگي تابع در  دهنده هر سه نمودار نشان aباشند  مي.  

                      
  با توجه به نمودار، تابع در چند نقطه ناپيوسته است؟.  به صورت مقابل استfنمودار تابع : 107تست 
1 (3  
2 (4  
3 (6  
4 (5  
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  پيوستگي يك طرفه
x در fتابع :  پيوستگي چپ)1 aرا از چپ پيوسته گوييم هرگاه :  f

x a
lim f(x) f (a) (a D )


   

         
x در fتابع : پيوستگي راست) 2 aرا از راست پيوسته گوييم هرگاه :  f

x a
lim f(x) f (a) (a D )


   

           
  . هم از راست و هم از چپ پيوسته باشدa در f پيوسته است اگر و تنها اگر a در f :نكته

 تابع با ضابطة aبه ازاي كدام مقدار : 108تست 
x xf (x) | x |

a x

    
  

38 22
2

x در نقطة   298تجربي (   فقط از چپ پيوسته است؟(  

1 (12-  2 (6-  3 (6  4 (12  
  
  
  
  
  
  
  

xتابع : 109تست  xf (x)
x x

  
 

2 0
0

  .است.....................  در مبدأ 

  ناپيوسته) 4  ي چپ فقط پيوسته) 3  ي راست فقط پيوسته) 2  پيوسته) 1
  .خصوص در صفر پيوسته است ـ واضح است كه شكل به صورت يكپارچه به هم متصل است پس تابع در تمام نقاط به» 1«ي  گزينه: پاسخ
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xتابع در    0پيوسته است  .
f

x x

x x

D

lim f(x) lim x f ( )

lim f (x) lim ( x)

 

 

 

 


 
    

   


2
0 0

0 0

0

0 0

0

     

fدر شكل زير نمودار تابع : 110سوال  (x)نقاط ناپيوستگي تابع .  رسم شده استfرا به دست آوريد .  

    
  
  
  
  
  
  

fمـثلاً   .  در تمام نقـاط پيوسـتگي دارنـد        اي پيوسته هستند و در كل         اي در هر نقطه     توابع چندجمله ) 1 (x) x x 3 22  ،f (x)  2 ،

f (x) x 22   .در تمام نقاط پيوسته هستند...  و 5

x(aتوابع به فرم  ,a ) y a  1 0 ،y sinax و y cosax روي اند  پيوسته.  

  
y x x x(x )   2 1  

    
xy ( ) 1

2  
  

xy  2  

  

  
y cosax  

  

  
y sinax (a ) 0  
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fاگر  ) 2 (x)   در x    ،پيوسته باشد | f (x) y پيوسته است، مـثلاً      x در   | cos x   و y x 2 yانـد، پـس        پيوسـته  2 | cos x |  و 

y | x | 2   .ندا  نيز پيوسته2

    
|عكس مطلب فوق درست نيست، يعنـي اگـر           f  پيوسـته بـوده اسـت، مـثلاً     x در fتـوان گفـت كـه لزومـاً       پيوسـته باشـد، نمـي   x در |

 y | f (x) | 1   در x 0 سته است در حالي كه       پيو
x

f (x)
x


  

1 0
1 0

 
 

x در    0 

  .ناپيوسته است

fاگر ) 3 (x) ،پيوسته باشد nf (x) و n f (x)2 fمثلاً .  نيز پيوسته است1 (x) x 3 22 f و يا 7 (x) (x ) 2 56.  

  
nyتابع ) 4 f (x) 2) fبراي مثال تابع . اي غير از نقاط انتهايي دامنه پيوسته است در هر نقطه)  تابعي پيوستهy x 1) ي تابع  دامنه

x 1در )  استx  x پيوسته است ولي در 2 1) ناپيوسته است، چون در همسايگي چپ ) ي انتهايي دامنه نقطهx    .شود  تعريف نمي1

تابع با ضابطة : 111تست 
x x

f (x) x
a x

   
 

0
1 1

0
x در نقطة a، به ازاي كدام مقدار  096تجربي (  يوسته است؟ پ(  

1 (2-  2 (1-  3 (1  4 (2  
  
  
  
  
  

y x 3
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تابع با ضابطة : 112تست 
x x

f (x) x x
ax a x

  
   

1 1

2 1
x در نقطة a، به ازاي كدام مقدار  196تجربي خارج (   پيوسته است؟(  

  aهيچ مقدار ) a  4هر مقدار ) 3  2) 2  1) 1
  
  
  
  
  
  

 تابع Aار به ازاي كدام مقد: 113تست 
x | x | x

f (x) x | x |
A x

  
  
 

2

2 0
2

0
xي   در نقطه 090تجربي خارج (   پيوسته است؟(  

1 (1
2  2 (2  3 ( 1

2  4 (2  

  
  
  
  
  
  
  
  .ها كنترل كنيم مشكوك به ناپيوستگي هستند و بايد پيوستگي را در آن) تغيير ضابطه(ي اي نقاط مرز اي يا چندضابطه در توابع دو ضابطه) 5

xي  ، تابع با ضابطهaبه ازاي كدام مقدار : 114تست  ax xf (x)
ax x

    
 

2 5 2
1 2

    ي اعداد حقيقي پيوسته است؟  بر روي مجموعه

  )91تجربي (  
aفقط ) a  3 هيچ مقدار )a  2هر مقدار حقيقي ) 1  2  4 ( فقطa  2  
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تابع : 115تست 
sin x x

f (x) cos x
a x

  
 

2 0
1 2

2 0
x در a به ازاي كدام مقدار  0پيوسته است؟   

1 ( 2
2  2 ( 2

2  3 (2
  aهيچ مقدار ) 4  2

  
  
  
  
  
  
  

fتابع : 116تست  (x) acos x


1
  ؟ كدام استaمجموعة مقادير .  پيوسته است در 2

1 (a  1 1
2 2  2 (a  2 2  3 (a  a يا 2  2  4 (a  1

a يا 2   1
2  

  
  
  
  
  
  
  
  

yمثلاً . هاي مخرج نقاط ناپيوستگي تابع هستند در توابع كسري ريشه) 6 x
 x در 1 0وسته است ناپي.  

xyتابع : 117تست 
x ax


 2

2 3
9

   همواره پيوسته است؟a به ازاي چه مقاديري از 

1 (a  6  2 (a  6 6  3 (a  6  4 (  
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yتابع ) 7 [ax] در نقاط توش مثلاً . شود  كن دچار ناپيوستگي ميxy [ ] x در نقاط 2 k2 و در نتيجه x k هاي زوج x يعني 2

xي  نقطه. ناپيوسته است    :گيريد را در نظر ب4

  .)چون اصلاً حد ندارد. (در اين نقطه حد چپ و راست نابرابر است پس تابع پيوسته نيست

x

x

xlim [ ] [ ]

xlim [ ] [ ]

f ( ) [ ]
















  


   



 


4

4

4 2 22 2

4 2 12 2
44 22

  

xfمثلاً اگر   . باشد  كُنِ ضريب صفركن، تابع پيوسته مي     هاي توش   xدقت كنيد كه در      (x) (x )[ ]  4 x باشد، تـابع در      2   پيوسـته   4

  :است زيرا
x

xlim (x )[ ] ( )[ ]






      

4

44 4 4 2 0 2 02 2  

  
x

xlim (x )[ ] ( )[ ]






      

4

44 4 4 2 0 1 02 2  

  f ( ) ( )[ ]    44 4 4 0 2 02  

  :يه دقتِ ديگه
مـثلاً  . ا پيوسـته خواهـد بـود      ج ـ   نسبي عبـارت درون جـزء صـحيح باشـند بـاز هـم تـابع در آن                  minي     كن، طول نقطه   هايِ توش   xاگه  

f (x) [sin x] در x  3
  :شود ولي باز هم پيوسته است چون  مي توش 2

  
x

lim [sin x] [ ]






   
3
2

1 1  

  
x

lim [sin x] [ ]






   
3
2

1 1  

  f ( ) [sin ]   3 3 12 2  
  

f[x]تابع : 118تست  (x) ( ) sin x  1 در نقاط x93رياضي خارج (   از نظر پيوستگي چگونه است؟(  
  فقط در اعداد فرد پيوسته) 2    همواره پيوسته) 1
  از چپ پيوسته، از راست ناپيوسته ) 4      فقط در اعداد زوج پيوسته) 3
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xfپيوستگي تابع : 119تست  (x) (x )[ ] 2 9 x در نقاط 3  x و 3  3به ترتيب چگونه است؟   

    .در دو نقطه ناپيوسته است) 1
  .در دو نقطه پيوسته است) 2
xي  در نقطه) 3  xي   پيوسته و در نقطه3  3ناپيوسته است .  
xي  در نقطه) 4  xي   ناپيوسته و در نقطه3  3پيوسته است  .  

  
  
  
  
  

fتابع : 120تست  (x) [ sin x]  در x    .است................. ، 2

  ي چپ فقط پيوسته) 2    ي راست فقط پيوسته) 1
  نه از راست و نه از چپ پيوسته) 4    پيوسته) 3

  
  
  
  
  

ي  تــابع بــا ضــابطه: 121تــست 
[x] [ x] x

f (x)
a x

  
  




  ي اعــداد حقيقــي پيوســته   ، بــر روي مجموعــهa بــه ازاي كــدام مقــدار 

  )96رياضي (  است؟
1 (1  2 (1  3 (همواره ناپيوسته) 4  صفر  

  
  
  
  
  

[x]تابع : 122تست  xf (x) ( ) sin  1   )93رياضي (   از نظر پيوستگي، چگونه است؟x در نقاط 2

  .فقط در اعداد فرد پيوسته است) 2  .فقط در اعداد زوج پيوسته است) 1
  . همواره پيوسته است) 4    .همواره ناپيوسته است) 3
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  پيوستگي در بازه
  

fتابع ) 1 (x)ي   در بازه(a ,b)ي   پيوسته است، هرگاه در هر نقطه از بازه(a ,b)پيوسته باشد :  

  
x x

x (a ,b) : lim f (x) f (x )


  


      

 
yتابع ) 2 f (x)ي   در بازه[a ,b)ير توأماً برقرار باشند پيوسته است اگر دو شرط ز:  

a)در هر نقطه از  ,b)پيوسته باشد .  
x x

x (a ,b) : lim f (x) f (x )


  


 ) 1  

  .  پيوسته از راست باشدaدر 
x a
lim f(x) f (a)


) 2  

yتابع ) 3 f (x)ي   در بازه(a ,b]ر دو شرط زير توأماً برقرار باشند پيوسته است اگ:  
a)در هر نقطه از  ,b)پيوسته باشد .  

x x
x (a ,b) : lim f (x) f (x )


  


 ) 1  

  .  پيوسته از چپ باشدbدر 
x b
lim f (x) f (b)


) 2  

yتابع ) 4 f (x)ي   در بازه[a ,b]هاي زير همگي برقرار باشند ه است اگر شرط پيوست:  
a)در هر نقطه از  ,b)پيوسته باشد .  

x x
x (a ,b) : lim f (x) f (x )


  


 ) 1  

  . پيوسته از چپ باشدbدر 
x b
lim f (x) f (b)


) 2  

  . پيوسته از راست باشدaدر 
x a
lim f(x) f (a)


) 3  

yتابع : 123تست  x [x] x 2 ]ي   در بازه3 , ]0   .است ............. 1
  شمار نقطه ناپيوسته در بي) 4  در دو نقطه ناپيوسته) 3  در يك نقطه ناپيوسته) 2  همواره پيوسته) 1
]ي   در بازهfـ براي آن كه » 2«ي  گزينه: پاسخ , ]0   : پيوسته باشد1

)ي  بايد در بازه) 1 , )0 [x].  پيوسته باشد1 0 پس y x   . كه همواره پيوسته است3
xدر ) 2 0ي راست باشد  پيوسته.  
xدر ) 3 1ي چپ باشد  پيوسته.  

xدر    0ي راست است  پيوسته .x
lim f (x)

f ( )


 

 
0

0

0 0
  

xدر    1ناپيوسته است  .x
lim f(x) [ ] ( )

f ( ) [ ]





    
   

1
1 1 3 1 3

1 1 1 3 4
  

]ي  پس در بازه , ]0 ]ي  به بيان ديگر اين تابع در بازه.  در كل ناپيوسته است1 , )0 x پيوسته است ولي در 1 1ناپيوسته است .  
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fي  ي تابع با ضابطه تعداد نقاط ناپيوسته: 124تست  (x) [x] [x] 2ي   روي بازه( , )1    كدام است؟2
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

  
  
  
  

fي   با ضابطهfتابع : 125تست  (x) (x )[ x ]  13 )ي   روي بازه13 , )0    در چند نقطه ناپيوسته است؟9

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
  
  
  

ي  تابع با ضابطه: 126تست 
x [x] x

f (x) x x
a x

   
 

3 2
6

2
]ي  ، در بازهa، به ازاي كدام مقدار  , )2   )97رياضي (  ، پيوسته است؟3

1 (1
11  2 (1

9  3 (1
8  4 (1

6  

  
  
  
  
  

fاگر : 127تست  (x) (ax b x )[x]   ) در بازة 22 , )2 a پيوسته باشد، مقدار 5 bكدام است؟   
1 (10-  2 (5-  3 (5  4 (10  
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  تقسيم و روابط آن
  

  ».مانده را بيابيد قسمت و باقي  تقسيم كنيد و خارج7 را بر 31عدد «ي اول اين بود كه  يكي از سؤالات معروف در دوره
    

  مقسوم= عليه  مقسوم× قسمت  خارج+ مانده  باقي  
    31 7 4 3  

  :دهيم ها را به اين صورت انجام مي اي  تقسيم چندجملهبا استفاده از همين موضوع ساده،
  .كنيم هاي نزولي از بزرگ به كوچك مرتب مي  مقسوم را بر اساس توان-1
  .كنيم ترين درجه را دارد تقسيم مي عليه كه بزرگ اي از مقسوم ترين درجه را دارد بر جمله اي كه در مقسوم، بزرگ  جمله-2
  .كنيم كنيم و علامتش را قرينه كرده با مقسوم جمع مي عليه ضرب مي قسمت را در مقسوم جآمده در خار دست  عبارت به-3
  .عليه باشد ي مقسوم تر از درجه مانده كم آمده در رديف باقي دستت ي به دهيم كه درجه گانه را تا جايي ادامه مي  اين مراحل سه-4

xعبارت: مثلاً x 3 2 x را بر2 1كنيم  تقسيم مي:  

  

x3 x

x

 



2

3

2 x

x xx

x



 
22

2

1

2 2

2

x



 2

2

2 x

x
x

R




 



2
2 2
2 2

0

  

  :با توجه به قانون تقسيم داريم
  مقسوم= عليه  مقسوم× قسمت  خارج+ مانده  باقي  

  x x (x )(x x )      3 2 22 1 2 2 0  
  : نمايش دهيم، خواهيم داشتR(x)مانده را با   و باقيQ(x)قسمت را با  ، خارجD(x)عليه را با  ، مقسومP(x)پس اگر مقسوم را با 

  مقسوم= عليه  مقسوم× قسمت  خارج+ مانده  باقي  
  P(x) D(x) Q(x) R(x)    

  .عليه است متر از مقسو مانده حداقل يك درجه كم  همواره باقي باشه يادت 
axاي درجه اول   بر چندجملهP(x)ي تقسيم  مانده  باقيي محاسبه -1 b:  

ax را بر P(x)وقتي  bمانده، به جاي  كنيم كافي است، براي يافتن باقي  تقسيم ميx قرار دهيم b
a
 .به اين ترتيب داريم:  

  bax b x a    0  

  bR P( )a مانده  باقي  

 قسمت خارج

 مقسوم عليه مقسوم

 مانده باقي
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xي تقسيم  مانده باقي: 128مثال  ax x ax   4 3 2 2 x بر 1 1 شده است4 برابر  .a80سراسري رياضي (   كدام است؟(  
x  : خپاس x    1 0 1  

  R P( ) ( ) a( ) ( ) a( ) a a a a                        4 3 21 4 1 1 1 2 1 1 4 1 1 2 1 4 1 1  
  

xي تقسيم  مانده باقي: 129مثال  x 215 14 x را بر 29 1بيابيد .  
x  :پاسخ x   1 0 1  

  R P( ) ( ) ( ) R        21 15 1 14 1 29 29 29 0 0  

xمانده صفر شد، يعني اين كه  باقي x 215 14 x بر 29 1پس عامل . پذير است  بخشx 1را در خود دارد .  
  :ي بيشتر از يك  با درجهاي چندجمله بر يك P(x)ي تقسيم  مانده ي باقي  محاسبه-2

  :كنيم عليه را صفر مي مقسوممانده،  گفتيم براي پيدا كردن باقي


P(x) D(x) Q(x) R(x)  
0

  
اما . دهيم ي اول نباشد باز هم آن را مساوي صفر قرار مي عليه از درجه حال اگر مقسوم. ي اول بود عليه از درجه و اين براي وقتي بود كه مقسوم

توانـشان را     با ظاهر كردن جمـلات پرتـوان در مقـسوم، معـادل كـم             نويسيم و     تر مي   هاي با توان كم     هاي پرتوان را برحسب جمله      جا، جمله   اين
  .كنيم جاگذاري مي

  

xي تقسيم  مانده باقي: 130مثال  x 9 52 x را بر2 3   . بيابيد1

xدهيم  ابتدا قرار مي  : پاسخ  3 1 x پس   0 3 xيعني نبايد نتيجه بگيريد كـه       . اين يك معادله نيست    (1 1  ي   حـال در رابطـه    ).  اسـت

x x 9 52 2 ،x3سازيم و به جايش   مي(x )3   . دهيم  قرار مي1

  xx x (x ) (x )x ( ) ( )x x        
3 19 5 3 3 3 2 3 2 22 2 2 2 2 1 1 2 4  

xنده، ما يعني باقي 2   . است4
  

x بر   p(x)اي    فرض كنيد چندجمله  : 131تست   2 Q(x)پذير باشد، اگر      ، بخش 1 p(x ) p( x)   1 مانـدة تقـسيم      گـاه بـاقي     ، آن 1
Q(x) بر x    )99تجربي (   كدام است؟2

1 (1  2 (2) 4  1) 3  صفر  
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ــاقي: 132تــست  ــدة تقــسيم چندجملــه فــرض كنيــد ب x بــر p(x)اي  مان  x و 4  ــاقي.  باشــند1 و 3، بــه ترتيــب 2 مانــدة تقــسيم  ب

p(x ) p( x) 2 x بر 4    )99تجربي خارج (  ، كدام است؟2
  1) 4  صفر) 3  1) 2  7) 1

  
  
  
  
  
  
  
x بر   P(x)ي تقسيم عبارت      مانده   اگر باقي  -3 a و x b    به ترتيب R1   و R2  ي تقسيم     مانده   باشد، باقيP(x)   بر (x a)(x b)  

R(x)برابر است با  Ax B تر باشد عليه كم ز مقسوماش ا مانده بايد درجه عليه از درجه دو است و باقي  چرا كه مقسوم:  

  P(x) (x a)(x b)|R Ax B Q(x)
 

 
  

fي تقسيم  مانده اگر باقي: 133مثال  (x) بر x 1 و x  fي  مانده  باشد، باقي5 و 1 به ترتيب 2 (x) بر x x 2    كدام است؟2

  f (x) x x|R Ax B Q(x)
 

 

2 2  

  
x x R f ( ) A( ) B (I)
x x R f( ) A( ) B (II)
               

            

1 0 1 1 1 1 1
2 0 2 2 5 2 5

  

  
(I) A B

B B A R Ax B x
(II) A B
    

             

2 2 2 2
3 3 1 2 2 1

2 5
  

Rمانده  پس باقي x 2   . است1
  

x بر   P(x)اي    ماندة تقسيم چندجمله    باقي: 134تست   1   و x 2 x بـر    P(x)مانـدة تقـسيم       باقي.  است 5 و   8 به ترتيب    1 x 22 1 ،
  )99رياضي (  كدام است؟

1 (x  4  2 (x  3  3 (x 2 6  4 (x 2 3  
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  همسايگي
  

c) عضو دروني بازة x0اگر عددي مانند ) 1 ,d)نويسيم  گاه مي  باشد آنx (c ,d)0 و بازة (c ,d) را يك همسايگي باز x0ناميم  مي.  
)هاي  مثلاً بازه. شود  ناميده ميx0 باشد، يك همسايگي x0هر بازة بازي كه شامل عدد  , )1 3 ،( , )1 ) و 5 , )1  2يه نقطة  همگي يك همسا6

  :هستند

                 
)ها، بازة  بين اين بازه , )1   . است2 يك همسايگي متقارن نقطة 3
    : دقيقاً در وسط بازه واقع شده است2يعني نقطة 

x)در حالت كلي بازة  r ,x r) 0   . استr به شعاع x0 يك همسايگي متقارن نقطة 0

    
x) علاوه بر r و شعاع x0، به مركز x0همسايگي متقارن عدد  r ,x r) 0   :دهيم رو نيز نمايش مي  به صورت روبه0

  {x | x , | x x | r}  0  
شـويد بـه اسـم همـسايگي محـذوف            ميدر فصل حد با يك نوع ديگر از همسايگي آشنا           

 جـزء   x0جا خـود      ، فرق اين همسايگي با قبلي در اين است كه در اين           x0متقارن نقطة   
  : در بازه حضور نداردx0همسايگي نيست يعني نقطة 

x)در حالت كلي     r ,x r) {x }  0 0 رو نمـايش      است كـه آن را بـه صـورت روبـه           r به شعاع    x0 يك همسايگي محذوف متقارن نقطة       0
x}  :دهند مي | x , | x x | r} (x r ,x ) (x ,x r)      0 0 0 0 00   

ضـمناً در ايـن   . ايم تر از صفر قرار داده ه اين خاطر است كه قدرمطلق را بزرگايم ب  را حذف كردهx0 باشد، يعني x0تواند   نميxكه  يعني اين 
  . استx0حالت نيز مركز همسايگي نقطة 

| معادل   r به شعاع    x0همسايگي متقارن نقطة    : يادت باشه  x x | r 0     نقطة  ) شده حذف( و همسايگي محذوفx0     به شـعاع r   معـادل 
| x x | r  00است .  
aكــه نامــساوي  بــراي آن: يــادت باشــه x b  را بــه صــورت يــك همــسايگي متقــارن عــدد x0 و شــعاع r نــشان دهــيم از دســتور 

a b b a| x |  2   .كنيم  استفاده مي2

  
xنامساوي : 135مثال   2   . را به صورت يك همسايگي متقارن نمايش دهيد8

)  :طبق رابطة فوق داريم: پاسخ ) ( )| x |    8 2 8 2
2 2  

|يعني x | 3   . شعاع است5دد  مركز و ع3 و به اين معني است كه در اين همسايگي متقارن، عدد 5
  :همسايگي محذوف متقارن از اجتماع دو بازه تشكيل شده كه در بالا نيز به آن اشاره كرديم: يادت باشه

  (x r ,x ) (x ,x r) 0 0 0 0  
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y)اگر : 136تست  , y) ( x , x )   1 3 2 3 5 باشد، مقدار 1 يك همسايگي محذوف نقطة xكدام است؟   
1 (2-  2 (2  3 (4-  4 (4  
  
  
  
  
  

  همسايگي چپ و راست
x)گاه   عددي مثبت باشد، آنrاگر  ,x r)0 x) يك همسايگي راست 0 r ,x )0   .شود  ناميده ميx0 يك همسايگي چپ از 0

x)، بازة xبه ازاي كدام مجموعه مقادير : 137تست  , x ) 1 2   )98رياضي (  باشد؟  مي3سايگي عدد  يك هم1
1 (  2 ({ }2  3 (x / 2 2 5  4 (/ x 1 5 2  
c)گويد كه بازة  وقتي مي: پاسخ ,d) يك همسايگي عدد x0ت يعني  اسx (c ,d)0 جا داريم ، پس در اين)نامه طبق درس( است:  

  ¥HoT{Hx x
(x , x ) x x

x x x
   

                

1 3 2
3 1 2 1 1 3 2 1

2 1 3 2 4 2
  

  
)در همسايگي محذوف متقارن به صورت : 138تست  a ,a ) { }  3 7 5   )89رياضي (   شعاع همسايگي كدام است؟3
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

a است، پس    3ايگي نقطة   نامه، مركز همس    طبق درس : پاسخ a   3 7 5 a و در نتيجه     32  پـس همـسايگي بـه صـورت        . باشد   مي 2

( , ) { } 1 7 )آيد كه شعاعش برابر   درمي3 )  7 1   . است42

(a,b) اگر :يادت باشه {c}گاه داريم ذوف متقارن باشد آن يك همسايگي مح:  a bc     مركز همسايگي2

  b a   شعاع همسايگي2

  
x)اگر بازة  : 139تست   y , y x) 3 و بازة 2 يك همسايگي راست نقطة (x y ,x y)   x باشـد، مقـدار   7 يك همسايگي چپ نقطة 2
   است؟كدام

1 (2-  2 (2  3 (3  4 (3-  
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a)بازة : 140تست  ,b) است................ به شعاع ...............  يك همسايگي متقارن.  

1 (a b
2 ، a b

2  2 (a b
2 ، b a

2  3 (a b
2 ، a b

2  4 (a b
2 ، a b

2  

a وقتي يك همسايگي متقارن است كه مركز همسايگي نقطة مياني بازه باشد يعني (a,b)بازة : پاسخ b
 و شعاع همسايگي هم بايد برابر 2

bنصف طول بازه باشد يعني  a
2.  

  :گاه الزاماً اگر اجتماع دو همسايگي باز متقارن يك عدد، يك همسايگي باز متقارن آن عدد شده باشد، آن: 141تست 
  .ها است از آناشتراك دو همسايگي برابر يكي ) 2  .اشتراك دو همسايگي تهي است) 1
  .يكي از دو همسايگي تهي است) 4    .دو همسايگي برابرند) 3
  :دو همسايگي باز متقارن يك عدد را روي محور در نظر بگيريد: پاسخ

    
  .ها است پس اشتراك دو همسايگي برابر يكي از آن. تر است تر و اشتراكشان برابر همسايگي كوچك اجتماعشان برابر همسايگي بزرگ

|x و شعاع بيشترين مقدار ممكن، زيرمجموعة جواب نامعادلة aيك همسايگي متقارن به مركز : 142تست  |x
 

3 12    كدام است؟a.  است1

  )89رياضي خارج (  

1 ( 3
4  2 ( 1

3  3 (1
2  4 (11

6  

|طبق خاصيت : پاسخ x |x| |y | y |شده را به صورت  ، نامعادلة داده| x |
| x |

 

3 12 حالا چون مطمئن هستيم كه مخرج هرگز منفي . نويسيم  مي1

H¼U·  :كنيم نيست، طرفين وسطين مي
x

| x | | x | x x x x x x


            2 2 2 2
1
2

3 2 1 6 9 4 4 1 3 2 8 0  

xبراي حل نامعادلة     x  23 2 8 شـوند     هاي عبارت مي    ريشه.  بايد تعيين علامت كنيم    0 2 100
x يعنـي    6  2   و x  4

از . (3

  .)ها را پيدا كرديم روش دلتا، ريشه

پس جدول تعيين علامت عبارت به صورت        

Z

x   

  

42 3
0 x حواسمان هـست كـه بـه ازاي           است و البته   0  1

2 

|xمخرج نامعادلة  |x
 

3 12 xشود پس   صفر مي1  1

  :بنابراين جواب به صورت زير خواهد بود. 2

  x ( , ) { } ( , ) ( , )    4 1 1 1 42 23 2 2 2 3  

)بين اين دو بازه، بيشترين شعاع متعلق به بازة  , ) 12   :شود  است پس مركز همين بازه كه مدنظر طراح است، مي2

  a
   

12 32
2 4  

  .توفيق و رستگاري را از خدا بخواهيد
  


