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a,ی در بازه fی  ی نقاط ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع پیوستهمحاسبه b 
  

 آوریم. دست میرا به fنقاط بحرانی تابع   -1

 یابیم.دست آمده را در تابع قرار داده و مقدار عرض نقاط را میتک تک نقاط بحرانی به -2

 یابیم.ها را نیز میرا نیز در تابع قرار داده و عرض آن bو   aنقاط   -3

)بین عرض نقاط بحرانی )   -4 )f c ها( و عرض نقاطa    وb  (( )f a   و( )f bترین عدد، ماکزیمم مطلق و  ( بزرگ

 ترین عدد، مینیمم مطلق تابع است.کوچک

 

 نکته: اگر تابع پیوسته باشد، لزوماً دارای ماکزیمم و مینیمم مطلق است

 شود( های مطلق محسوب می)پیوستگی شرط کافی برای وجود اکسترموم

 های مطلق داشته باشد و ناپیوسته باشد.ممکن است تابع اکسترمومولی 

 

)مثال: تابع   )f x x x= −

4 2
3 ی  با دامنه 3 ,− 8  مفروض است. ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع را بیابید. 27

 

 

 

 

 

 

 

 

)مثال: ماکزیمم مقدار تابع  )( )f x x= − −

2
3

1 ی  را در فاصله 3 ,− 5  بیابید. 4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

39 

 

)مثال: ماکزیمم مطلق تابع   )f x x x= ی  را در بازه − ,− 3  بیابید. 2

 

 

 

 

 

)ترین مقدار تابع  ترین و بیش مثال: کم  )f x
sin x cos x

=
+

1
,ی  را در بازه 

 
 
 2

 بیابید. 

 

 
 

 

 

 

 های مطلقموارد خاص تعیین اکسترموم

 ای های مطلق توابع چندجملهاکسترموم -1

)تابع   ) n n
n nf x a x a x a−

−= + +  +1
naکه در آن   1  گیریم.  را در نظر می 

naزوج باشد و   nالف( اگر   گاه تابع  ، آن( )f x  .مینیمم مطلق دارد و ماکزیمم مطلق ندارد 

naزوج باشد و   nب( اگر   گاه تابع  ، آن( )f x  .ماکزیمم مطلق دارد و مینیمم مطلق ندارد 

)گاه تابع  فرد باشد، آن nپ( اگر   )f x .ماکزیمم و مینیمم مطلق ندارد 

 مثال: نوع اکسترموم مطلق توابع زیر را در صورت وجود بیابید.

( )f x x x= − −4 1 
 

( )f x x x= + −3 1 

nای در حالت خاص  تذکر: در توابع چندجمله = yی دوم  ، تابع به فرم درجه2 a x b x c= +  شود که: تبدیل می 2+

aاگر   -1  مینیمم مطلق تابع برابر است با:  ، دهانه سهمی رو به بالا بوده و مقدار 

b
min y f

a a

 − − 
= = 

 2 4
 

aاگر   -2 :دهانه سهمی رو به پایین بوده و مقدار ماکزیمم مطلق تابع برابر است با ، 

b
max y f

a a

 − − 
= = 

 2 4
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 مثلثاتی های مطلق توابع اکسترموم -2

sinدانیم همواره  می x−  1 cosو    1 x−  1 است. لذا برای تعیین برد توابع مثلثاتی )تعیین ماکزیمم و    1

 دهیم.مینیمم مطلق(، معمولاً از عبارات ذکر شده استفاده کرده و تابع اصلی را شکل می

 مثال: برد توابع زیر را بیابید.

( )f x sin x= +4 2  
 

 

( )f x
cos x

=
+

4

3
 

 

 

yهای مطلق توابع  اکسترموم -3 a sin x b sin x c= + yو   2+ a cos x b cos x c= + +2 

sinکافی است به جای   x   یاcos x   و   1−و   1، اعداد
b

a

−

2
که   ) به شرط آن  

b

a

−
 1

2
 ( را قرار دهیم.  

 دست آمده، به ترتیب ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع داده شده هستند. ترین اعداد به ترین و کوچک بزرگ

yمثال: برد تابع   cos x cos x= − +2 1
3 2

3
 را بیابید.  

 

 

 

 

 

 یکنوای هموار  توابع برد -4

)اگر تابع   )f x   ی  در بازه ,a b  صعودی اکید و تابع( )g x  ی  در بازه ,a b  ها به صورت  نزولی اکید باشند، برد آن

 زیر خواهد بود. 

 ( ) , ( )
f

R f a f b=  

 ( ) , ( )
g

R g b g a=  

yمثال: برد تابع   x x= +5 ی  را در بازه  5 ,−1 .بیابید 
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 fی نقاط ماکزیمم و مینیمم نسبی تابع  محاسبههای روش

 های نسبی آزمون مقایسه در تعیین اکسترموم -1

xی  را در نقطه   fاگر بخواهیم نوع اکسترموم نسبی تابع   c=  ی مورد نظر را با حد  بررسی کنیم، مقدار تابع در نقطه

 دهد: کنیم که سه حالت رخ میچپ و راست تابع در همان نقطه، مقایسه می

 ی دارای ماکزیمم نسبی است.تر باشد، تابع در آن نقطه مقدار حدود چپ و راست بزرگالف( اگر مقدار تابع از هر دو  

 ی دارای ماکزیمم نسبی است.تر باشد، تابع در آن نقطه ب( اگر مقدار تابع از هر دو مقدار حدود چپ و راست کوچک

 ، تابع در آن نقطه اکسترموم ندارد. تر باشد تر و از دیگری کوچک پ( اگر مقدار تابع از یکی از حدود چپ یا راست بزرگ 

xی  مثال: نقطه  = برای تابع   2 y x x=  شود؟ ای محسوب میچه نقطه −

 

 

 

 

)مثال: تابع  )y x x= − + +
252 2 4 xرا در نظر بگیرید. تابع در نقاط   3 = xو   2 = − چه نوع اکسترمومی    2

 دارد؟ 

 

 

 

 

 

 

 

 

)مثال: تابع   )
x x

f x
x

 
= 



2

1
xی  را در نظر بگیرید. نقطه    شود؟ ای محسوب میبرای این تابع چه نقطه =

 مینیمم نسبی و مطلق   - 4ماکزیمم نسبی و مطلق            - 3فقط ماکزیمم نسبی            - 2فقط مینیمم نسبی             -1
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)نکته: توابعی به فرم   )( ) ( )
n

f x x a g x K= − +
2

)با فرض     )g a    گیریم. تابع  را در نظر میf   ی  در نقطه

x a=  :دارای اکسترموم نسبی است و طبق آزمون مقایسه داریم 

)الف( اگر   )g a  گاه تابع  باشد، آن( )f x  ی  در نقطهx a= .دارای مینیمم نسبی است 

)ب( اگر   )g a  گاه تابع  باشد، آن( )f x ی  در نقطهx a= .دارای ماکزیمم نسبی است 

 

)مثال: تابع   )( )f x x x= + +
6 32 xی مفروض است. نقطه  1 = −  ی .................... است. برای این تابع طول نقطه   2

 معمولی   -4عطف                              -3ماکزیمم نسبی                              - 2        مینیمم نسبی                       -1

 

 

 

 

 های نسبیدر تعیین اکسترموم مشتق اولآزمون  -2

)فرض کنید   ),c a b   تابع  نقطه بحرانی  تابع    fی  و  بازه   fباشد  ی  بر  ,a b  بازه نقاط  تمام  ی  پیوسته و در 

( ),a b ی  بجز احتمالاً در نقطهc پذیر باشد. در این صورت: مشتق 

)روی   fاگر   - الف  ),a c   مثبت و روی( ),c b  گاه تابع  منفی باشد، آنf  ی  در نقطهc .ماکزیمم نسبی دارد 

)روی   fاگر   -ب  ),a c   منفی و روی( ),c b گاه تابع  مثبت باشد، آنf  ی  در نقطهc  .مینیمم نسبی دارد 

)پذیر )مشتق  cتواند در  می   fتوجه کنید که   )f c )ناپذیر ) ( یا مشتق= )f c   وجود ندارد ( باشد، اما حتماً باید

را تعیین    ی توابع های نسبی پیوستهآزمون مشتق اول، اکسترمومدر این نقطه پیوستگی دو طرفه داشته باشد. در واقع  

 کند. می

استفاده از جدول تغییرات تابع، مشتق اول تابع را در نقاط بحرانی تابع، تعیین  در این آزمون از تابع مشتق گرفته و با  

 کنیم. کنیم و نوع نقاط اکسترموم نسبی را تعیین می علامت می 

)های نسبی تابع  مثال: اکسترموم )f x x x x= + −4 3 24
4

3
 را تعیین نمایید. 
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)های نسبی تابع  مثال: اکسترموم )f x x x x= − +4 26  را تعیین نمایید. 8

 

 

 

 

 
 نکات:

yی دوم به شکل  نمودار تابع درجه   -1 a x b x c= + ی اکسترمومی به طول  همواره دارای نقطه   2+
b

x
a

−
=

2
 باشد. می  

)ی  معادلهی فرد  های مکرر مرتبههای ساده و ریشهپذیر، ریشهدر توابع مشتق  -2 )f x ، طول نقاط اکسترموم  =

های مضاعف  ی زوج و ریشههای مکرر مرتبه دهد(، اما ریشههستند )زیرا در این نقاط مشتق تغییر علامت می  fنسبی تابع  

)ی  معادله  )f x  دهد( نیستند )زیرا در این نقاط مشتق تغییر علامت نمی f، طول نقاط اکسترموم نسبی تابع  =

های مشتق( را انتخاب و با جایگزین نمودن آن  ی دلخواه )غیر از ریشهتوان یک نقطه برای تعیین علامت مشتق، می  -3

 ییرات مشتق تابع درج کرد. نقطه در مشتق، علامت عدد حاصل را در جدول تغ

باشد. ولی در مورد توابع  ای بحرانی است ولی عکس این قضیه الزاماً برقرار نمیی اکسترموم نسبی تابع، نقطههر نقطه  -4

معادله چندجمله حل  از  فقط  تابع  بحرانی  نقاط  فوق،  توابع  از  ترکیبی  و  کسری  نمایی،  کسینوسی،  و  سینوسی  ی      ای، 

های مشتق تابع را یافته و چنانچه مشتق  آیند. لذا برای تعیین نقاط اکسترموم نسبی تابع، کافی است ریشهدست می به

تغییر علامت بدهد، نقطهتابع در این ریشه بوده و چنانچه مشتق تابع در این ریشهها  ها تغییر  ی مورد نظر اکسترموم 

 علامت ندهد، این نقاط اکسترموم نسبی تابع نیستند. 

)ل: تابع  مثا )
cos x

f x
cos x

=
+5 3

,ی  در بازه   
  

− 
 

5
2 2

چند اکسترموم نسبی دارد. نوع نقاط اکسترموم تابع را    

 در صورت وجود تعیین نمایید.
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 ی فرما:قضیه

)اکسترموم نسبی داشته باشد و   cی  در نقطه fهر گاه تابع   )f c  گاه  موجود باشد، آن( )f c  باشد.می =

yرا چنان بیابید که تابع   cو   a ،bمثال: مقادیر  a x b x c= + xدر   2+ = باشد و نمودار    7دارای ماکزیمم نسبی    1

)ی  تابع از نقطه  ), −2  بگذرد. 2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)مثال: مجموع طول نقاط اکسترموم نسبی تابع   )
x

f x x x= − − +
3

25
6 1

3 2
 را بیابید. 

 

 

 

 

 

 

)مثال: تابع   )
x

f x
x a

+
=

−

2 1
ی  مفروض است. اگر بین نقاط اکسترموم تابع رابطه  

x x
+ =

1 2

1 1
برقرار باشد،    2

 را بیابید.  aمقدار  
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yمثال: تابع   x x= −2  به ترتیب ار راست به چپ، چند ماکزیمم نسبی و چند مینیمم نسبی دارد؟  3

1 )1  -  ⸰                                   2 )2  - 1                                  3  )1  -  2                                  4  )1  -  1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

، صدق هوپیتال تابعو    مشتق تابع،  تابعاه طول نقاط اکسترموم نسبی، در  گپذیر باشد، آن: اگر تابعی کسری، مشتقنکته

 کند. می

)مثال: اگر   ),A 2 )اکسترموم نسبی تابع   3 )
a x b

f x
x

+
=

2

 را بیابید. bباشد، مقدار   3

 

 

 

 

 

 

 

)مثال: اگر   ),A a b   اکسترموم نسبی تابع
x

y
x

=
−

3

2

2

4
باشد، مقدار   

b

a
 را بیابید. 
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 تقعّر و تحدبّ 

)ی  های زیر توجه کنید. هر دو تابع روی بازهبه شکل ),a b گودی( منحنی رو به  ( تقعر  1اند. ولی در شکل )صعودی(

 ( تقعر رو به پایین است.2بالا و در شکل ) 

 

)ی در نقطه  fگوییم تابع   تقعر رو به بالا: ), ( )c f c   تقعر رو به بالا دارد، هر گاه( )f c    موجود باشد و در یک

 (1باشد. )شکل  cی  ، منحنی تابع بالای خط مماس بر منحنی، در نقطهcی  همسایگی نقطه 

)ی  در نقطه   fگوییم تابع   تقعر رو به پایین:  ), ( )c f c   تقعر رو به پایین دارد، هر گاه( )f c   موجود باشد و در

 ( 2باشد. )شکل  cی  ، منحنی تابع پایینِ خط مماس بر منحنی، در نقطهcی  یک همسایگی نقطه

 هایش باشد، ی مماس ، بالای همهIی  روی بازه  fاگر نمودار تابع   تعریف مقعر )گود(:

 نامند. را مقعر رو به بالا )یا به اختصار مقعر یا گود( می fگاه نمودار تابع  آن

 هایش باشد، ی مماس ، بالای همهIی  روی بازه fاگر نمودار تابع   تعریف محدب )تپه(:

 نامند. را مقعر رو به بالا )یا به اختصار مقعر یا گود( می fگاه نمودار تابع  آن

)فرض کنید    ی تقعر:قضیه )f x   به ازای هرx ی باز  از بازهI  :موجود باشد. در این صورت 

xالف( اگر به ازای هر   I ،( )f x  گاه نمودار  باشد، آنf ی  روی بازهI  .تقعر رو به بالا دارد 

xب( اگر به ازای هر   I  ،( )f x  گاه نمودار  باشد، آنf ی  روی بازهI  .تقعر رو به پایین دارد 

f، مشتق دوم تابع را محاسبه کرده، نقاطی که fنکته: برای تعیین جهت تقعر منحنی تابع     ها وجود ندارد یا  در آن

fبرابر صفر است را یافته و     ای که  کنیم. در هر بازهرا تعیین علامت میf     باشد، جهت تقعرf    رو به بالا و در

fای که  هر بازه    باشد، جهت تقعرf   عیین علامت  رو به پایین است. جدول تf   نامند. را جدول تقعر تابع نیز می 

 

 



 

47 

 

fمثال: با تشکیل جدول تعیین علامت      تعیین کنید که تابع( )f x x x x= − −4 ای دارای تقعر  روی چه بازه  224

 پایین است؟ای دارای تقعر رو به رو به بالا و روی چه بازه

 

 

 

 

)مثال: اگر جهت تقعر تابع   )
x x a x

f x = + + +
4 3 2

7
12 3 2

 را بیابید. aهمواره رو به بالا باشد، حدود   

 

 

 

 

 

)مثال: تابع   )y x x= − انحناء  ی خود به ترتیب از راست به چپ، چند بار تعییر جهت و چند بار تغییر  روی دامنه   31

 دهد؟ می

1  )2   - 2                                   2  )2  -  1                                  3 )1  - 2                                   4 )1  -  1 

 

 

 

 

yمثال: تقعر تابع   x x= −2 )ی  در بازه  3 ),a b   رو به پایین است. بیشترین مقدارb a− .را بیابید 
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 آزمون مشتق دوم در تعیین اکسترموم نسبی تابع 

)فرض کنید   ), ( )c f c  ی بحرنی تابع  نقطهf   باشد و( )f c )و   = )f c  :موجود باشد. در این صورت 

)الف( اگر   )f c  گاه  باشد، آنf   درc    .مینیمم نسبی دارد 

)ب( اگر   )f c  گاه  باشد، آنf   درc   .ماکزیمم نسبی دارد 

)ج( اگر   )f c  توان حکم قطعی داد(. نتیجه است )یعنی با این آزمون نمی گاه آزمون بیباشد، آن =

 

)ی فوق، باید  تذکر: از آنجا که طبق شرایط قضیه )f c    موجود باشد، لذا تابعf    باید درx c=   پذیر باشد و مشتق

xچون   c=  ی بحرانی  نقطهf    است، لذا باید( )f c های نسبیِ  باشد. بنابراین با آزمون مشتق دوم، اکسترموم  =

 توان تعیین نمود. پذیر توابع را میمشتق

)مثال: نقاط ماکزیمم و مینیمم تابع   )f x x x x= − − +3 22 3 12  را به کمک آزمون مشتق دوم بیابید. 3

 

 

 

 

 

 

 

)مثال: در تابع   )f x sin x cos x= xی  ، نقطه +


=
4

 ای است؟ چه نقطه 

 معمولی   -4عطف                              -3ماکزیمم نسبی                              - 2مینیمم نسبی                              -1
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 ی عطفنقطه

)ی نقطه  ), ( )c f cی عطف نمودار تابع ، نقطهf  تابع نامیده می( شودf   ی در نقطهc هرگاه  ، نقطه )ی عطف دارد

 زمان برقرار باشند. دو شرط زیر هم

)دارای مماس واحد باشد. ) cدر   fنمودار   -1 )f c L )یا   = )f c = +    یا( )f c = − ) 

fعوض شود. )  cدر   fجهت تقعر   -2   )تغییر علامت دهد 

 نکات:

 ی عطف نمودار تابع نیست.حداقل یکی از شرایط فوق را نداشته باشد، نقطه cی  اگر نقطه -1

این نقطه از  ای از نمودار تابع است که منحنی دارای مماس واحد بوده و مماس بر منحنی در  ی عطف تنها نقطهنقطه  -2

 کند. درون منحنی عبور می

 ی عطف پیوستگی دوطرفه دارد.شود که تابع در نقطهبا توجه به شرط اول نتیجه می -3

4-  y   ی عطف است.نه شرط لازم و نه شرط کافی برای نقطه =

yی مضاعف  ریشه -5   شود. باشد چون تقعر تابع در این نقاط عوض نمییی عطف تابع نمطول نقطه =

)اگر   -6 ), ( )c f c ی عطف تابع  یک نقطهf   باشد، در صورتی که( )f c .موجود باشد، قطعاً برابر با صفر است 

 پذیر باشد:اگر تابعی مشتق -7

 کند. عطف در تابع صدق میی الف( مختصات نقطه

 ی عطف تابع در صورت وجود برابر صفر است. ب( مشتق دوم تابع به ازای طول نقطه 

)ی  را چنان بیابید که نقطه  bو    aمثال: ضرایب   ), −2 )ی عطف نمودار تابع  ، نقطه4 )f x a x b x= − +3 2 12  

 باشد. 

 

 

 

 

 

yمثال: مماس بر منحنی   a x x= +3  را بیابید. aکند. مقدار  از درون منحنی عبور می  1ای به طول در نقطه 26
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yمثال: تابع   x cos x=  دارد؟ ی عطف چند نقطه 2+

 

 

 

 

 

 

)مثال: اگر  ),1 yی عطف تابع  نقطه  3 a x b x= +3 bباشد، مقدار   2 a− .را بیابید 

 

 

 

 

 

 

 

)مثال: تعداد نقاط عطف تابع   )

x x x

f x x
x

x

 − −  −


=  −
 −



3 2

2

6 16 2

3 24
2

 را بیابید. 
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 ی عطف تابع نقطهی طول نکات مهم در محاسبه

)در توابع به فرم    - 1 ) ( )f x x a x a= − x، طول  − a=   باشد )با اینکه مشتق دوم در این  ی عطف تابع مینقطه

 نقطه وجود ندارد( 

)در توابع به فرم    -2 )ny f x+= 2 )ی  ی معادلههای ساده ، ریشه1 )f x  باشند.طول نقاط عطف تابع می =

)در توابع به فرم    -3 ) ( )
n

y x a f x K
+

= − +
2 1

)به طوری که     )f a     باشد، تابع درx a=   ی  دارای نقطه

 عطف است.

 باشند.ی عطف میهای مضاعف مشتق اول تابع، طول نقطهریشه -4

fنقاط اکسترموم نسبی نمودار مشتق تابع )  -5   نقاط عطف تابع ،)( )f x باشند.می 

fمحل برخورد نمودار مشتق تابع )   -6   با محور افقی، طول نقاط اکسترموم نسبی تابع ،)( )f x باشند.می 

 

)مثال: مبدأ مختصات برای تابع   )f x x x=شود؟ ای محسوب می، چه نوع نقطه 

 معمولی   -4عطف                              -3ماکزیمم نسبی                              - 2مینیمم نسبی                              -1

 

yمثال: تابع   x x= − +23 4  ی عطف دارد؟ چند نقطه 3

 

 

 

)مثال: نمودار شکل مقابل، نمودار تابع مشتقِ تابع   )f x  باشد. تعداد و نوع نقاط اکسترموم نسبی تابع و نقاط عطف  می

 آن را بیابید.
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 های مهم حنیمن

yتابع درجه دوم   a x b x c= +  )سهمی قائم( 2+

 توان از رابطه مشتق گرفت: ی اکسترموم این تابع میبرای یافتن طول نقطه -1

b b
y a x b x y

a a

 − − = + =  =  = 
 

2
2 2

 

 

a max
y a

a min

 
 =  

 
2  

 

 

 صفر باشد، منحنی تابع درجه دوم از مبدأ مختصات عبور خواهد کرد. cاگر عدد ثابت   -2

,باشد.                                                                      ی اکسترموم سهمی، در رأس سهمی مینقطه  -3
b

S
a a

 − − 
=  
 2 4

 

خط   -4
b

x
a

−
=

2
yمحور تقارن سهمی    a x b x c= +  باشد.می 2+

Yی سهمی به صورت  اگر مبدأ مختصات را به رأس سهمی انتقال دهیم، معادله -5 a X=
2

 شود. تبدیل می 

ی دوم، اگر  در تابع درجه   -6
c

a
 ختصات خواهد گذشت.باشد، نمودار آن از هر چهار ربع دستگاه م 

yی  ی سهمی به معادلهمثال: اگر مقدار بیشینه  a x x a= − + +2 4 2  را بیابید. aباشد، مقدار   3برابر  1

 

 

 

 

 ی نمودار مقابل کدام است؟مثال: معادله 

1  )y x x= + −2 2 3          2  )y x x= − − +2 2 3          3  )y x x= − + −2 2 3         4  )y x x= − + +2 2 3 
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yی سوم  تابع درجه a x b x c x d= + + +3 2   (a ) 

aدر حالت کلی اگر   گردد و همچنین اگر  ، نمودار از ربع سوم شروع و به ربع اول ختم میa   نمودار از ربع دوم ،

 شود. شروع و به ربع چهارم ختم می

تابع درجه در  نمودار  تعداد ریشه  6ی سوم  به  توجه  با  دارد که  قابلیت رسم  از روی     ی  های معادلهحالت  و  تابع  مشتق 

 باشد.توان تعیین نمود که شکل آن به کدام صورت میی مشتق میمعادله 

( ) ( )( )
y

y a x b x c x d y a x b x c b a c


= + + +  = + +   = −
23 2 23 2 2 4 3  

 ی مشتق دو ریشه داشته باشد:الف( معادله 

 ی عطف دارد. ی اکسترموم خواهد داشت و یک نقطه در این حالت تابع دو نقطه  -1

,ی  ی عطف از رابطه مختصات نقطه   -2
b b

a a
f

  − −
  

  3 3
 آید. دست میبه  

  ی عطف وسط خط واصل بین نقاط ماکزیمم و مینیمم تابع است.نقطه -3

ma x min

I

ma x min

I

x x
x

y y
y

+
=




+
=

2

2

 

به یک فاصله است و روی تابع   minو    maxکند، از نقاط  ی عطف عبور میی سوم، خطی که از نقطهدر تابع درجه   -4

 کند.ی مساوی جدا می دو قطعه

 گذرد. ی عطف می کند، از نقطه را به یکدیگر وصل می  minو   maxی سوم، خطی که نقاط  در تابع درجه   -5

maxهای نسبی تابع برابر است با:                   خط مماس بر اکسترمومی دو  ی سوم، فاصلهدر تابع درجه  -6 min
I y y= −  

های نسبی تابع برابر است با:                     ی دو خط عمود بر اکسترمومی سوم، فاصلهدر تابع درجه   -7
max min

d x x= − 

 

 مصاعف داشته باشد:ی  ی مشتق، ریشه ب( معادله

 ی عطف خواهد داشت. در این حالت تابع اکسترموم نداشته و یک نقطه  -1

 ها خواهد بود. xی عطف، کاملاً افقی و موازی محور  مماس بر منحنی در نقطه  -2

 ی مشتق، ریشه نداشته باشد:پ( معادله

 ی عطف خواهد داشت. نقطه در این حالت تابع اکسترموم نداشته و یک  -1

 ی عطف مایل خواهد بود. مماس بر منحنی در نقطه  -2
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yی عطف تابع  مثال: اگر طول نقطه  x a x b x= + + +3 2  را بیابید. aباشد، مقدار   2برابر  3

1  )6                                           2  )− 6                                      3  )3                                     4  )− 3 

 

 

 

yمثال: اگر مجموع مقادیر ماکزیمم و مینیمم تابع   x x x a= + − + −3 23 8 4  را بیابید.   aباشد، مقدار    18مساوی    5

1  )1                                          2  )− 1                                       3  )4                                     4  )− 4 

 

 

 

 

 

 

 ی نمودار مقابل کدام است؟مثال: معادله 

1  )y x= − +3 1           2  )y x= +3 1           3  )y x x x= − + − −3 23 3 1           4  )y x x x= + + −3 23 3 1 

 
yمثال: نمودار تابع   x a x b x= + + +3 2  را بیابید.  aبه صورت شکل مقابل است. مقدار   4

1  )− 4                                     2  )− 3                                     3  )− 2                                     4  )− 1 
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yرا چنان بیابید که تابع   cو   a ،bمثال: مقادیر  a x b x c= + xدر   2+ = باشد و نمودار    7دارای ماکزیمم نسبی    1

)ی  تابع از نقطه  ), −2  بگذرد. 2

 

 

 

 

 

 بهینه سازی 

باشد را پیدا کنیم، مثلاً  خواهیم در آن حالتی که بهینه میهستیم که میدر اغلب موارد در زندگی روزمره با مسائلی روبرو  

در مورد مقدار هزینه در یک مورد، حات بهینه این است که کمترین هزینه را داشته باشیم و در مورد مساحت یک زمین  

 با محیط ثابت بهتر است که بیشترین مساحت را داشته باشیم.

 فرآیند حل مسائل بهینه سازی : 

 گیریم. برای حل مسائل بهینه سازی، مراحل زیر را پی می

 کنیم. گذاری می در صورت نیاز برای مسئله یک شکل رسم کرده و ابعاد آن را نام   -1

 نویسیم. خواهیم ماکزیمم یا مینیمم شود شناسایی کرده و برای آن فرمولی میپارامتری را که می -2

رسانیم، به بیان دیگر پارامتری که  لاعات مسئله و روابط ریاضی به یک متغیر می تعداد متغیرهای مسئله را به کمک اط  -3

 خواهیم بهینه کنیم، باید فقط به یک متغیر دیگر وابسته باشد.می

 کنیم. های مطلق ) سراسری ( تابع خواسته شده را محاسبه می اکسترموم -4

 

 باشد را بیابید. 10ها برابر ضرب دو عدد مثبت که مجموع آنمثال: بیشترین مقدار حاصل 

 

 

 

 

متر، مستطیلی بیشترین مساحت را دارد که طول و  سانتی  14های با محیط ثابت  مثال: نشان دهید در بین تمام مستطیل

 عرض آن برابر باشد.
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های کوچکی  مربعخواهیم از چهارگوشه آن  متر را در نظر بگیرید. میسانتی  30مثال: ورق فلزی مربع شکلی به طول ضلع  

چین های مشخص شده در شکل، یک  ها را کنار بگذاریم. سپس با تا کردن ورق در امتداد خط برش زده و آن  xبه ضلع  

 چقدر باشد تاحجم قوطی حداکثر مقدار ممکن شود؟  xی در باز بسازیم. مقدار  جعبه

 
 

 

mخواهیم مخزنی به شکل مستطیل در باز بسازیم که حجم آن  مثال: می بوده و طول کف مخزن دو برابر عرض آن   310

ها در هر  هزار تومان و این قیمت برای دیواره  100باشد. قیمت مصالح مورد نیاز جهت کف این مخزن برای هر مترمربع  

 ی مصالح مصرف شده کمترین مقدار ممکن شود؟ هزار تومان است. عرض کف مخزن چقدر باشد تا هزینه  60متر مربع 
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  3، معادل  Aی  ی ساحل یعنی نقطه ترین نقطه ی آن از نزدیکقرار دارد که فاصله   Pی  مثال: فردی درون قایقی در نقطه 

قرار دارد. فرض کنید سرعت حرکت قایق    Aکیلومتری    8در ساحل برسد که در    Bی  خواهد به نقطهکیلومتر است. او می

ترین  کیلومتر بر ساعت باشد. اگر این فرد بخواهد در کوتاه  4ظر در ساحل  روی فرد مورد نکیلومتر بر ساعت و سرعت پیاده  2

 روی کند؟   پیاده Bای از ساحل باید پیاده شده و به سوی  برسد، در چه نقطه Bی  زمان ممکن به نقطه

 
 

 

 

 

 

 

 

 

لیتر باشد. ابعاد قوطی چقدر  ای شکل و در باز بسازیم که گنجایش آن دقیقا یک  خواهیم یک قوطی فلزی استوانهمثال: می

 باشد تا مقدار فلز به کار رفته در تولید آن مینیمم شود؟ 
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vکیلومتر بر ساعت، برابر    vمثال: هزینه سوخت یک قطار در هر ساعت برای حرکت با سرعت   تومان است. همچنین    2320

باشد. قطار با چه سرعتی حرکت کند تا تومان می  800000سرعت قطار، برابر نظر از ها برای هر ساعت، صرفسایر هزینه

 ی آن در یک کیلومتر، کمترین مقدار ممکن باشد؟ هزینه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

باشد به  ای بر روی آن میدایرههایی وجود دارد که به شکل یک مستطیل و نیممثال: در بناهای تاریخی کشورمان پنجره

متر باشد، ابعاد آن را طوری بیابید   5/4ای  دایره برابر پهنای مستطیل باشد. اگر محیط یک چنین پنجرهنیمطوری که قطر  

 که بیشترین نوردهی را داشته باشد.

 
 

 

 


