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 مثلثات

 بین درجه و رادیان : رابطه

 

 

 

D e g r a d









⎯⎯⎯⎯→⎯⎯⎯⎯
18

18  

معادل چند رادیان هستند؟ زاویه   5و 3مثال : زوایای  


2
 شود؟ معادل چند درجه می 

 

 

 

 

 حدود تغییرات توابع مثلثاتی : 

,

,

si n x t an x

cos x cot x

−   

−   

1 1

1 1  

y مثال: حدود تغییرات عبارت s i n x= +25  را بیابید.  2

 

 

 

 

 

 نسبتهای مثلثاتی

 

 

 

 

 

  

,r a d r a d D e g



= =

18
1 1

18
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 فرمولهای ابتدایی مثلثات

,
si n x cos x

t a n x co t x
cos x si n x

= =  

t a n x
co t x

t a n x co t x

co t x
t a n x


=


=  

 =


1

1
1  

si n x cos x
si n x cos x

cos x si n x

 = −
+ =  

= −

2 2
2 2

2 2
1

1
1

 

,t a n x co t x
cos x si n x

+ = + =2 2
2 2
1 1

1 1  

 جدول مقادیر نسبتهای مثلثاتی زوایای مختلف

3
2

  


2
2 یا   

4
 



3
 



6
 زاویه ) رادیان (  

2 3یا   9 18 7 6 4  زاویه ) درجه (  3 6 5

−1  1  
2
2

 
3
2

 
1
2

 sin α 

 −1  1 
2
2

 
1
2

 
3
2

 cos α 

تعریف  

  نشده 
تعریف  

 3 1  نشده 
3

3
 tan α 

 
تعریف  

  نشده 
تعریف  

 نشده 
1 

3

3
 3 cot α 

 علامت نسبتهای مثلثاتی در چهار ناحیه دایره مثلثاتی 

 ناحیه مثلثاتی  ناحیه اول  ناحیه دوم  ناحیه سوم  ناحیه چهارم 

 27 36  18 27  9 18    محدوده زاویه  9

- - + + sin α 

+ - - + cos α 

- + - + tan α 

- + - + cot α 
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sمثال: اگر  i n co t  2  ،باشد  در کدام نواحی مثلثاتی قرار دارد؟ 

 

 

 

 مثال: حاصل کدام یک از عبارات زیر منفی است؟ 

1 )s i n co s+119 3 5 

2) s i n t a n+19 17 

3) t a n co t−2 3 

4) co s co t− +14 8 8 

nهای معروف مثلثاتی ) یافتن نسبتهای مثلثاتی کمان  2    ) 

فرمول مربوط به  

 ناحیه 
 ناحیه مثلثاتی 

 1دسته  2دسته  3دسته 

 3 ⸰ °  خانواده 45 °  خانواده  6⸰  °  خانواده

n


  ناحیه اول  =

3
 



4
 



6
 

( )n

n




−
=

1
2 ناحیه دوم  

3
 

3
4

 
5
6

 

( )n

n




+
=

1
4 ناحیه سوم  

3
 

5
4

 
7
6

 

( )n

n




−
=

2 1
5 ناحیه چهارم  

3
 

7
4

 
11
6

 

s  نکته: به ازای زوایای هر دسته، مقادیر i n    ،co s     ،t a n     وco t     برابرند و فقط تفاوت در

 گردد. تعیین میعلامت آنها  ،باشد که با توجه به علامت نسبت مورد نظر در ناحیه مثلثاتیعلامت آنها می

s:            1دسته   i n  =
1
2

                 ،cos  =
3
2

              ،t a n  =
3
3

coو             t  = 3 

si:         2دسته   n  =
2
2

            ،      cos  =
2
2

                   ،t a n  = co        و            1 t  = 1 

s    :     3دسته   i n  =
3
2

                   ،co s  =
1
2

                ،t a n  = coو             3 t  =
3
3
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 مثال: حاصل عبارات زیر را بیابید. 

cos
 

= 
 

5
4

                          si n
 

= 
 

5
6

                          cos
 

= 
 

5
3

      

si n
 

= 
 

3
4

                           co t
 

= 
 

11
6

                          t a n
 

= 
 

4
3

      

t a n
 

= 
 

7
4

                          t a n
 

= 
 

7
6

                          co t
 

= 
 

2
3

      

xمثال: اگر 
 

 
5

6 6
siباشد و    n x

m
=

−

1
2

 را تعیین کنید.  m، حدود متغیر   

1 )m  4 

2 )m  2 

3 )m 3 4 

4 )m  m  یا     3  1 

xمثال: اگر 
 

 
3

6 4
sباشد ، حدود   i n x  .را تعیین کنید 

 

 

 

 

شود، به هیچ عنوان از طرفین رابطه نسبت مثلثاتی نکته: در سؤالاتی که حدود نسبت مثلثاتی خواسته می

 کنیم. گیریم بلکه با رسم دایره، حدود نسبت مثلثاتی را پیدا مینمی

مثال: اگر 
 


−

 
3 9

باشد و   
m

co s 
−

=
1

3
2

 را تعیین کنید.  m، حدود متغیر   
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,  های مرکبنسبتهای مثلثاتی کمان , ,
 

     
 

    
 

3
2

2 2
 

 شوند. ، حذف می مضارب زوج   -

 شوند. ، به تبدیل میمضارب فرد   -

مضارب زوج   -


2
 اند. ، نقاط چپ و راست دایره مثلثاتی 

مضارب فرد   -


2
 اند.  ، نقاط بالا و پایین دایره مثلثاتی  

رب فرد  امض


2
 کنیم. تقسیم می 4را به عدد  

شد، زاویه معادل   1اگر باقیمانده 


2
شد زاویه معادل   3است و اگر باقیمانده  

3
2

 است. 

 

 زاویه یک روش یافتن نسبتهای مثلثاتی 

شده و در مورد سه    فاگر زاویه داده شده منفی باشد، در مورد نسبت مثلثاتی کسینوس، منفی حذ  -1

 کند. نسبت مثلثاتی دیگر، منفی زاویه، به پشت نسبت مثلثاتی انتقال پیدا می

درجه بیشتر باشد، عدد بزرگ داده شده را  36اگر زاویه داده شده بر حسب درجه بوده و مقدار آن از   -2

 بریم. جای این عدد بزرگ، از باقیمانده تقسیم در محاسبات بهره میکنیم و بهتقسیم می  36به 

,اگر زاویه داده شده بر حسب رادیان بوده و مقدار آن از    -3 , ,
  


 

 
 

6 8 12
2

3 4 بیشتر باشد، عدد    6

از    ،در صورت کسر  در صورت کسر را بر دو برابر مخرج کسر تقسیم کرده و بجای مضرب    ضریب  

 بریم. باقیمانده تقسیم بهره می

 کنیم. در این مرحله ابتدا علامت نسبت خواسته شده را در ناحیه مورد نظر تعیین می -4

5- k 2  و( )k +2  کنند. ) نقاط راست و چپ دایره مثلثاتی ( نسبت مثلثاتی را عوض نمی 1

( )k


+4 1
2

)و   )k


+4 3
2

 کنند. ) نقاط بالا و پایین دایره مثلثاتی ( نسبت مثلثاتی را عوض می 

,
si n x cos x t a n x co t x

cos x si n x co t x t a n x

  
 

  
 

 نویسیم. را جلوی نسبت مورد نظر می زاویه   -6
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 حاصل عبارات زیر را بیابید. مثال: 

si n



 

+ = 
 2

 

co s



 

− = 
 

3
2

 

( )t a n  + =  

co s



 

+ = 
 

3
2

 

si n
  

+ = 
 

397
2 6

 

t a n
  

+ = 
 

27
2 3

 

cos
  

− = 
 

7
2 4

 

( )s i n  + =1  

( )t a n  + =9  

 بیابید.  2مثال: حاصل عبارات زیر را بر حسب کمان  

s i n =16  

co s =2  

co s =2 5  

co t =3 4  

tنکته: اگر مقادیر  a n     یاco t     در صورت سؤال داده شود و حاصل جمع و تفریقns i n    وnco s  

 کنیم. در صورت و مخرج کسر خواسته شود، به دو طریق زیر عمل می

tاگر   -1 a n    را داده باشند، صورت و مخرج کسر را برnco s  کنیم. تقسیم می 

coاگر   -2 t    را داده باشند، صورت و مخرج کسر را برns i n  کنیم. تقسیم می 
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tمثال: اگر  a n x = باشد، آنگاه حاصل  2
si n x co s x

si n x co s x

+

−3 2
 چند است؟  

1 )
1
2                                 2 )

3
4                                  3 )2                                4 )

5
6 

 

 

 

 

 

 

tمثال: اگر  a n x = باشد، حاصل  2
si n x cos x

cos x

+2 2

2
3

 را بیابید.            

 

 

 

 

 

 

 

tمثال: اگر  a n x =
1
2

باشد، حاصل عبارت   
si n x cos x cos x si n x

cos x si n x

 + −

−

2 2

2 2
5

4  کدام است؟  7

1 )
9
8                               2  )

4
5                                 3  )

7
3                                 4  )

3
5 
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coمثال: اگر  t x =
1
2

باشد، حاصل عبارت   
si n x cos x

si n x

+
 کدام است؟  

1 )
5
2                                2  )

3
2                                   3 )5                                4  )

7
3 

 

 

 

 

 

 

 

tمثال: اگر  a n a=3 باشد، حاصل  5
si n si n

co s

−14 5 2 3 5
3 2  کدام است؟  5

1 )a + 1                           2 )a − 1                                3 )a2                             4  )a −2 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

sمثال: حاصل  i n s i n s i n s i n+ + +2 2 3 4  کدام است؟  16

s( 2                        صفر(  1 i n 2                            3 )s i n2 2                           4 )s i n 4 
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tمثال: اگر  a n =2 3 باشد، حاصل  6
si n co s

cos si n

−

+

16 2
11 7

 کدام است؟  

1 )
9
4                               2  )

1
8                                3  )

17
8                              4 )

31
16 

 

 

 

 

 

tمثال: اگر  a n  = باشد، حاصل  2
( )

( ) ( )

co s co s

si n s i n


  

   

 
+ − + 

 

− − +

3
2

 کدام است؟  3

1 )− 2                                2  )1 2                                   3 )2                                4  )3 

 

 

 

 

 

 

tمثال: اگر  a n  =
2
3

باشد، حاصل  

( )

( )

s i n s i n

co s co s


  


  

 
+ − − 

 

 
+ + − 

 

3
2

3
2

 کدام است؟  

1 )5                                2  )1                                  3  )− 3                                   4  )− 4 
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 نکته زوایای منفی: 

( )

( )

( )

( )
,

si n si n t a n t a n

cos cos co t co t

   

   

− = − − = −  
 

− = − = −  
 

مثال: از تساوی 

( )s i n co s

s i n


  




 
− − − 

 
=

 
+ 

 

2 3
2

2
3
2

t، مقدار   a n  کدام است ؟ 

1 )1                                 2  )
2
3                                    3  )3                                    4  )4 

 

 

 

 

 

cos: حاصل  مثال  si n
 − −   

+   
   

211 211
6 6

 کدام است؟   

1  )
+3 1

2                        2  )
−3 1

2                       3  )
( )− +3 1

2                     4 )
− +3 1

2 

 

 

مثال: حاصل عبارت  

s i n s i n s i n

co s t a n co s

  

  

     
+ +     

     

   −  
 +     

    

41 29 11
2

1 1 1

21 2
2

1 1 5

 کدام است؟  

(  2( صفر                               1
4
3                                3  )− 4                               4  )−14 
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ی متمم باشند؛ یعنی:  دو زاویه و  نکته: اگر 


 + =
 ، آنگاه: 2

,
si n cos t a n co t

cos si n co t t a n

   

   

= = 
 

= = 
 

 

ی مکمل باشند؛ یعنی:  دو زاویه و  نکته: اگر   +  ، آنگاه: =

,

co s co s

t a n t a n si n s i n

co t co t

 

   

 

= − 
 

= − = 
 = − 

 

 زیر کدام است؟ مثال: حاصل عبارت 

cos cos cos cos cos
             

+ + + +         
         

2 2 2 2 25 9 13 17
3 6 3 6 3 6 3 6 3 6  

1 )
2
5                                2  )2                                  3  )

5
2                                 4  )

7
2 

 

 

 

 

 

 

)مثال: حاصل عبارت  ) ( ) ( )l o g t a n l o g t a n l o g t a n+ +  +1 2 8  کدام است؟  9

(  3( صفر                                  2                                 1( 1
1
2                                  4  )2 
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xمثال: اگر  = باشد، حاصل  1
si n x t a n x

co t x co s x





2 4
5 7

 کدام است؟  

1 )1                                 2  )2                                    3  )3                                     4  )4 

 

 

 

 

cosمثال: حاصل عبارت   cos cos cos
          

+ + +  +       
       

2 3 8
9 9 9  کدام است؟  9

(  3( صفر                                  2                                 1( 1
1
2                                  4  )2 

 

 

 

 

 

 

 

 

xمثال: اگر  = coباشد، حاصل  1 s x co s x co s x co s x+ + +  +2 3  کدام است؟  17

(  3( صفر                                  2                                 1( 1
1
2                                  4  )2 
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 روابط بین نسبتهای مثلثاتی

,
si n x cos x

t a n x co t x
cos x si n x

= =  

t a n x
co t x

t a n x co t x

co t x
t a n x


=


=  

 =


1

1
1  

si n x cos x
si n x cos x

cos x si n x

 = −
+ =  

= −

2 2
2 2

2 2
1

1
1

 

,t a n x co t x
cos x si n x

+ = + =2 2
2 2
1 1

1 1  

 

)مثال: حاصل عبارت   )si n x co s x t a n x co t x + +2 2 2  کدام است؟  22

1  )1                           2 )2                            3 )co s x+ 21                             4 )s i n x+ 41 

 

 

 

 

 

مثال: حاصل عبارت  
si n

cos cos



 −

3

 کدام است؟  3

1 )t a n                              2  )co t                               3  )− 1                              4  )1 
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)مثال: حاصل عبارت   ) ( )co s x si n x t a n x t a n x− + +4 4 2  کدام است؟  21

( 3                              1( 2              صفر                 (1
si n x2

1
                              4  )

cos x2

1
 

 

 

 

 

 

 

 

)مثال: حاصل عبارت   )
si n x cos x

t a n x co t x
si n x cos x

+
− +



4 4

2 2
2

 کدام است؟  

1 )− 2                                 2  )2                                 3  )−  ( صفر 4                               1

 

 

 

 

 

 

 

در ناحیه دوم مثلثاتی باشد، حاصل  زاویۀ  مقابلمثال: اگر انتهای کمان  
co t

co t



+

2

21
 کدام است؟  

1) co t −                        2 )co s −                          3 )co t                           4 )c o s  
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siمثال: اگر  n x cos x =
1
5

tباشد، حاصل   a n x co t x+3  کدام است؟  3

1 )11                             2  )115                               3  )
6 22
5                               4  )

22
5 

 

 

 

 

 

 

 

siمثال: اگر  n x cos x+ =
1
3

sباشد، حاصل   i n x co s x+3  کدام است؟  3

1 )
13
2 7                              2  )

13
81                              3  )

17
2 7                              4 )

17
81 

 

 

 

 

 

 

tمثال: اگر  a n  = باشد، حاصل  2
co s

si n si n



 +3  کدام است؟ 

1 )
1
3                                2  )

2
9                                3  )

5
9                               4  )

5
18 
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sمثال: اگر  i n x co s x+ = )باشد، حاصل  2 )t a n x co t x+
2

 کدام است؟  

1 )1                                   2 )2                                    3  )3                                    4  )4 

 

 

 

 

 

 

 

 روابط مجموع و تفاضل دو کمان 

( )

( )

( )

s i n s i n co s co s s i n

co s co s co s s i n s i n

t a n t a n
t a n

t a n t a n

t a n
t a n

t a n

     

     

 
 

 

 




 = 

 =


 =



  
 = 

 

1

1
4 1

 

coمثال: اگر  t  =
3
2

tباشد، حاصل   a n



 

− 
 4  کدام است؟ 

1 )5                                 2  )
1
5                                 3  )− 5                                 4  )−

1
5 

 

 

 

 

 

مثال: حاصل عبارت  
t a n

t a n

+

−

1 3
1  را بیابید.  3
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siمثال: اگر  n x cos x+ =2 2 3
2

tباشد، حاصل  2 a n x2  کدام است؟ 

1 )1                                 2  )2                                  3  )
3
2                                   4 )

1
2 

 

 

 

 

 

 

tمثال: اگر  a n x
−

=
1
2

coباشد و    s x  حاصل ،s i n x  کدام است؟ 

1 )
3

2                             2 )
− 5

5                           3 )
− 3

3                        4 )
5

5 

 

 

 

 

 اعداد فیثاغورسی معروف 

 

 

 

 

          

s i n

co s

t a n

co t









=

=

=

=

7
2 5

2 4
2 5

7
2 4

2 4
7

                             

s i n

co s

t a n

co t









=

=

=

=

5
13

12
13

5
12

12
5

                               

s i n

co s

t a n

co t









=

=

=

=

3
5

4
5

3
4

4
3
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 2αروابط کمان 

si n si n cos si n cos si n     =  =
1

2 2 2
2

 

co s co s s i n

co s co s

co s s i n

  

 

 

 = −


= −
 = −

2 2

2

2

2

2 2 1

2 1 2
 

 α  tanاز روی مقدار  2αروابط کمان 

, ,
t a n t a n t a n

t a n si n cos
t a n t a n t a n

  
  

  

−
= = =

− + +

2

2 2 2

2 2 1
2 2 2

1 1 1
 

 

 αبه   2α: تبدیل کمان فرمولهای طلایی مثلثات

cos cos cos cos

cos si n si n cos

   

   

 = −  = +


= −  = −

2 2

2 2
2 2 1 2 1 2

2 1 2 2 1 2
 

, ,
cos cos cos

cos si n t a n
cos

  
  



+ − −
= = =

+

2 2 21 2 1 2 1 2
2 2 1 2  

s i n co s s i n

s i n co s s i n


  


  

  
+ = +  

  


 
− = − 

 

2
4

2
4

         
t a n co t

s i n

t a n co t co t

 


  


+ =


 − = −

2
2

2 2
 

 3αروابط کمان 

si n si n si n

cos cos cos

  

  

 = −


= −

3

3
3 3 4

3 4 3
                      

( ) ( )

( ) ( )

s i n s i n s i n s i n

co s co s co s co s

   

   

 =  −  +


=  −  +

3 4 6 6

3 4 6 6
 

t a n t a n
t a n

t a n

 




 −
=

−

3

2
3

3
1 3                     

( ) ( )

( ) ( )

t a n t a n t a n t a n

co t co t co t co t

   

   

 =  −  +


=  −  +

3 6 6

3 6 6
 

 نکته: 

si n cos si n cos

si n cos si n cos

   

   

 + = − 


+ = − 

4 4 2 2

6 6 2 2
1 2

1 3
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مثال: حاصل عبارت  
( ) ( )t a n co t

s i n co s

 

 

+ +

− −

2 2

2 4

1 1

1
 کدام است؟  

1  )co s − 28 2                  2  )s i n − 28 2                  3  )co s − 216 2               4 )s i n − 416 2 

 

 

 

 

 

 

 

coمثال: حاصل عبارت   s co s co s 2 4  کدام است؟  8

1 )
1
4                              2  )

1
8                               3 )

1
16                                4 )

1
3 2 

 

 

 

 

 

 

 

مثال: اگر 
x x

si n cos si n x cos x= +
2 tباشد، حاصل  2 a n x  کدام است؟ 

1 )2                               2  )− 2                                 3  )
1
2                                4  )−

1
2 
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cosمثال: اگر  x cos x
 

+ + = 
 

3
2

sباشد، حاصل  2 i n x2  کدام است؟ 

1 )−
4
5                             2 )

4
5                               3 )−

3
5                              4  )

3
5 

 

 

 

 

 

 

 

sمثال: حاصل عبارت   i n s i n19 5 1  کدام است؟  5

1 )
1
4                               2  )−

1
4                                 3  )4                               4 )− 4 

 

 

 

 

siمثال: حاصل عبارت   n cos si n cos
      

− − +   
   

2 2

8 8 8  کدام است؟  8

1 )− 2                              2 )2                                3  )− 2                               4  )2 
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siمثال: اگر  n x cos x+ =
3
sباشد، حاصل  5 i n x2  کدام است؟ 

1 )−
4
2 5                         2  )−

8
2 5                          3  )−

16
2 5                          4 )−

2 4
2 5 

 

 

 

 

siمثال: اگر  n x cos x+ =
1

2 2
tباشد، حاصل  2 a n x4  کدام است؟ 

1 )
7

3                       2 )
3

7
                           3 )−

7

3                          4  )co s x2 

 

 

 

 

 

 

 

cosمثال: حاصل عبارت   x
t a n x co t x

−
+ +

+ +2 2
1 2

2
1 1

 کدام است؟  

1 )co s x2                           2  )1                               3 )s i n x2                             4 )− 1 
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xمثال: اگر 


=
باشد، حاصل  12

si n x co s x

si n x cos x

+

−
 کدام است؟  

1 )
3

3                            2  )3                              3  )− 3                             4  )1 

 

 

 

 

 

 

مثال: حاصل عبارت  
cos x co s x

si n x si n x

+ +

+

2 3 1
3 2

 کدام است؟  

1 )cos x
1
2                        2 )co t x                           3 )

cos x

si n x

2
                      4 )co t x2 

 

 

 

 

 

 

مثال: اگر 
x

t a n = 2
باشد، حاصل  2

co s x

co s x

−

+

1
1

 کدام است؟  

1 )2 2                              2  )2                               3  )2                               4  )
2

2 
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مثال: حاصل عبارت  
si n si n

si n si n

−

+

2 2 4
2 2 4

 کدام است؟  

1 )t a n 2 1                      2 )t a n 1                         3 )t a n 2 2                      4  )t a n 2 

 

 

 

 

 

 

xمثال: اگر 


=
باشد، حاصل  12

( )

( )

t a n x t a n x

t a n x

−

+

2

22

1

1
 کدام است؟  

1 )
3

8                            2  )
3

4                             3 )
3

3                           4 )3 

 

 

 

 

 

 

tمثال: اگر  a n x
 

− = 
 

1
4 5

tباشد، حاصل   a n x2  کدام است؟ 

1 )1 5                              2 )1 8                              3 )2 4                             4 )2 5 
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مثال: اگر 
si n x

cos x
=

+
2

1
tباشد، حاصل   a n x  کدام است؟ 

1 )− 3                             2 )−
3
4                              3 )−

4
3                            4 )− 4 

 

 

 

 

 

 

 

siمثال: اگر  n x si n x
 

+ = 
 

3
2

tباشد، حاصل  2 a n x2  کدام است؟ 

1 )−
4
3                             2  )−

3
4                               3  )

4
3                             4  )

3
4 

 

 

 

 

 

siمثال: اگر  n  =
3
tمنفرجه باشد، حاصل   بوده و زاویۀ   5 a n x2 کدام است؟ 

1 )−
2 4
7                             2  )−

7
2 4                            3 )− 2                           4  )−

1
2 
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مثال: اگر 
cos x

si n x cos x
=

+

2
2

3
coباشد، حاصل   t x2  کدام است؟ 

1 )−
4
3                             2  )−

3
4                               3  )

4
3                             4  )

3
4 

 

 

 

 

 

 

مثال: حاصل عبارت  
t a n co t−

1

22 5 22 5
 کدام است؟  

1 )
1
2                                 2  )−

1
2                                3  )1                                4  )− 1 

 

 

tمثال: حاصل عبارت   a n co t+15  کدام است؟  15

1 )1                                 2  )2                                    3  )3                                     4  )4 

 

 

 

tمثال: حاصل عبارت   a n t a n
    

+   
   

4
5  کدام است؟  5

−( 3                                 1(  2( صفر                                 1 1                               4  )− 2 
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 مقایسه مقادیر نسبتهای مثلثاتی در دایره مثلثاتی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

sناحیه دایره مثلثاتی   4نکته: در تمامی نیمسازهای  i n   وco s   برابر
2

 است. 2

tناحیه دایره مثلثاتی   4نکته: در تمامی نیمسازهای  a n   وco t   است. 1برابر 

xمثال: اگر 
 

 
4 3
3 2

sباشد ، حاصل   i n x co s x si n x co s x− +  کدام است؟  +

1  )co s x2                      2 )co s x− 2                           3 )s i n x2                      4  )s i n x− 2 

 

 

 

 

xمثال: اگر 


 
4

باشد ، حاصل  
si n x

si n x

+

−

1 2
1  کدام است؟  2

1 )t a n x
 

+ 
 4               2  )t a n x

 
− 

 4                  3  )t a n x
 

− 
 4             4 )1 

 

 

 

 

 

 

 منطقه  1 2 3 4 5 6 7 8


  

3
2

2
 

 
 

3

2 2
 


  

2
 


 

2
 ناحیه مثلثاتی  

   ֍ ֍ ֍ ֍  sin α > cos α 

֍ ֍ ֍     ֍ sin α < cos α 

֍  ֍  ֍  ֍  tan α > cot α 

 ֍  ֍  ֍  ֍ tan α < cot α 
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 دورۀ تناوب 

yتوابعی مانند   s i n x=  وy co s x=   و برد آنها  را که دامنۀ آنها ,− 1  گیریم. است در نظر می 1

k) یعنی    2، مضرب صحیحی از  xدانیم اگر به  می 2    یا به عبارت دیگر, , ,   2 ( را   4

sاضافه کنیم، مقدار  i n x  با( )s i n k x cو مقدار   2+ o s x  با( )co s k x  برابرند؛ یعنی:  2+

( )

( )
,

si n k x si n x
k

cos k x cos x





+ =


+ =

2

2  

هایی تکرار شود، آن شود. اگر در تابعی نمودار تابع در بازه، تکرار می2های نمودار این گونه توابع در بازه

میم و آن را با نا نامیم. کوچکترین عدد مثبتی که طول بازۀ تکرار است را دورۀ تناوب میتابع را متناوب می 

T  دهیم. نمایش می 

 

 

)تابع    تابع متناوب: )f x    را متناوب گوییم هرگاه عدد حقیقی مثبتT    موجود باشد به طوری که برای

fxهر   D   وfx T D   :داشته باشیم 

( ) ( )f x T f x =  

)که رابطۀ     Tکوچکترین مقدار    دورۀ تناوب: ) ( )f x T f x )را برقرار کند، دورۀ تناوب تابع    = )f x 

 نامیم. می

 دورۀ تناوب در توابع مثلثاتی 

( )

( )

y a si n b x k c
T

y a cos b x k c b

= + +
 =

= + +

2
 

( )

( )

y a t a n b x k c
T

y a co t b x k c b

= + +
 =

= + +
 

است و   (b)موجود در کمان تابع مثلثاتی    xنکته: تنها عامل مؤثر در دورۀ تناوب توابع مثلثاتی، ضریب  

 هستند. تأثیر روی دورۀ تناوب بی kو  a  ،cاعداد  
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,  نیست. مثلاً تابع نکته: دامنۀ تابع متناوب الزاماً   ( ) ,fy t a n x D n n
 

= = −  −  
 

2 1
2

   

yنمودار توابع  t a n x=  وy co t x=  .به صورت زیر هستند 

                               

yمثال: قسمتی از شکل تابع   t a n a x=  به صورت زیر است. مقدارa  .را بیابید 

 

یا هر عدد  جنس باشد؛ یعنی اگر دورۀ تناوب بخشی از تابع ضریبی از نکته: دورۀ تناوب دو تابع باید هم

,مانند  گنگ دیگری   , , ...2 3 باشد و دورۀ تناوب بخش دیگری از تابع، عددی گویا باشد، این    5

 تواند متناوب باشد. تابع در کل نمی

)دورۀ تناوب تابع  fTنکته: اگر  )f x  وgT  دورۀ تناوب تابع( )g x  ک.م.م  باشد، آنگاهfT  وgT   یک دورۀ

fتناوب برای   g+  ،f g−   ،f g  و
f

g
 خواهد بود ولی الزاماً کوچکترین دورۀ تناوب نیست.  

fدر نکتۀ فوق، شرط این که توابع   g+    ،f g−    ،f g    و
f

g
متناوب باشند، این است که  

f

g

T

T
مقداری    

 . گویا باشد 

نکته: یک راه ساده برای پیدا کردن ک.م.م چند عبارت کسری این است که ک.م.م صورت کسرها را به 

 ب.م.م مخرج کسرها تقسیم کنیم. 
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تناوب ) نه الزاماً کوچکترین دورۀ تناوب ( را در صورت وجود مثال: برای هر یک از توابع زیر، یک دورۀ  

 بیابید. 

y si n x co s x t a n x co t x= + + +1 2 3 4  

 

 

 

 

y si n x co s x= +2 7 9 2  

 

 

 

 

( )y si n x co s x= + +3 2 2 1  

 

 

y co s x t a n x= +4  

 

 

x
y co t x cos

 
 

 
= + − 

 
5 2

3 5  

 

 

 

 در کمان مثلثاتی، توانی جز عدد یک داشته باشد، تابع متناوب نیست.  xنکته: اگر 

 مثال: دوره تناوب توابع زیر را تعیین نمایید. 

( ) ( )f x s i n x= +2 1  

( ) ( )g x co s x x= −23 7  

( ) ( )h x t a n x x= −3   
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)مثال: تابع   )
si n x

f x
si n x

 ؟ از نظر متناوب بودن چگونه است =

متناوب است و کوچکترین دورۀ تناوب آن   -2متناوب است اما کوچکترین دورۀ تناوب ندارد.     -1


2
 است.   

 است. متناوب است و کوچکترین دورۀ تناوب آن   -4متناوب نیست                                           -3

 

 

 

 

 

 

 

)مثال: دورۀ تناوب اصلی تابع   )f x t a n x co t x=   .را بیابید 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تناوب اصلی ندارند. باشند ولی دورۀ نکته: توابع ثابت متناوب می
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sهای فرد، دورۀ تناوب توابع  نکته: توان i n x  وc o s x دهند. را تغییر نمی 

y s i n x T

y s i n x T






=  =



 =  =


7

2
1

2
1

 

sهای زوج و قدرمطلق، دورۀ تناوب توابع  نکته: توان i n x  وc o s x کنند. را نصف می 

( )

( )

( )

( )

n

n

y s i n a x

y co s x a x
T

y si n a x a

y co s x a x



 =


=
 =

=

 =

2

2

 

        

tنکته: توابع   a n x    وco t x  کند و  به هر توانی برسند ) چه زوج، چه فرد ( دورۀ تناوب آنها تغییر نمی

 تأثیر است. قدرمطلق نیز روی دورۀ تناوب آنها بی

مثال: دورۀ تناوب اصلی تابع  
x

y cos x t a n cos x= + +2 33 3
 را بیابید.  3
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 دورۀ تناوب توابع غیرمثلثاتی

 
   

y a x a x
T

y a x a x a

 = −
 =

= + −

1
 

( )
a x b

y T
a

 
 
 

+

= −  =
2

1  

                       
 یافتن دورۀ تناوب اصلی:

fاز آنجایی که برای توابع   g+    ،f g−    ،f g    و
f

g
f,مقدار     gT T      ًیک دورۀ تناوب بوده ولی لزوما

های گفته شده یافته و سپس نصف این باشد، ابتدا یک دورۀ تناوب تابع را از فرمولدورۀ تناوب اصلی نمی

دورۀ   Tکنیم تا مشخص شود که اگر  شود، بررسی میداده می دورۀ تناوب را به روشی که در زیر توضیح  

تناوب است، آیا 
T

2
 هم دورۀ تناوب است یا خیر.  

اگر  
T

2
کنیم ولی اگر  معرفی میعنوان دورۀ تناوب اصلی تابع  را به  Tدورۀ تناوب نبود،    

T

2
هم دورۀ تناوب    

کنیم و  میتابع بود، باز هم تناوب را نصف 
T

4
کنیم و این کار ) نصف کردن دورۀ تناوب ( را را امتحان می  

 دهیم که عدد نصف شده دورۀ تناوب تابع نباشد. تا جایی ادامه می 

روش بررسی 
T

2
 به عنوان دورۀ تناوب:  

را به    xمقدار  
T

x +
2

کنیم. اگر با عملیات جبری مشخص گردید  تبدیل کرده و در تابع، جایگذاری می   

رابطۀ   )که  )
T

f x f x
 

+ = 
 2

است،      برقرار 
T

2
تابع     تناوب  دورۀ  )نیز  )f x   این غیر  در  و  است 

 گیریم. در نظر می Tصورت دورۀ تناوب را 
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 مثال: دورۀ تناوب توابع زیر را بیابید. 

( )
x

f x x
 

= − 
 

3
3  

 

 

 

 

( )
x x

g x
   

= −   
   

6 8
6 8  

 

 

 

 

 

( )    h x x x x= − −15 9 6  

 

 

 

 

آزاد)  نکته  تابع  (مطالعه  تناوب  دورۀ  یافتن  در   :( )f o g x  اگر  ،( )g x    ،نباشد )متناوب  )f o g x   نیز

را انتخاب کرده و سپس   gTمتناوب نخواهد بود و برای حدس اولیه 
gT

 کنیم. و ... را بررسی می  2

 مثال: دورۀ تناوب اصلی توابع زیر را محاسبه کنید. 

( )y co s s i n a x=  

 

 

 

( )y s i n co s a x=  

 

 

 

 



 

 34 

( )ny si n a x= 2  

 

 

 

 

( )ny co s a x+= 2 1  

 

 

 

 

( ) ( )n ny si n a x co s a x= +2 2  

 

 

 

 

 

 کنیم. نکته: برای تعیین دورۀ تناوب، ابتدا تابع را تا حد امکان ساده می

 

 مثال: دورۀ تناوب توابع زیر را بیابید. 

si n x cos x
y

cos x si n x

+
=

+

2 3
4 5

 

 

 

 

 
y co t a x t a n a x= −  
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( )

x

y co s x



 
 
 
 
 

= − 1  

 

 

 

 

 

y si n a x co s a x= +  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

yمثال: دورۀ تناوب توابع   s i n x=  وy co s x=  .زیر را تعیین کنید 
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yمثال: دورۀ تناوب توابع   t a n x=  وy co t a x=  .را بیابید 

          
 

 
 

yمثال: دورۀ تناوب توابع   t a n x=  .را بیابید 
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)مثال: دورۀ تناوب اصلی تابع   )f x s i n x co s x= 2  را بیابید.  2

 

 

 

 

)مثال: دورۀ تناوب اصلی تابع   )f x t a n x co t x= −3  را بیابید.  3

 

 

 

 

 

)مثال: دورۀ تناوب اصلی تابع   )  f x x x co s x= − + 43  را بیابید.  3

 

 

 

 

 

 یافتن ضابطۀ توابع مثلثاتی از روی نمودار آن
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تابع   yنکته:  co s x=    درx تابع    = که  در صورتی  دارد  مینیمم  یا  yماکزیمم  s i n x=    درx = 

 ماکزیمم یا مینیمم ندارد. 

ها با توجه مینیمم و دورۀ تناوب تابع را تعیین کرده و از روی آن  توانیم مقادیر ماکزیمم ،از روی نمودار می

 را بدست آوریم. cو  a  ،bهای زیر، ضرایب به فرمول

m a x m i n
a

−
=

2
 

m a x m i n
c

+
=

2
 

T
b


=

2
 

mنکته: برای یافتن مقادیر  a x   وm i n   از روی ضرایبa ،b  وc بریم. های زیر بهره می ل، از فرمو 

m a x c a= +  

m i n c a= −  

yمثال: مقادیر ماکزیمم، مینیمم و دورۀ تناوب تابع   s i n x= − −2 3  را بیابید.  7

 

 

 

 

)ابل مربوط به تابع  ق مثال: شکل م )f x a si n b x 
 

= + 
 

1
aاست.   2 b کدام است؟ 

1 )1                                   2 )2                                    3  )3                                    4  )4 
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)مثال: ضابطه توابع   )f x ، ( )g x  و( )h x  .که نمودار آنها رسم شده است را بیابید 
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 کاربردهایی از مثلثات

 ها قضیۀ سینوس  -1

 مقدار اندازۀ هر ضلع تقسیم بر سینوس زاویۀ مقابل آن، مقداری ثابت است. 

a b c

si n si n si n  
= = 

 

 هاقضیۀ سینوس -2

 کاربرد: یافتن اندازۀ ضلع سوم مثلث

a b c b c co s

b a c a c co s

c a b a b co s







 = + −


= + −
 = + −

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2
 

 

 الاضلاع مساحت مثلث و متوازی -3

Sالاضلاع مقابل برابر است با:  مساحت موازی a b si n = 

 

 

 توانیم تعیین کنیم. مساحت مثلث را در سه حالت می

 

 

  

 

( ) ( ) ( )S P P a P b P c

a b c
P

= − − −

+ +
=

2
           

a b si n
S


=

2                         

b h
S =

2  

 واحد را بیابید.  7و  9، 12مثال: مساحت مثلثی به اضلاع 
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B̂اگر  ABCدر مثلث  مثال:   = Ĉو  3 = 3برابر    ABو اندازۀ ضلع    12 را   bو    aباشد، مقادیر    3

 بیابید. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Âاگر  ABCمثال: در مثلت   = واحد باشد، اندازۀ ضلع   5و    4به ترتیب    ACو    ABو اندازۀ اضلاع    6

BC  .را بیابید 

 

 

 

 

 

 

 

 

اندازۀ یک زاویۀ آنسانتی  15و    12الاضلاع  مثال: اضلاع مجاور یک متوازی و  است. مساحت   15  متر 

 الاضلاع را بیابید. متوازی
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 معادلات مثلثاتی

 

 

 

 

( )

x k
si n x si n

x k

 


  

= +
=  

= + −

2

2 

 
 

 

 

 
 

 

           
x k

cos x cos
x k

 


 

= +
=  

= −

2

2 

 
 

 

 
 

 

 

 

          
t a n x t a n

x k
co t x co t


 



=
 = +

=
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siمثال: معادلۀ مثلثاتی   n x =
1
 را حل کنید.  2

 

 

 

 

 

 

 

cosمثال: معادلۀ مثلثاتی   x =
2

 را حل کنید.  2

 
 

 

 

 

 

 

 

sمعادلۀ مثلثاتی  کدام گزینه بخشی از جواب مثال:  i n x s i n x=3 است؟ 

1  )
k 

2                        2 )
k 

4                         3 )
( )k +2 1

4                         4  )
( )k +2 1

2 
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 باشد. نکته: در معادلات مثلثاتی باید جنس تابع مثلثاتی طرفین تساوی با هم یکسان 

s i n co s

co s s i n


 


 

  
− =  

  


 
− = 

 

2

2

                                    

t a n co t

co t t a n


 


 

  
− =  

  


 
− = 

 

2

2

 

 

sمثال: جوابهای معادلۀ مثلثاتی   i n x co s x=4 را که در بازۀ  2 , 4 باشند بیابید. می 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

نکته: اگر در معادلات مثلثاتی، عددی که با نسبتهای مثلثاتی برابر است، منفی باشد، به صورت زیر عمل 

 کنیم. می

,

,

,

,

s i n a

a

t a n a

a

c o t a

a

c o s a

a

s i n x a

t a n x a

co t x a

co s x a

























 

 

 

  









=

 

=

 

=

 

=

 

 = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ → −




= ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ → −



 = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ → −


 = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ → −


2

2

2

2
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siمثال: معادلۀ مثلثاتی   n x = −
1
 را حل کنید.  2

 

 

 

 

 

 

 

 

cosمثال: معادلۀ مثلثاتی   x = −
2

 را حل کنید.  2

 

 

 

 

 

 

 

 

cosمثال: معادلۀ مثلثاتی   x
−

=
1

3
 را حل کنید.  2
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 حالات خاص معادلات مثلثاتی

sدر معادلات مثلثاتی، حالاتی را که نسبتهای   i n x   وc o s x  شوند و یا اینکه   - 1یا  1، صفربرابر با اعداد

tتوابع نسبتهای  a n x  وco t x  جوابهای نامیم که در این حالت شوند، حالات خاص میصفر برابر با عدد

 معادلات مثلثاتی، از بین نقاط مرزی چهار ناحیه دایره مثلثاتی خواهند بود. 

 م. های زیر را تعریف کنیتوانیم فرمولحالت خاص زیر می 7در نتیجه برای 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

coمثال: معادلۀ مثلثاتی   s x  را حل کنید.  4=
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coمثال: معادلۀ مثلثاتی   s x co s x co s x=2 2 2 چند جواب در فاصلۀ   2 , −  دارد؟  3

 

 

 

 

 

 

 

tمثال: معادلۀ مثلثاتی   a n x t a n x =4 3  را حل کنید.  1

 

 

 

 

 

 

 

 

siمثال: جواب کلی معادلۀ مثلثاتی   n x cos x si n


− =4 4 2 5
 به کدام صورت است؟ 4

1  )k


 2
6                    2 )k


 2

3                     3 )k


 
6                   4 )k


 

3 
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coمثال: جواب کلی معادلۀ مثلثاتی   s x co s x− − =22  به کدام صورت است؟ 3

1  )k                          2 )k  +2                        3 )k


 −2
2                      4 )k


 +

2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

coمثال: معادلۀ مثلثاتی   t x t a n x+ =  را حل کنید.  2

 

 

 

 

 

 

)مثال: جواب کلی معادلۀ مثلثاتی   ) ( )si n x cos x si n x


 
 

+  + − − + = 
 

2 1
به کدام  2

 صورت است؟

1  )k                         2 )k  +2                        3 )k


 +2
2                     4 )k


 +

2 
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مثال: جواب کلی معادلۀ مثلثاتی  
t a n x

t a n x
=

− 2
2

3
 به کدام صورت است؟ 1

1  )
k  

−
2 6                  2 )

k  
+

2 6                       3 )k


 +
6                      4 )k


 −

6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)مثال: معادلۀ مثلثاتی   ) ( )si n x co s x− − =3 5 2 در بازۀ  7 , 2  چند جواب دارد؟ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                         





 

 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 1 

 حد و پیوستگی 

 حد

)  تابع حقیقی )f x  ی را در بازهI    که شاملa  گیریم. تابعباشد، در نظر می  ( )f x تواند در خود  میa  

 تعریف شده نباشد. 

 

) هر گاه بتوانیم هر چقدر که بخواهیم تابعحد راست: تعریف  )f x   را به عدد حقیقیL نزدیک کنیم،   1

)  گوییم تابعنزدیک شود، می aی کافی از سمت راست به عدد  به اندازه xکه متغیر  به شرط آن )f x در

a  دارای حد راستL  نویسیم: است و می 1

( )
x a

lim f x L
+→

= 1 

 

)  چقدر که بخواهیم تابعهر گاه بتوانیم هر  تعریف حد چپ:   )f x    را به عدد حقیقیL نزدیک کنیم،   2

)  گوییم تابعنزدیک شود، می  aبه عدد    چپی کافی از سمت  به اندازه  xکه متغیر  به شرط آن )f x   در

a  چپدارای حد L  نویسیم: است و می 2

( )
x a

lim f x L
−→

= 2  

): وقتی تابع  تذکر )f x  صورت بیبه( کران بزرگ یا کوچک شود+    یا− حدهای راست و چپ موجود ،)

 باشند. نمی

 

  aی  خواهیم به نقطهو بتوانیم هر چقدر که می  ی تابع باشدجزو دامنه  aاگر نقاط اطراف    تعریف حد:

)نزدیک شویم و در این صورت تابع   )f x    به عدد خاصی مانندL    نزدیک شود، گوییم تابع( )f x   در

 است و گوییم:  Lدارای حد   aی نقطه

( )
x a

lim f x L
→

=  

میانی()نقطه  تذکر نقطهی  اگر  نقطه  aی  :  سمت  دو  هر  در  یعنی  باشد،  دامنه  میانی  نقاط   aی  جزو 

وجود داشته باشد، در این صورت: حد در صورتی موجود است  aی مسیرهایی برای نزدیک شدن به نقطه

 که حد چپ و حد راست اعداد مشخص و معینی شده و با هم برابر باشند؛ یعنی: 

( )

( )
( )

x a

x a

x a

L L
lim f x L

lim f x L
lim f x L

+

−

→

→

→

=
=

=
= ⎯⎯⎯⎯→

1

2

1 2  

 

 



 

 2 

)ی تابع  ی ابتدایی از دامنهیک نقطه  aی  : اگر نقطهی ابتدایی()نقطه  تذکر )f x   باشد )فقط در سمت

که حد راست  وجود داشته باشد(، در صورتی  aی  مسیری برای نزدیک شدن به نقطه   aی  راست نقطه

 . نیز تابع فاقد حد است زیرا تابع حد چپ ندارد  تابع وجود داشته باشد

( )
x a

lim f x L
+→

= 1 

x

lim x
+

+ +

→

− = − = =
1

1 1 1  

; f
x

lim x D
−

− − −

→

− = − =  
1

1 1 1 1  

 

)ی تابع  ی انتهایی از دامنهیک نقطه  aی  : اگر نقطهی انتهایی()نقطه  تذکر )f x   باشد )فقط در سمت

که حد چپ تابع  در صورتیوجود داشته باشد(،    aی  مسیری برای نزدیک شدن به نقطه  aی  چپ نقطه

 نیز تابع فاقد حد است زیرا تابع حد راست ندارد.   وجود داشته باشد

( )
x a

lim f x L
−→

= 2  

x

lim x
−

− +

→

− = − = =
2

2 2 2  

; f
x

lim x D
+

+ − +

→

− = − =  
2

2 2 2 2  

[ ] [ ]x

lim
x−

−
→

= = = = −
− − − −3

1 1 1 1
1

3 3 3 2 3 1
 

;
[ ] [ ]

f
x

lim D
x+

+

+
→

= = =  
− − −3

1 1 1 1
3

3 3 3 3 3
 

 

ها مقادیر بسیار  شویم که منظور از آن)دِلتا( مواجه می  )اِپسیلنُ( و     نکته: در تعاریف حد، با دو مقدار

 باشد. می مثبت کوچک ) نزدیک به صفر( و

,  1 
 

xمیل کرده است و با نماد    aبه عدد    xگوییم متغیر  وقتی می   مفهوم میل کردن:  a→   دهیم،  نمایش می

از سمت چپ(   aاز سمت راست و مقادیر کمتر از    aمنظور این است که از دو سمت )مقادیر بیشتر از  

 رسد. نمی aگاه به عدد  شود ولی هیچنزدیک می aبه عدد   xمتغیر 
 

( , ) ( , )x a x a a a a →   − +  
 



 

 3 

)مثال: تابع   )
x

f x
x

− 
= 



2

5
)مفروض است. حاصل   ) ( )

x x

lim f x lim f x
→ →

−
3 2

 را بیابید.  

 

 

 

 

 ی حد از روی نمودار:محاسبه

ی حدی نزدیک ( به سمت نقطه  در صورت وجود  راست، از مسیر سمت راست تابع )ی حد  برای محاسبه

ی مورد نظر را به عنوان حد راست معرفی نقطه  y  ی مورد نظر رسیدیم، مقدارشویم و زمانی که به نقطهمی

 کنیم. می

تابع )برای محاسبه از مسیر سمت چپ  ی حدی نزدیک  ( به سمت نقطه  وجوددر صورت    ی حد چپ، 

ی مورد نظر را به عنوان حد چپ معرفی نقطه y ی مورد نظر رسیدیم، مقدارشویم و زمانی که به نقطهمی

 کنیم. می

 

تابع   حد  )مثال:  )f x  طول با  نقاط  در  را  است  گردیده  ترسیم  مقابل  شکل  در  آن  نمودار  های که 

, , , ,x = − 1 2 4  بیابید.  6

 
 

 

 

 



 

 4 

)مثال: تابع   )
x

f x
x

−
=

−

2 4
 را در نظر بگیرید. 2

 الف( تابع مورد نظر را رسم نمایید. 

x  یب( آیا تابع مورد نظر در نقطه =  حد دارد؟  2

 
 

 مثال: با توجه به شکل مقابل، موارد خواسته شده را بیابید. 

)الف(   )
x
lim f x

−→
−

2
 

ب( 
( )

( )
x

lim f x
+→ −

+
2

2 

)ج(  )
x
lim f x

−→
−2 2 
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 طور جداگانه محاسبه شوند حدود چپ و راست بهمواردی که باید 

   حد در نقاط ابتدا یا انتهای بازه: -1

توان حد را مورد محاسبه قرار داد، مقدار حد از یک طرف نمی  از آنجایی کهدر نقاط ابتدا یا انتهای بازه،  

موجود نا باشد( موجود باشد، ی تابع میی آن ) سمتی که جزو دامنهطرفهدر صورتی که حد یک  حتیتابع 

 است.

 شوند: طرفه معمولاً در دو مورد تولید می تذکر: حدود یک 

 ی زوج که در عدد حدی، عبارت زیر رادیکال صفر شود. الف( توابع رادیکالی فرجه

 ب( توابع به فرم جزء صحیح که مخرج در عدد حدی، صفر مطلق شود.

)مثال: آیا تابع   )f x x= xی در نقطه 2− =  دارای حد است؟  2

 

 

 

 

)مثال: آیا تابع   )
[ ]

f x
x

=
−

1
3

xی در نقطه  =  دارای حد است؟  3

 

 

 

 

 : ی مخرج باشدی سادهی حدی ریشهحد توابع کسری اگر نقطه -2

ی ساده باشد، باید حد صفر کند و این ریشه از نوع ریشهی حدی داده شده، فقط مخرج کسر را  اگر نقطه

 طور جداگانه مورد بررسی قرار گیرند. راست و چپ به

)مثال: حد تابع  )
x

f x
−

=

3
2

xرا وقتی که   3 →  بیابید.  2

 

 

 

 

 



 

 6 

)مثال: آیا تابع   )
( )

f x
x

=
− 2
1

1
xی در نقطه  =  دارای حد است؟  1

 

 

 

 

 

 

 توابع شامل قدرمطلق:  -3

ی عبارت داخل قدرمطلق باشد )عدد حدی عبارت داخل قدرمطلق را صفر ی سادهاگر عدد حدی ریشه

 کند( باید حدود چپ و راست را جداگانه حساب کنیم. 

aطرفین عدد حدی ) نکته: در موارد فوق باید عبارت داخل قدرمطلق را در  aو +  ( تعیین علامت کنیم. −

)آیا تابع  مثال:  )
| |

x
f x

x

−
= +

−

3
2

3
xیدر نقطه  =  حد دارد؟  3

 

 

 

 

 

 

)مثال: حد تابع  )
x x

f x
x x

− +
=

− +

2

2
2 4 2

4 4
xرا وقتی    →  بیابید.  2
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 ای:توابع چند ضابطه -4

ی ی تابع در طرفین نقطهی تابع باشد، از آنجایی که ضابطهی تعییر ضابطهی حدی همان نقطهاگر نقطه

 حدی عوض شده است، باید حدود چپ و راست جداگانه محاسبه شوند. 

)   مثال: آیا تابع )
x x x

f x
x x





− 
=

− 

2 2 1
3 3 1

xدر    =  دارای حد است؟  1

 

 

 

 

 

تابع   )مثال:  )
a x b x x

f x
a x b x





+ + 
=

+ 

2 2 2
2

مقدار   است.  a  مفروض  b−3 که   2 بیابید  طوری  را 

)  داشته باشیم: )
x
lim f x

−→
=

2
)و  1 )

x
lim f x

+→
=

2
4. 

 

( )
x
lim f x

−→
=

2
1 

 

( )
x
lim f x

+→
=

2
4 

 

 

 

 

)مثال: تابع    )
co s x x

f x
x






=


 یک از نقاط زیر حد دارد؟ مفروض است. این تابع در کدام  

xالف(   xب(                          =


=
2

xج(                        


=
2
3

xد(                        


=
6
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 حد توابع جزء صحیح:  -5

aرا به صورت    aمعرفی جزء صحیح: اگر هر عدد حقیقی  n p= قسمت صحیح    nبنویسیم که در آن   +

]  که با نمادaگاه جزء صحیح عدد  عدد باشد، آن  اعشاری مثبتقسمت     pعدد بوده و   ]a  گردد  عرفی میم

 برابر است با: 

[ ]
p

a na n p 
⎯⎯⎯→ == +  

[ ]x x x  =  

, , [ ]x n n x n x n    +  =1  

[ ] [ ]n x n x n  + = +  

[ ] [ ]
x

x x
x





− 
+ − =



1
 

[ ]n x n x −  1 

[ ]x x x−  1  

ی حدود چپ در مواردی که عدد حدی عبارت داخل جزء صحیح را عددی صحیح نکند، نیازی به محاسبه

و راست نداریم ولی اگر عدد حدی، حاصل عبارت داخل جزء صحیح را عددی صحیح کند، باید حدود چپ 

 و راست جداگانه بررسی شوند. 

 نقاط خواسته شده بیابید. مثال: حد توابع زیر را در 

[ ]

x

xlim
→

− =
3
2

2  

 

 

[ ]x

x

x
lim
→

+
=

− + −2

1
1 2
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نتوانیم حدود مقدار   x  به متغیر  (در نزدیکی عدد حدی) تذکر: در مواردی که با اختصاص عددی تقریبی  

 کنیم: عمل می های زیرروشصحیح را تعیین نماییم، به عبارت داخل جزء

)ی  در محاسبه -1 )
x a

f xlim
→

     اگر حد عبارت داخل جزء صحیح به سمت عدد صحیحL  برود، مقدار

( )f x L− دست آورده و آن را در اطراف  را بهx a= نماییم. تعیین علامت می 

)اگر  )f x L−  گاه باشد، آن( )f x L  بوده و( )f x L  رود. می →−

)اگر  )f x L−  گاه باشد، آن( )f x L  بوده و( )f x L  رود. می →+

کنیم  توانیم بگوییم تأثیر عبارت صورت بیشتر بوده یا مخرج، سعی میکه نمیدر موارد کسری از آنجایی  -2

دست آمده، قسمت صحیح را که مضربی از مخرج را در عبارت صورت ایجاد کنیم و پس از تفکیک کسر به 

 صحیح خارج کرده و قسمت باقیمانده را تعیین مقدار نماییم. داخل جزءاز 

 دست آورید. ی زیر را بهمثال: حدود خواسته شده

x

x

x
lim

+→

 
 
 

+

+
=

1

2 7
2  

 

 

 

 

 

 

x
x xlim

→ −

 
 

+ − =
1

2 4 3  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 10 

)مثال: اگر نمودار تابع   )f x صورت شکل مقابل باشد، حاصل به
( )

( )x

f x

f x
lim

+→   

+

+

5
2  را بیابید.  3

 
 

 زیر را بیابید.  ودمثال: حاصل حد 

( )
( )

x
x

x
lim

−→ −

 
 
 

+ =
+1

12
3  

 

 

 
| | [ ]

| | [ ]x

x x

x x
lim

+→

−
=

+

3
2 2

 

 

 

 

[ ]

sinx

x x
lim

x+→

−
=

2

2
3 2
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)  یتابع با ضابطه  aمثال: به ازای چه مقدار  ) ( [ ] ) ( [ ] )f x x x a= − − −3 xدر    2 دارای حد   =

 است؟

 

 

 

 

تابع جزء که  آنجایی  از  نمینکته:  دارای حد  نقاط صحیح  در  به صورت صحیح  تابعی  بخواهیم  اگر  باشد، 

( ) ( ) [ ]f x g x x=    تابع باید در نقاط صحیح مورد نظر مقدار  الزاماً  باشد،  در نقاط صحیح دارای حد 

( )g x    .برابر صفر باشد                                                                                         ( )g x =  

)مثال: تابع   ) ( ) [ ]f x x x x= + −23 7  در چه نقاطی با طول صحیح دارای حد است؟ 1

 

 

 

 حد توابع مثلثاتی: 

 حصول است. ها فقط با جایگذاری قابلباشند و حدود آنتوابع سینوس و کسینوس توابع ساده می

باشند، حتماً باید ابتدا به فرم جایی که یک تابع کسری می در سوی مقابل توابع تانژانت و کتانژانت، از آن

ی مخرج باشد، با توجه به مسیر نزدیک ی سادهی حدی ریشهکسری نوشته شوند و در صورتی که نقطه

های ابتدا باید ربع مثلثاتی مورد نظر را تعیین کرده و سپس با توجه به اعداد و علامت   ی حدی،شدن به نقطه

 ی مقدار عددی حد تابع داده شده بپردازیم. دست آمده در صورت و مخرج کسر، به محاسبهبه

                   

 

 

 

 

 بعنوان مثال: 

x x

co s x
cot x

s i n x
lim lim

+
+ +→ →

= = = + 
1

 

x x

s i n x
t a n x

co s x
lim lim

    
   
   

−

→ →
+ +

+
= = = − 

2 2

1
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 شود و داریم:می  درجه(، مقدار کتانژانت    180ی مثلثاتی )زوایای صفر و  نکته: در نقاط راست و چپ دایره

                                                  
( )

( )

cot

cot

+

−






= + 

= − 
                                          

( )

( )

cot

cot





+

−






= + 

= − 
 

 

 شود و داریم: می درجه(، مقدار تانژانت  270و  90ی مثلثاتی )زوایای نکته: در نقاط بالا و پایین دایره

                                             

t a n

t a n





+

−

  
  
  


 
 
 

= − 

= + 

2

2

                                               

tan

tan





+

−

  
= −   

  


 
= +  

 

3
2

3
2

 

 

شوند و فقط زمانی نکته: در نقاط چپ و راست، مقدار تانژانت و در نقاط بالا و پایین مقدار کتانژانت صفر می

( اهمیت پیدا −یا    +مورد نظر )   که تابع مورد نظر در جزءصحیح یا قدرمطلق مطرح شود، علامت صفر

 کند. می

صحیح مطرح شود، باید به طریق ترسیمی همچنین در مورد مقادیر سینوس یا کسینوس، اگر تابع در جزء

ها و اعداد موجود،  علامتعلامت عبارت مثلثاتی مورد نظر، در ربع مورد نظر تعیین شود و سپس با توجه به  

 پاسخ حد محاسبه گردد. 

 مثال: حاصل حدود زیر را بیابید. 

[ ]
x

s i n xlim
→

=  

 

 

 

x
s i n x

lim
→

 
 
 

=
3
2

1
 

 

 

 

 

x

cot xlim
 −→

=  
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 :نماییحد توابع 

 نمایی، داریم: ی تابع با توجه به نمودار توابع نمایی در دو حالت مختلف برای پایه

                                                             

                       

x

x

x

x

if a

a

a

lim

lim
→ − 

→ + 



= + 

=

1

                                                                            
x

x

x

x

if a

a

a

lim

lim

→ + 

→ − 

 

=

= + 

1

 

 حدود زیر را بیابید. مثال: حاصل 

x

x
lim
→ + 

=3                                                 
x

x
lim
→ − 

 
 
 

=
3
2

 

x

x
lim
→ − 

 
 
 
 

=
3
2

                                   
x

x

lim
→ + 

 
 
 
 

=
3 7
2  

 حد توابع لگاریتمی:

 ی تابع نمایی، داریم: با توجه به نمودار توابع نمایی در دو حالت مختلف برای پایه

                                                                    

                       a

a

x

x

i f a

l o g x

l o g x

lim

lim
+

→ + 

→



= + 

= − 

1

                                                           a

a

x

x

i f a

l o g x

l o g x

lim

lim
+

→ +

→

 

= − 

= + 

1
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 مثال: حاصل حدود زیر را بیابید. 

x
l o g xlim

→ +
=

2  

 

( )
x

l o g xlim
+→

− =
1 3

1  

 

x
l o g xlim

→ +
=

2
3

 

 

( )
x

l o g xlim
→

− =
2 2
3

3 2  

 

 قضیه فشردگی:

)اگر برای توابع   )f x  ،( )g x    و( )h x  ةدر باز  I  ة  که شامل نقطa  باشد، به ازای هرx  ة  از بازI   مگر

)، داشته باشیم:  aة  نقطاحتمالاً در خود   ) ( ) ( )g x f x h x    و( ) ( )
x a x a

g x h x Llim lim
→ →

= = 

)گاه آن )
x a

f x Llim
→

= . 

)نکته: شرط   ) ( ) ( )g x f x h x    نقطه در همسایگی  است  کافی  نیازی    aی  فقط  و  باشد  برقرار 

 ی فوق برقرار باشد. نیست در کل دامنه لزوماً رابطه

)دار: اگر تابع  کران ی فشردگی در توابع  ی قضیهنکته )f x  ی در همسایگی نقطهx a=  دار باشد و  کران

)حد تابع   )g x  ی  در نقطهx a=  گاه:برابر صفر باشد، آن                            ( )( ) ( )
x a

g x f xlim
→

 =  

sتذکر: توابعی از جنس   i n u ،c o s u ،[ ]u u−  و[ ] [ ]u u+  توابع کراندار هستند.  −

[ ] [ ]
u

u u
u





− 
+ − =



1
 

[ ]u u −  1 

[ ]u u u−  1  

s i n u−  1 1 

co s u−  1 1 
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 مثال: حد توابع زیر را بیابید. 

x
co s

x
lim x



→

  
  

  
=2  

 

 

 

 

 

 

 

x
lim x

x→

  
  
  

  

=2
2
1

 

 

 

 

 

 

)مثال: اگر برای تابع   )f x    داشته باشیم( )
x

f xlim
→

= )گاه حد تابع  ، آن2 )( )f x s i n
x

 
 
 
 

−
2

2  

xرا وقتی که   بیابید.  →
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 حد بینهایت: 

)تابع   )f x یرا در بازهI ی که شامل نقطهa  گیریم. باشد در نظر می 

)حد تابع   )f x   وقتیx a→  ،+     است، در صورتی که وقتیx    به قدر کافی بهa    ،نزدیک شود( )f x 

  تر شود.از هر مقدار بسیار بزرگ مثبتی، بزرگ

( )
x a

f xlim
→

= +   

تابع   )حد  )f x  وقتی  x a→  ،−    وقتی در صورتی که  به    xاست،  کافی  قدر  نزدیک شود،    aبه 

( )f x تر شود. از هر مقدار بسیار کوچک منفی، کوچک 

( )
x a

f xlim
→

= −  

)نکته: اگر  )
x a

f x Llim
→

=   و( )
x a

g xlim
→

گاه:  آن =
( )

( )x a

f x L

g x
lim

→
= =   

L

L

L

L

+

−

−

+


= + 


= − 


= + 


= − 

 

) اگر نکته: )
x a

f xlim
→

=    و( )
x a

g x Mlim
→

 گاه:  آن =

)ی حدود توابع برای محاسبه )( ) ( )
x a

f x g xlim
→

  عدد ،M   هیچ تأثیری بر روی مقدار بسیار بزرگ

+    یا بسیار کوچک−  .ندارد 

( ) ( )
( ) ( )

L

L

+ +  = + 

+ −  = −
 

)ی حدود توابع  برای محاسبه )( ) ( )
x a

f x g xlim
→

شود و برای ، حاصل حد از جنسِ حدِ بینهایت می 

 

)تعیین علامتِ بینهایت، علامتِ بینهایتِ تابعِ   )f x   را در علامت عددM کنیم. ضرب می 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

L

L

L

L

  +  = + 

  −  = − 

  −  = + 

  +  = − 
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 زیر را بیابید.  ودحاصل حد مثال: 

x

x

x
lim

+
→

−
=

−2
3

4
9

 

 

x

x

x
lim

−
→

=
−2

2

2
4

 

 

x

x x

x x
lim

−
→

+ −
=

+ −

2

2
3

2 1
12

 

 

 انواع صفر

باشد که معمولاً در توابع جزء صحیح یا توابعی به صفر مطلق: صفر مطلق در واقع خودِ عددِ صفر می  -1

|فرم  |x x دهد. رخ می 

 باشد. می −یا  +صفر حدی: یک عدد بسیار نزدیک به عدد صفر است که به دو صورت  -2

 کنیم: نکته: در مورد صفرهای مطلق و حدی به نکات زیر توجه می









=

=





 

 قدرمطلق، جزء صحیح یا تابع علامت باشند: ی بسیار مهم: در توابعی که شامل نکته

 کنیم. ی حدی، ابتدا علامت تابع قدرمطلق را مشخص میدر مورد تابع قدرمطلق، در حوالی نقطه

 کنیم. ی حدی، ابتدا عددِ تابع جزء صحیح را مشخص میدر مورد تابع جزء صحیح، در حوالی نقطه

 کنیم. بودنِ تابع علامت را مشخص می -1+ یا 1ابتدا  ی حدی، در مورد تابع علامت، در حوالی نقطه

( )

x

s g n x x

x







+ 

= =

− 

1

1
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 مثال: حد توابع زیر را بیابید. 
[ ]

x

x

x
lim

+→

−
=

−2

2
2

 

 

 

( )

| |

[ ]x

x x

x x
lim

−
−

→

−
=

− +1 2 2  

 

[ ]x

s i n x

x
lim

+→

=  

 

 

[ ]x

s i n x

s i n x
lim

 +→

=  

 

 

 حد در بینهایت: 

xتابع وقتی حد   + →وقتی :  x  به+  کند ، حد تابع  میل می( )f x    حد حقیقیL    است اگرx   از

)تر باشد، هر عدد بسیار بزرگ مثبتی بزرگ )f x   به عدد حقیقیL  .میل کند 

( )
x

f x Llim
→ +

=  

xحد تابع وقتی  −→ وقتی :x   به−  کند، حد تابع  میل می( )f x    حد حقیقیL   است اگرx    از هر

)تر باشد، عدد بسیار کوچک منفی کوچک )f x   به عدد حقیقیL  .میل کند 

( )
x

f x Llim
→ −

=  

xی حد وقتی تذکر: در محاسبه + →    یاx −→تواند عدد حقیقی  ، جواب حد میL    نشده و 

 شود. 

 ی عملیات دو بینهایت: نکته

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

م ه ب م

م ه ب م

+  +  =

−  −  =

− +  =

+  −  =

+ +  +  = + 

+ −  −  = − 

− −  +  =

− +  −  =

 



 

 19 

xای در بینهایت: به طور کلی وقتیحد توابع چندجمله  →ای،  ی حد توابع چندجمله، در محاسبه

 دهیم. ترین درجه را در محاسبه مدنظر قرار میی با بزرگفقط جمله

( )n n n

x x
a x b x c a xlim lim−

→   →  
+ +  +1  

-ی چندجملهی فوق، در صورت و مخرج کسر بالاترین درجهتوجه به نکتهنکته: در بررسی حد توابع گویا با  

 پردازیم. ی حد میها را انتخاب کرده و در سه حالت به وجود آمده، به محاسبهای

( )
( )

n n n

mm m
xx

n m

a x b x c a x a
n m

a x aa x b x c

n m

lim lim

−

−
→ → 









 

+ +  +
= =

   + +  +



1

1  

 مثال: حاصل حدود زیر را بیابید. 

x

x x

x
lim
→ 

− +
=

−

2 3

3
4 3 5

4
 

 

 

x

x x x x

x x x
lim
→ + 

− −
=

+

33 7

2 3
3 3 5

4 6
 

 

 

x

x x

x
lim
→ + 

 
 −

=
+

3 3

3

3 3

4 6  

 

 

مثال: اگر 
( )

( )x

a x b x

a x x
l im
→ 

+ − −
= −

+ + −

3 2

2
1 8

2
3 3

a، مقدار  b−2  .را بیابید 
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 هامجانب

ی کنند. در واقع فاصلهها را مشخص میها خطوط مستقیمی هستند که رفتار تابع در دور دستمجانب

 کند. شود و به صفر میل مینقاط نمودار تابع از خط مجانب مانند شکل مقابل در دوردست کم و کمتر می

 ها سه نوعند. مجانب

 مجانب افقی  -1

     مجانب قائم  -2

 مجانب مایل  -3

 مجانب افقی 

yخط  b=  را مجانب افقی تابعf  .گوییم، هرگاه حداقل یکی از دو حالت زیر رخ دهد 

( )lim
x

f x b
→ −

=  

( )lim
x

f x b
→ +

=  

ی آن نامحدود باشد، کافی است، حد در در صورتی که دامنه  fدست آوردن مجانب افقی تابع لذا برای به

yگاه گوییم خط باشد، آن  bدست آوریم. در صورتی که حاصل حد، عدد حقیقی مانند  بینهایت را به b= 

 است. fمجانب افقی تابع  

 ها محدود باشد، مجانب افقی ندارند. ی آننکته: توابعی که دامنه

مثال: تابع  
x

y
x

−
=

21
 چند مجانب افقی دارد؟  

 

 

 

 

های افقی تابع  مثال: مجانب
x

y
x

=
+ 21

 را بیابید.  
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 مجانب قائم

xگاه خط  یک عدد حقیقی باشد، آن  aفرض کنید که   a=    را مجانب قائم نمودار تابعf  گوییم، هر  می

 گاه یکی از حالات زیر برقرار باشد. 

 
xتوجه: شرط اینکه خط   a=   مجانب قائم تابعf   باشد، آن است که تابع درx a=   تعریف نشده بوده و

xاز دو طرف و یا فقط از طرف راست و یا فقط از طرف چپ به    fوقتی که   a=   کند،  میل می( )f x 

کران افزایش یا کاهش یابد )حالت حدی عدد تقسیم بر بینهایت(. لذا مجانب قائم معمولاً در توابع کسری بی

 و یا در توابع لگاریتمی وجود دارد. 

های مخرج را ی مجانب قائم در توابع کسری، مخرج کسر را مساوی صفر قرار داده و ریشهبرای محاسبه

 یابیم. می

)ج کسر، به شرطی مجانب قائم تابع  های مخرریشه )f x  .هستند که صورت کسر را صفر نکنند 

+ی مخرج  های مخرج کسر، صورت کسر را صفر کنند ولی باز هم حد تابع در ریشهنکته: اگر ریشه    و

−یا     شود، خطx a=   را مجانب قائم تابع( )f x گیریم.در نظر می 
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 باشد؛ مانند: توابع سینوسی و کسینوسی. نکته: اگر برد تابع محدود باشد، تابع دارای مجانب قائم نمی 

xتذکر: در تعیین مجانب قائم، باید توجه داشته باشیم که  a= ی تعریف تابع باشد. )  در همسایگی دامنه

xاز a
+

xیا  → a
−

 ی تعریف تابع باشد ( ، حداقل یکی در دامنه→

مثال: تابع  
x

y
x x

= +
− −

2
2 1

1 2
 چند خط مجانب قائم دارد؟  

 

 

 

هایی از مخرج ی زوج باشد، ریشهعبارت رادیکالی با فرجهتوان گفت در توابع کسری که شامل  نتیجه: می

 ی زوج را منفی نکند. آوریم که عبارت زیر رادیکال فرجهرا مجانب قائم به حساب می

+ی مخرج  های مخرج کسر، صورت کسر را صفر کنند ولی باز هم حد تابع در ریشهنکته: اگر ریشه    و

−یا       شود، خطx a=    را مجانب قائم تابع( )f x  توانیم تابع کسری را ابتدا گیریم. یعنی میدر نظر می

ی مخرج باشد، آن عدد را بعنوان مجانب قائم نمودار در ساده کرده و در تابع ساده شده، اگر عددی ریشه

 گیریم. نظر می

مثال: تابع  
x x

y
x x

+
=

−

2

4  چند خط مجانب دارد؟  2

 

 

ای که تابع در آن تعریف نشود ولی در آن نقطه حد تابع وجود داشته باشد که ی حدی )حفره(: نقطهنقطه

ی مخرج کسر. این نقاط در نمودار تابع به صورت ی صورت کسر هستند و هم ریشهاین نقاط هم ریشه

 شوند. توخالی )حفره( رسم می ی نقطه

xمثلاً در مثال قبل عدد   =  باشد. ی حدی تابع مینقطه 1−

مثال: تابع  
x x

y
x x

+
=

−

3

 چند خط مجانب قائم دارد؟  2
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مثال: شکل مقابل نمودار تابع  
x x x a

y
x b

− − +
=

+

3 22 2
 را بیابید.  bو  aاست. مقادیر   

 
نکته: برای بررسی رفتار تابع در همسایگی مجانب قائم، حد چپ و راست تابع را در طرفین مجانب قائم 

 کنیم. بررسی می

مثال: نمودار تابع  
x

y
x x x

+
=

+

2 1
 در اطراف مجانب قائمش به کدام صورت است؟  

 
 

 

 

 

 

مثال: منحنی  
tan x

y
cos x

+
=

+

2
1

)یروی بازه  ), 2  چند مجانب قائم دارد؟ 

 

 

 

 

yمثال: منحنی  
x x x

= + +
− +

1 1 1

1 2
 چند خط مجانب قائم دارد؟  
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 لگاریتمی: یادآوری نمودار تابع 

                                           

                                 log

log

lim

lim

x

x

a

a

if a

x

x
+

→ +

→



= + 

= − 

1

                                                       log

log

lim

lim

x

x

a

a

if a

x

x
+

→ +

→

 

= − 

= + 

1

 

)توابع به فرم  نکته: در   )

( )a

f x
y log

g x
)های  های معادلهریشه  = )f x )و    = )g x به شرط    =

 باشند. های قائم تابع میی تابع باشند، مجانبکه در همسایگی دامنهآن

 

xyمثال: منحنی   log
x x

= +
− −2
1

2
 چند خط مجانب دارد؟  

 

 

 

 

 

 

xمثال: تابع  
y log

x
−

=
+
2
1

 چند مجانب دارد؟  
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 ی حد و رفع ابهام های مبهم در محاسبهصورت

)ی حد تابع  در محاسبه )f x   وقتیax )، داریم:   → ) ( )
x a

f x f alim
→

=. 

،  های گاهی اوقات به یکی از حالت



  ، −   ،   ،1،  و  کنیم. به این حالاتبرخور می ، 

 رسیم. ی حد، به پاسخ حد میهای مبهم گویند و پس از رفع مشکل ابهام در محاسبهصورت

 :   ی حد تابع در حالت مبهممحاسبه

اگر    حدود گویا:  -1
( )

( )x a

f x

g x
lim
→

)موجود باشد و   = )f x    و( )g x  هایی بر حسب  ایچندجملهx 

xی  باشند، ابتدا صورت و مخرج را تجزیه کرده تا عامل صفرکننده a−   ،در صورت و مخرج ظاهر شود

مانده، جواب ی صورت و مخرج، با قرار دادن عدد حدی در عبارت باقیهای صفرکنندهسپس با حذف عامل

)اگر تجزیهحد را می باشد، مییابیم.  xتوانیم عبارت مورد نظر را بر  ی عبارت کار مشکلی  a−    تقسیم

 کنیم( 

 

 ر را بیابید. مثال: حاصل حد زی

x

x x

x
lim
→

− −
=

−

2

2
1

3 2 1
1

 

 

 

 

 

x

x x x x

x
lim
→

− + −
=

−

5 4 3 2

2
1 1

 

 

 

 

x

x

x x x
lim
→

−
=

− + −

2

3 2
1
2

4 1
2 13 24 9  
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اگر    حدود اصم )رادیکالی(:  -2
( )

( )x a

f x

g x
lim
→

)موجود باشد و یکی از دو تابع    = )f x    و( )g x    و

های موجود را از بین ببرد  رادیکالها رادیکالی باشند، ابتدا صورت و مخرج را در عبارتی که  یا هر دوی آن

( ضرب کرده تا عامل ابهام )صفرکننده( ظاهر شود. 3ی  و چاق و لاغر برای فرجه  2ی  )مزدوج برای فرجه

مانده، پاسخ های صفرکننده در صورت و مخرج با جایگذاری عدد حدی در عبارت باقی سپس با حذف عامل

 کنیم. حد را جستجو می

 را بیابید.  مثال: حاصل حدود زیر

x

x

x
lim
→

−
=

−29

3

81
 

 

 

 

 

 

 

x

x

x
lim
→

− −
=

− −22

2 3 2

3 8 2
 

 

 

 

 

 

 

 

)هرگاه    ی هوپیتال:قاعده  -3 )
x a

lim f x
→

)و    = )
x a

lim g x
→

)و  = )f x    و( )g x   در همسایگی

)پذیر باشند و  مشتق  aمحذوف   )g a   اگر ،
( )

( )x a

f x

g x
lim L
→


=


گاه حد تابع  ، آن

( )

( )

f x

g x
نیز وقتی    

ax  است. Lبرابر  →
( ) ( )

( ) ( )x a x a

f x f x

g x g x
lim lim L
→ →


= =


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 گیری قواعد مشتق

)اگر  )u x  و( )v x   دو تابع بر حسب متغیرx باشند. گیری به صورت زیر میهای مهم مشتقباشند، فرمول 

 

 

 مثال: مشتق تابع مقابل را بیابید. 

( )( )f x x x= − +
45 25 3  

 

 

 

 

 ردیف  تابع  مشتق تابع 

y =  ( )y c c=   1 

( )y a f x =  ( )y a f x=  2 

y u v  =  y u v=   3 

y u v v u  = +  y u v=   4 

u v v u
y

v

 −
 =

2
 u

y
v

=  5 

ny n u u− = 1  ny u=  6 

u
y

u


 =

2
 y u=  7 

m nm

n u
y

m u −


 =  nmy u=  8 

y
u

−
 = 2

1  y
u

=
1  9 

u u
y

u


 =  y u=  10 

( )y f u u  =   ( )y f u=  11 

y cos u u =   y sin u=  12 

y sin u u = −   y cos u=  13 

( )y tan u u = + 21 y tan u= 14 

( )y cot u u = − + 21 y cot u= 15 

( )

a d b c
y

c u d

−
 =

+
2

 a u b
y

c u d

+
=

+
 16 
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)مثال: مقدار مشتق تابع   )
x

f x
x

−
=

+

1

1
xرا در    =  بیابید.  9

 

 

 

 

)مثال: مقدار مشتق تابع   ) ( )f x x= +
35 2 xرا در   3 =  بیابید.  1−

 

 

 

 

ی هوپیتال، مجدداً به حالت مبهم برخورد کردیم و باز هم شرایط بار استفاده از قضیهتذکر: اگر پس از یک

 توانیم مجدداً از این قضیه بهره ببریم. ی هوپیتال برقرار بود، میقضیه

ی حدود  ی هوپیتال برای محاسبهتذکر: قضیه



 نیز مناسب است.  

 مثال: حاصل حدود زیر را بیابید. 

x
x

x
lim

e→ + 
=

3

 

 

 

 

x

x x
lim

x x→

−
=

−

3

3 21 33
 

 

 

مثال: اگر 
x

a x a

x
lim
→ −

+
=

+−3

3
3

2 12
 را بیابید.  a  ، مقدار  
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)اگر    ارزی:روش هم  -4 )
x a

lim f x
→

=       و( )
x a

lim g x
→

=      و
( )

( )x a

f x

g x
lim
→

= دو تابع  1

( )f x    و( )g x   همسایگی xدر  a=  هم یا  میمعادل  داریم:ارز  و  )  باشند  ) ( )
x a

f x g x
→

 و    

( ) ( )
x a x a

lim f x lim g x
→ →

 های مهم عبارتند از: ارزیجدول هم. 

 

 ردیف  نقطه  تابع  ارزهم

a x  a x b x c x+ + + 2 3  x→  1 

na x  n na x b x −+ + 1  x→ 2 
nu  sinn u     وtann u x a u→  →  3 

! !

u u
u − + −

3 5

3 5
 sin u  x a u→  →  4 

u u
u + + + 

3 52
3 15

 tan u  x a u→  →  5 

! !

u u
− + −

2 4
1

2 4
 cos u  x a u→  →  6 

u3

6
 sinu u−  x a u→  →  7 

u3

3
 tan u u−  x a u→  →  8 

u3

2
 tan sinu u−  x a u→  →  9 

u2

2
 cos u−1  x a u→  →  10 

m u2

2
 cos m u−1  x a u→  →  11 

n u+1  ( )
n

u+1  x a u→  → 21  
u

n
+1  n

u+1  x a u→  → 31  

n b
a x

na
+  n n na x b x −+ + 1  x→    وn  زوج و ⸰>a 41  

n b
a x

na

 
+ 

 
 n n na x b x −+ + 1  x→    وn 51 فرد  

u   u  x→  61  

xa  x xa b+  ( )x a b→+    71  

xb  x xa b+  ( )x a b→−   81  

f g

e

 
 
 
 

−1
 

g
f  ,f g→ →1  91  
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 مثال: حاصل حدود زیر را بیابید. 

x

t a n m x
lim

si n n x→
=  

 

 

( )

x

t a n x s i n x

t a n
lim

x x→

−
=

2
 

 

 

 

 

x

t a n x s i n x
lim

x→

+ − +
=

3

1 1

3
 

 

 

 

 

( )
x

s i n x co s x
lim

x x x−→

−
=

+ +  +2 3 9
2 8 8
3 92  

 

 

 

 

مثال: اگر داشته باشیم 
x

x

a x b

x
lim

x→

− +
=

+ +

2

21

6 5
a، مقدار 2 b−2  را بیابید.  3
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 ی حد تابع در حالت مبهممحاسبه



  : 

ی با بالاترین توان صورت و مخرج را نگه ای باشد، جملهجملهاگر صورت و مخرج کسر بصورت چند   -1

 کنیم. نظر میی کمتری دارند، صرفی جملات که درجهداشته و از بقیه

 صورت تابع نمایی باشد: اگر صورت و مخرج کسر به -2

xاگر → + کنیم. ترین پایه را در صورت و مخرج انتخاب می، عبارت با بزرگ 

xاگر → − کنیم. ترین پایه را در صورت و مخرج انتخاب می ، عبارت با کوچک 

رت صورت مثلثاتی باشد، عکس عبارت صورت را در مخرج نوشته و عکس عبا اگر صورت و مخرج به  -3

 شود. می صفرصفرمنویسیم. در این صورت حالت مبهم تبدیل به حالت مخرج را در صورت می

tمعمولاً به جای تذکر:  a n x   عبارت
cot x

1
cو به جای   ot x عبارت

t a n x

1
 نویسیم. را می 

 حاصل حدود زیر را بیابید. مثال: 
x x

x x
x

lim
→ + 

+
=

+

2 3
5 3

 

 

 
x x x

x
lim
→ + 

+ =2 3  

 

 

 

x

cot x

cot x
lim
→

=
5
1

 

 

 

 

x

x x x

x x

x
lim
→ + 

− −
=

−

532

5 7
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مثال: اگر 
( )x

x

a b

x
lim

x x→ −

− +
=

− + −

3

4 3
2 5 3 6
2 4

aباشد، مقدار   b+2  را بیابید.  3

 

 

 

 

 

 

 

با   تابع  در  )ی ضابطهمثال:  ) nf x
a

x x

x −

+ + −
=

+

3 3 2

1
5 11 3

اگر12  ،( )
x

f xlim
→ +

=
1
3

باشد،

( )
x

f xlim
→ − 4

 را بیابید. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

− ی حد تابع در حالت مبهممحاسبه   : 

مطرح گردید،    15و    14در ردیف    19ی  ارزی رادیکالی که در جدول صفحهدر توابع رادیکالی، از هم  -1

 کنیم. استفاده می

گیری، در توابع غیررادیکالی، دو تابعی را که حدشان بینهایت شده است، با مواردی نظیر مخرج مشترک  -2

کنیم و در این حالت حد تبدیل به یکی از حالات  ضرب در عبارت مزدوج و ... تبدیل به یک تابع می 



 

 شود. تبدیل می  یا
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 مثال: حاصل حدود زیر را بیابید. 

( )x xx
lim

x→ −
−

 
 
 
 

+ =
++ −4

2
2 3

43 4
 

 

 

 

 

x
x xlim x

→ + 

 
 
 

+ + − =2 6 1  

 

 

 

 

( )
x

x xlim
→ + 

+ − =1  

 
 
 
 

( )( )
x

s i n x cot x cot xlim
→

− =3 4  

 

 

 

 

 

( )
x

x x xlim x x
→ + 

+ + − + + =4 41 5  
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 ی حد تابع در حالت مبهممحاسبه  : )مطالعه آزاد( 

 برای رفع ابهام حالت مبهم نویسیم. با  کنیم و در مخرج کسر دیگر می، یکی از توابع را معکوس می

−  این کار حالت مبهم    به یکی از حالات



تبدیل خواهد شد که در هر دو حالت با استفاده      یا  

 پردازیم. ی هوپیتال به رفع ابهام حد مورد نظر میاز قاعده

tمعمولاً به جای   a n x  عبارت
cot x

1
cو به جای   ot x  عبارت

t a n x

1
نویسیم تا حالت مبهم به  را می 

   .تغییر کند 

حالت مبهم را به شکل  توانیم با ضرب یا تقسیم کردن بر عبارت مزدوج، در توابع رادیکالی نیز می



در   

 بیاوریم. 

 بیابید. مثال: حاصل حدود زیر را 

( )
x

x t a n
x

lim


→

 
 
 

− =
1

33 3
2

 

 

 

 

 

x
x si n

x
lim
→ + 

 
 
 

=
1

 

 

 

 

 

x x x
lim
→

 
 
 
 

− =
+

1 2 1
4
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 )مطالعه آزاد( : 1 ی حد تابع در حالت مبهممحاسبه

                          کنیم.استفاده می   (e)ارزی عدد نپر  در حدود مبهم این دسته، از هم
x

x
e

x
lim
→ 

 
 
 

+ =
1

1  

( )
x

x
x elim

→
+ =

1

1  

کرد. استفاده  زیر  همارزی  از  میتوان  آن  ابهام  رفع  برای  1  درآید،  مبهم   شکل    به 
g

f عبارت اگر 
( )f gg

f e
−

=
1

 
 زیر را بیابید. مثال: حاصل حدود 

x

x
x

x
lim
→ 

+

+

 
 
 

+
=

+

2
4
1  

 

 

 

 

( )
x

cot x
t a n xlim

→
+ =1  

 

 

 

n

n
n

n
lim
→ +

 
 
 

+
=

2
 

 

 

 

 

n

n

n
lim
→ 

−

+

 
 
 

− =
+

6 1
2

1
3 2  
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 پیوستگی 

 پیوستگی تابع در یک نقطه
)  اگر تابع )f x  یبر بازهI  ی که شامل نقطهa  گوییم تابع  است، تعریف شده باشد. می( )f x  یدر نقطه

a  :پیوسته است اگر دو شرط زیر همزمان برقرار باشد 

xتابع در  -1 a= یعنی:   ؛حد داشته باشد( ) ( )
x xa a

f x f xlim lim
+ −→ →

= 

xی  حد تابع در نقطه -2 a= ی با مقدار تابع در نقطهa   :برابر باشد؛ یعنی( ) ( )
x a

f x f alim
→

= 

نقطه   پیوستگی راست: آن  در  تابع  گوییم  باشد،  برابر  نقطه  یک  در  تابع  مقدار  با  تابع  راست  حد  اگر 

 پیوستگی راست دارد. 

اگر حد چپ تابع با مقدار تابع در یک نقطه برابر باشد، گوییم تابع در آن نقطه پیوستگی  پیوستگی چپ:

 چپ دارد. 

 مثال: با توجه به شکل زیر، پیوستگی تابع رسم شده در نقاط صحیح را بررسی نمایید. 

 
 

)را طوری تعیین کنید که تابع   bو  aمثال: مقادیر   )f x ی در نقطهx  پیوسته باشد.  =

 

( )

co s x
x

x
t a n

f x

a b x

x b x










   

−


=

+ =

− + 

8 8 2

4
2

2

2 3
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)مثال: پیوستگی تابع   )
x x x

f x
x x





− + 
=

− 

2 4 2 3
2 7 3

xی را در نقطه  =  بررسی نمایید.  3

 

 

 

 

)مثال: مقدار   )f )را چه عددی انتخاب کنیم تا تابع   2 )f x
x

x −
=

−

3 8
xیدر نقطه  2 =  پیوسته باشد؟   2

 

 

 

 

 

)مثال: پیوستگی تابع   )f x si n x  = xرا در نقاط  3


=
2

xو  


=
3
2

 بررسی نمایید.  

 

 

 

 

 

 

 

 

)مثال: اگر تابع   )

x a x

f x x

b x x







− 

= =

− 

2 4 2
2 2

2 2
x در  = aپیوسته باشد، مقدار 2 b− +4  را بیابید.  3
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)تابع   مثال: به ازای کدام مقدار )

x
x x

f x x

a x







− 
=

− =

3
2

2 7
xی در نقطه   پیوستگی چپ دارد؟  =

 

 

 

 

 

 

 

)مثال: اگر تابع   )

x
x x

f x x

a x x






  

−
− 

= −

− 

2 1
2 1

1
3 5 1

xی در نقطه  =  را بیابید.  aپیوسته باشد، مقدار  2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)مثال: پیوستگی تابع   )
x

f x co s 
  
  

  
=

xرا در  3 =  بررسی نمایید.  3
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 بررسی تابع جزء صحیح از نظر وجود حد و پیوستگی: 

 رسم تابع جزء صحیح: 

)برای رسم تابع  ) ( )f x g x  =   در دستگاه مختصات، ابتدا تابع( )g x    را رسم کرده و سپس خطوط

کنیم که تابع رسم کنیم )خطوطی را رسم میها عرض نقاط اعداد صحیح هستند رسم میافقی را که در آن

 شده را قطع کنند(. 

تصویر کرده و تصویر آن را توخالی در هر یک از نقاط تقاطع را ابتدا توپر کرده و سپس روی خط پایینی  

 گیریم. نظر می

                                         

)ی : در تابع با ضابطه1نکته ) ( )f x g x  =  هر گاه تابع ،( )g x ی در نقطهx a=  مقدار( )g a   یک

 باشد. می پیوستهحد داشته و  همچنین باشد، تابع در آن نقطه  صحیحغیرعدد 

با ضابطه2نکته تابع  در  )ی  :  ) ( )f x g x  =  تابع گاه  هر   ،( )g x  نقطه  اکیداً صعودی در  و  ی بوده 
x a=    مقدار( )g a    ناپیوسته بوده ولی پیوستگی راست فاقد حد و  یک عدد صحیح باشد، تابع در آن نقطه

 دارد. 

)ی  : در تابع با ضابطه3نکته ) ( )f x g x  =  هر گاه تابع ،( )g x  ی  بوده و در نقطه  اکیداً نزولیx a= 

)مقدار  )g a  ناپیوسته بوده ولی پیوستگی چپ دارد. فاقد حد و یک عدد صحیح باشد، تابع در آن نقطه 

)ی  : در تابع با ضابطه4نکته ) ( )f x g x  =  هر گاه تابع ،( )g x   ی  در نقطهx a=  بوده و    مینیمم

)مقدار  )g a  باشد. می  پیوستهحد داد و همچنین نقطه یک عدد صحیح باشد، تابع در آن 

)ی  : در تابع با ضابطه5نکته ) ( )f x g x  =  هر گاه تابع ،( )g x  ی  در نقطهx a=  بوده و    ماکزیمم

)مقدار  )g a  باشد. می پیوستهناحد دارد ولی یک عدد صحیح باشد، تابع در آن نقطه 
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)تذکر: تابع   ) ( )f x g x x  =    در نقاطی که( )g x باشد. )حتی در صورتی که شود، پیوسته می  =

 داخل براکت عدد صحیح شود( 

)مثال: نمودار تابع   )f x s i n x  =  ی تناوب آن از مبدأ مختصات با شرط  ی یک دورهرا در بازهx  

 رسم کرده و نقاط ناپیوستگی آن را بیابید. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)مثال: تابع   )( )f x x a x b x  = + + xدر نقاط    3− = xو     2 = و   aباشد. مقادیر  پیوسته می  1

b  .را بیابید 
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)مثال: تابع   )( )f x x x x  =  در چند نقطه با طول صحیح پیوسته است؟ 3−

 

 

 
 
 
 
 

)مثال: تابع   )f x x x 
 = − +2 4  ای با طول صحیح، پیوسته است؟در چه نقطه 3

 
 
 
 
 
 
 
 

 پیوستگی روی بازه 

)تابع   )f x ی روی بازه( ),a b  این بازه پیوسته باشد.  درونی یپیوسته است هر گاه، در هر نقطه 

)تابع   )f x  ی  روی بازه,a b    این بازه پیوسته باشد و در  درونی  ی  پیوسته است هر گاه، در هر نقطه

 پیوستگی چپ داشته باشد.  bی  پیوستگی راست و در نقطه aی نقطه

)تابع   )f x  ی  روی بازه),a b  و در   این بازه پیوسته باشددرونی  ی  پیوسته است هر گاه، در هر نقطه

 پیوستگی راست داشته باشد.  aی نقطه

)تابع   )f x  ی  روی بازه( ,a b   و در   این بازه پیوسته باشددرونی  ی  پیوسته است هر گاه، در هر نقطه

 پیوستگی چپ داشته باشد.  bی نقطه

اگر
f

D )و    = )f x  اش پیوسته باشد، گوییم  در هر نقطه از دامنه( )f x  ی  روی بازه( ),−  +  

 پیوسته است. 
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)تابع  مثال:   )f x  بازه روی  را  آن  پیوستگی  است.  مفروض  زیر  ,های  به شکل   − 1 1    ، ,2 و   5

 ,−  بررسی کنید.  2

 
 

 

 یک نادرست است؟ های زیر درست و کدامیک از گزارهدر مورد تابع فوق، کدام

)ی روی بازه fالف(   , −  −  پیوسته است.  1

)ی روی بازه fب(  ),−  −  پیوسته است.  1

ی روی بازه fپ(  ,2  پیوسته است.  5

)ی روی بازه fت(  ),−  پیوسته است.  2

)ث(  )
x
lim f x

−→
=

5
 

)ج(  )
x
lim f x
→

=
5

 

 


