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 مثلثات

 بین درجه و رادیان : رابطه

 

 

 

D e g r a d









⎯⎯⎯⎯→⎯⎯⎯⎯
18

18  

معادل چند رادیان هستند؟ زاویه   5و 3مثال : زوایای  


2
 شود؟ معادل چند درجه می 

 

 

 

 

 حدود تغییرات توابع مثلثاتی : 

,

,

si n x t an x

cos x cot x

−   

−   

1 1

1 1  

y مثال: حدود تغییرات عبارت s i n x= +25  را بیابید.  2

 

 

 

 

 

 نسبتهای مثلثاتی

 

 

 

 

 

  

,r a d r a d D e g



= =

18
1 1

18
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 فرمولهای ابتدایی مثلثات

,
si n x cos x

t a n x co t x
cos x si n x

= =  

t a n x
co t x

t a n x co t x

co t x
t a n x


=


=  

 =


1

1
1  

si n x cos x
si n x cos x

cos x si n x

 = −
+ =  

= −

2 2
2 2

2 2
1

1
1

 

,t a n x co t x
cos x si n x

+ = + =2 2
2 2
1 1

1 1  

 جدول مقادیر نسبتهای مثلثاتی زوایای مختلف

3
2

  


2
2 یا   

4
 



3
 



6
 زاویه ) رادیان (  

2 3یا   9 18 7 6 4  زاویه ) درجه (  3 6 5

−1  1  
2
2

 
3
2

 
1
2

 sin α 

 −1  1 
2
2

 
1
2

 
3
2

 cos α 

تعریف  

  نشده 
تعریف  

 3 1  نشده 
3

3
 tan α 

 
تعریف  

  نشده 
تعریف  

 نشده 
1 

3

3
 3 cot α 

 علامت نسبتهای مثلثاتی در چهار ناحیه دایره مثلثاتی 

 ناحیه مثلثاتی  ناحیه اول  ناحیه دوم  ناحیه سوم  ناحیه چهارم 

 27 36  18 27  9 18    محدوده زاویه  9

- - + + sin α 

+ - - + cos α 

- + - + tan α 

- + - + cot α 
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sمثال: اگر  i n co t  2  ،باشد  در کدام نواحی مثلثاتی قرار دارد؟ 

 

 

 

 مثال: حاصل کدام یک از عبارات زیر منفی است؟ 

1 )s i n co s+119 3 5 

2) s i n t a n+19 17 

3) t a n co t−2 3 

4) co s co t− +14 8 8 

nهای معروف مثلثاتی ) یافتن نسبتهای مثلثاتی کمان  2    ) 

فرمول مربوط به  

 ناحیه 
 ناحیه مثلثاتی 

 1دسته  2دسته  3دسته 

 3 ⸰ °  خانواده 45 °  خانواده  6⸰  °  خانواده

n


  ناحیه اول  =

3
 



4
 



6
 

( )n

n




−
=

1
2 ناحیه دوم  

3
 

3
4

 
5
6

 

( )n

n




+
=

1
4 ناحیه سوم  

3
 

5
4

 
7
6

 

( )n

n




−
=

2 1
5 ناحیه چهارم  

3
 

7
4

 
11
6

 

s  نکته: به ازای زوایای هر دسته، مقادیر i n    ،co s     ،t a n     وco t     برابرند و فقط تفاوت در

 گردد. تعیین میعلامت آنها  ،باشد که با توجه به علامت نسبت مورد نظر در ناحیه مثلثاتیعلامت آنها می

s:            1دسته   i n  =
1
2

                 ،cos  =
3
2

              ،t a n  =
3
3

coو             t  = 3 

si:         2دسته   n  =
2
2

            ،      cos  =
2
2

                   ،t a n  = co        و            1 t  = 1 

s    :     3دسته   i n  =
3
2

                   ،co s  =
1
2

                ،t a n  = coو             3 t  =
3
3
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 مثال: حاصل عبارات زیر را بیابید. 

cos
 

= 
 

5
4

                          si n
 

= 
 

5
6

                          cos
 

= 
 

5
3

      

si n
 

= 
 

3
4

                           co t
 

= 
 

11
6

                          t a n
 

= 
 

4
3

      

t a n
 

= 
 

7
4

                          t a n
 

= 
 

7
6

                          co t
 

= 
 

2
3

      

xمثال: اگر 
 

 
5

6 6
siباشد و    n x

m
=

−

1
2

 را تعیین کنید.  m، حدود متغیر   

1 )m  4 

2 )m  2 

3 )m 3 4 

4 )m  m  یا     3  1 

xمثال: اگر 
 

 
3

6 4
sباشد ، حدود   i n x  .را تعیین کنید 

 

 

 

 

شود، به هیچ عنوان از طرفین رابطه نسبت مثلثاتی نکته: در سؤالاتی که حدود نسبت مثلثاتی خواسته می

 کنیم. گیریم بلکه با رسم دایره، حدود نسبت مثلثاتی را پیدا مینمی

مثال: اگر 
 


−

 
3 9

باشد و   
m

co s 
−

=
1

3
2

 را تعیین کنید.  m، حدود متغیر   
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,  های مرکبنسبتهای مثلثاتی کمان , ,
 

     
 

    
 

3
2

2 2
 

 شوند. ، حذف می مضارب زوج   -

 شوند. ، به تبدیل میمضارب فرد   -

مضارب زوج   -


2
 اند. ، نقاط چپ و راست دایره مثلثاتی 

مضارب فرد   -


2
 اند.  ، نقاط بالا و پایین دایره مثلثاتی  

رب فرد  امض


2
 کنیم. تقسیم می 4را به عدد  

شد، زاویه معادل   1اگر باقیمانده 


2
شد زاویه معادل   3است و اگر باقیمانده  

3
2

 است. 

 

 زاویه یک روش یافتن نسبتهای مثلثاتی 

شده و در مورد سه    فاگر زاویه داده شده منفی باشد، در مورد نسبت مثلثاتی کسینوس، منفی حذ  -1

 کند. نسبت مثلثاتی دیگر، منفی زاویه، به پشت نسبت مثلثاتی انتقال پیدا می

درجه بیشتر باشد، عدد بزرگ داده شده را  36اگر زاویه داده شده بر حسب درجه بوده و مقدار آن از   -2

 بریم. جای این عدد بزرگ، از باقیمانده تقسیم در محاسبات بهره میکنیم و بهتقسیم می  36به 

,اگر زاویه داده شده بر حسب رادیان بوده و مقدار آن از    -3 , ,
  


 

 
 

6 8 12
2

3 4 بیشتر باشد، عدد    6

از    ،در صورت کسر  در صورت کسر را بر دو برابر مخرج کسر تقسیم کرده و بجای مضرب    ضریب  

 بریم. باقیمانده تقسیم بهره می

 کنیم. در این مرحله ابتدا علامت نسبت خواسته شده را در ناحیه مورد نظر تعیین می -4

5- k 2  و( )k +2  کنند. ) نقاط راست و چپ دایره مثلثاتی ( نسبت مثلثاتی را عوض نمی 1

( )k


+4 1
2

)و   )k


+4 3
2

 کنند. ) نقاط بالا و پایین دایره مثلثاتی ( نسبت مثلثاتی را عوض می 

,
si n x cos x t a n x co t x

cos x si n x co t x t a n x

  
 

  
 

 نویسیم. را جلوی نسبت مورد نظر می زاویه   -6
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 حاصل عبارات زیر را بیابید. مثال: 

si n



 

+ = 
 2

 

co s



 

− = 
 

3
2

 

( )t a n  + =  

co s



 

+ = 
 

3
2

 

si n
  

+ = 
 

397
2 6

 

t a n
  

+ = 
 

27
2 3

 

cos
  

− = 
 

7
2 4

 

( )s i n  + =1  

( )t a n  + =9  

 بیابید.  2مثال: حاصل عبارات زیر را بر حسب کمان  

s i n =16  

co s =2  

co s =2 5  

co t =3 4  

tنکته: اگر مقادیر  a n     یاco t     در صورت سؤال داده شود و حاصل جمع و تفریقns i n    وnco s  

 کنیم. در صورت و مخرج کسر خواسته شود، به دو طریق زیر عمل می

tاگر   -1 a n    را داده باشند، صورت و مخرج کسر را برnco s  کنیم. تقسیم می 

coاگر   -2 t    را داده باشند، صورت و مخرج کسر را برns i n  کنیم. تقسیم می 
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tمثال: اگر  a n x = باشد، آنگاه حاصل  2
si n x co s x

si n x co s x

+

−3 2
 چند است؟  

1 )
1
2                                 2 )

3
4                                  3 )2                                4 )

5
6 

 

 

 

 

 

 

tمثال: اگر  a n x = باشد، حاصل  2
si n x cos x

cos x

+2 2

2
3

 را بیابید.            

 

 

 

 

 

 

 

tمثال: اگر  a n x =
1
2

باشد، حاصل عبارت   
si n x cos x cos x si n x

cos x si n x

 + −

−

2 2

2 2
5

4  کدام است؟  7

1 )
9
8                               2  )

4
5                                 3  )

7
3                                 4  )

3
5 
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coمثال: اگر  t x =
1
2

باشد، حاصل عبارت   
si n x cos x

si n x

+
 کدام است؟  

1 )
5
2                                2  )

3
2                                   3 )5                                4  )

7
3 

 

 

 

 

 

 

 

tمثال: اگر  a n a=3 باشد، حاصل  5
si n si n

co s

−14 5 2 3 5
3 2  کدام است؟  5

1 )a + 1                           2 )a − 1                                3 )a2                             4  )a −2 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

sمثال: حاصل  i n s i n s i n s i n+ + +2 2 3 4  کدام است؟  16

s( 2                        صفر(  1 i n 2                            3 )s i n2 2                           4 )s i n 4 
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tمثال: اگر  a n =2 3 باشد، حاصل  6
si n co s

cos si n

−

+

16 2
11 7

 کدام است؟  

1 )
9
4                               2  )

1
8                                3  )

17
8                              4 )

31
16 

 

 

 

 

 

tمثال: اگر  a n  = باشد، حاصل  2
( )

( ) ( )

co s co s

si n s i n


  

   

 
+ − + 

 

− − +

3
2

 کدام است؟  3

1 )− 2                                2  )1 2                                   3 )2                                4  )3 

 

 

 

 

 

 

tمثال: اگر  a n  =
2
3

باشد، حاصل  

( )

( )

s i n s i n

co s co s


  


  

 
+ − − 

 

 
+ + − 

 

3
2

3
2

 کدام است؟  

1 )5                                2  )1                                  3  )− 3                                   4  )− 4 
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 نکته زوایای منفی: 

( )

( )

( )

( )
,

si n si n t a n t a n

cos cos co t co t

   

   

− = − − = −  
 

− = − = −  
 

مثال: از تساوی 

( )s i n co s

s i n


  




 
− − − 

 
=

 
+ 

 

2 3
2

2
3
2

t، مقدار   a n  کدام است ؟ 

1 )1                                 2  )
2
3                                    3  )3                                    4  )4 

 

 

 

 

 

cos: حاصل  مثال  si n
 − −   

+   
   

211 211
6 6

 کدام است؟   

1  )
+3 1

2                        2  )
−3 1

2                       3  )
( )− +3 1

2                     4 )
− +3 1

2 

 

 

مثال: حاصل عبارت  

s i n s i n s i n

co s t a n co s

  

  

     
+ +     

     

   −  
 +     

    

41 29 11
2

1 1 1

21 2
2

1 1 5

 کدام است؟  

(  2( صفر                               1
4
3                                3  )− 4                               4  )−14 
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ی متمم باشند؛ یعنی:  دو زاویه و  نکته: اگر 


 + =
 ، آنگاه: 2

,
si n cos t a n co t

cos si n co t t a n

   

   

= = 
 

= = 
 

 

ی مکمل باشند؛ یعنی:  دو زاویه و  نکته: اگر   +  ، آنگاه: =

,

co s co s

t a n t a n si n s i n

co t co t

 

   

 

= − 
 

= − = 
 = − 

 

 زیر کدام است؟ مثال: حاصل عبارت 

cos cos cos cos cos
             

+ + + +         
         

2 2 2 2 25 9 13 17
3 6 3 6 3 6 3 6 3 6  

1 )
2
5                                2  )2                                  3  )

5
2                                 4  )

7
2 

 

 

 

 

 

 

)مثال: حاصل عبارت  ) ( ) ( )l o g t a n l o g t a n l o g t a n+ +  +1 2 8  کدام است؟  9

(  3( صفر                                  2                                 1( 1
1
2                                  4  )2 
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xمثال: اگر  = باشد، حاصل  1
si n x t a n x

co t x co s x





2 4
5 7

 کدام است؟  

1 )1                                 2  )2                                    3  )3                                     4  )4 

 

 

 

 

cosمثال: حاصل عبارت   cos cos cos
          

+ + +  +       
       

2 3 8
9 9 9  کدام است؟  9

(  3( صفر                                  2                                 1( 1
1
2                                  4  )2 

 

 

 

 

 

 

 

 

xمثال: اگر  = coباشد، حاصل  1 s x co s x co s x co s x+ + +  +2 3  کدام است؟  17

(  3( صفر                                  2                                 1( 1
1
2                                  4  )2 
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 روابط بین نسبتهای مثلثاتی

,
si n x cos x

t a n x co t x
cos x si n x

= =  

t a n x
co t x

t a n x co t x

co t x
t a n x


=


=  

 =


1

1
1  

si n x cos x
si n x cos x

cos x si n x

 = −
+ =  

= −

2 2
2 2

2 2
1

1
1

 

,t a n x co t x
cos x si n x

+ = + =2 2
2 2
1 1

1 1  

 

)مثال: حاصل عبارت   )si n x co s x t a n x co t x + +2 2 2  کدام است؟  22

1  )1                           2 )2                            3 )co s x+ 21                             4 )s i n x+ 41 

 

 

 

 

 

مثال: حاصل عبارت  
si n

cos cos



 −

3

 کدام است؟  3

1 )t a n                              2  )co t                               3  )− 1                              4  )1 
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)مثال: حاصل عبارت   ) ( )co s x si n x t a n x t a n x− + +4 4 2  کدام است؟  21

( 3                              1( 2              صفر                 (1
si n x2

1
                              4  )

cos x2

1
 

 

 

 

 

 

 

 

)مثال: حاصل عبارت   )
si n x cos x

t a n x co t x
si n x cos x

+
− +



4 4

2 2
2

 کدام است؟  

1 )− 2                                 2  )2                                 3  )−  ( صفر 4                               1

 

 

 

 

 

 

 

در ناحیه دوم مثلثاتی باشد، حاصل  زاویۀ  مقابلمثال: اگر انتهای کمان  
co t

co t



+

2

21
 کدام است؟  

1) co t −                        2 )co s −                          3 )co t                           4 )c o s  
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siمثال: اگر  n x cos x =
1
5

tباشد، حاصل   a n x co t x+3  کدام است؟  3

1 )11                             2  )115                               3  )
6 22
5                               4  )

22
5 

 

 

 

 

 

 

 

siمثال: اگر  n x cos x+ =
1
3

sباشد، حاصل   i n x co s x+3  کدام است؟  3

1 )
13
2 7                              2  )

13
81                              3  )

17
2 7                              4 )

17
81 

 

 

 

 

 

 

tمثال: اگر  a n  = باشد، حاصل  2
co s

si n si n



 +3  کدام است؟ 

1 )
1
3                                2  )

2
9                                3  )

5
9                               4  )

5
18 
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sمثال: اگر  i n x co s x+ = )باشد، حاصل  2 )t a n x co t x+
2

 کدام است؟  

1 )1                                   2 )2                                    3  )3                                    4  )4 

 

 

 

 

 

 

 

 روابط مجموع و تفاضل دو کمان 

( )

( )

( )

s i n s i n co s co s s i n

co s co s co s s i n s i n

t a n t a n
t a n

t a n t a n

t a n
t a n

t a n

     

     

 
 

 

 




 = 

 =


 =



  
 = 

 

1

1
4 1

 

coمثال: اگر  t  =
3
2

tباشد، حاصل   a n



 

− 
 4  کدام است؟ 

1 )5                                 2  )
1
5                                 3  )− 5                                 4  )−

1
5 

 

 

 

 

 

مثال: حاصل عبارت  
t a n

t a n

+

−

1 3
1  را بیابید.  3
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siمثال: اگر  n x cos x+ =2 2 3
2

tباشد، حاصل  2 a n x2  کدام است؟ 

1 )1                                 2  )2                                  3  )
3
2                                   4 )

1
2 

 

 

 

 

 

 

tمثال: اگر  a n x
−

=
1
2

coباشد و    s x  حاصل ،s i n x  کدام است؟ 

1 )
3

2                             2 )
− 5

5                           3 )
− 3

3                        4 )
5

5 

 

 

 

 

 اعداد فیثاغورسی معروف 

 

 

 

 

          

s i n

co s

t a n

co t









=

=

=

=

7
2 5

2 4
2 5

7
2 4

2 4
7

                             

s i n

co s

t a n

co t









=

=

=

=

5
13

12
13

5
12

12
5

                               

s i n

co s

t a n

co t









=

=

=

=

3
5

4
5

3
4

4
3
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 2αروابط کمان 

si n si n cos si n cos si n     =  =
1

2 2 2
2

 

co s co s s i n

co s co s

co s s i n

  

 

 

 = −


= −
 = −

2 2

2

2

2

2 2 1

2 1 2
 

 α  tanاز روی مقدار  2αروابط کمان 

, ,
t a n t a n t a n

t a n si n cos
t a n t a n t a n

  
  

  

−
= = =

− + +

2

2 2 2

2 2 1
2 2 2

1 1 1
 

 

 αبه   2α: تبدیل کمان فرمولهای طلایی مثلثات

cos cos cos cos

cos si n si n cos

   

   

 = −  = +


= −  = −

2 2

2 2
2 2 1 2 1 2

2 1 2 2 1 2
 

, ,
cos cos cos

cos si n t a n
cos

  
  



+ − −
= = =

+

2 2 21 2 1 2 1 2
2 2 1 2  

s i n co s s i n

s i n co s s i n


  


  

  
+ = +  

  


 
− = − 

 

2
4

2
4

         
t a n co t

s i n

t a n co t co t

 


  


+ =


 − = −

2
2

2 2
 

 3αروابط کمان 

si n si n si n

cos cos cos

  

  

 = −


= −

3

3
3 3 4

3 4 3
                      

( ) ( )

( ) ( )

s i n s i n s i n s i n

co s co s co s co s

   

   

 =  −  +


=  −  +

3 4 6 6

3 4 6 6
 

t a n t a n
t a n

t a n

 




 −
=

−

3

2
3

3
1 3                     

( ) ( )

( ) ( )

t a n t a n t a n t a n

co t co t co t co t

   

   

 =  −  +


=  −  +

3 6 6

3 6 6
 

 نکته: 

si n cos si n cos

si n cos si n cos

   

   

 + = − 


+ = − 

4 4 2 2

6 6 2 2
1 2

1 3
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مثال: حاصل عبارت  
( ) ( )t a n co t

s i n co s

 

 

+ +

− −

2 2

2 4

1 1

1
 کدام است؟  

1  )co s − 28 2                  2  )s i n − 28 2                  3  )co s − 216 2               4 )s i n − 416 2 

 

 

 

 

 

 

 

coمثال: حاصل عبارت   s co s co s 2 4  کدام است؟  8

1 )
1
4                              2  )

1
8                               3 )

1
16                                4 )

1
3 2 

 

 

 

 

 

 

 

مثال: اگر 
x x

si n cos si n x cos x= +
2 tباشد، حاصل  2 a n x  کدام است؟ 

1 )2                               2  )− 2                                 3  )
1
2                                4  )−

1
2 
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cosمثال: اگر  x cos x
 

+ + = 
 

3
2

sباشد، حاصل  2 i n x2  کدام است؟ 

1 )−
4
5                             2 )

4
5                               3 )−

3
5                              4  )

3
5 

 

 

 

 

 

 

 

sمثال: حاصل عبارت   i n s i n19 5 1  کدام است؟  5

1 )
1
4                               2  )−

1
4                                 3  )4                               4 )− 4 

 

 

 

 

siمثال: حاصل عبارت   n cos si n cos
      

− − +   
   

2 2

8 8 8  کدام است؟  8

1 )− 2                              2 )2                                3  )− 2                               4  )2 
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siمثال: اگر  n x cos x+ =
3
sباشد، حاصل  5 i n x2  کدام است؟ 

1 )−
4
2 5                         2  )−

8
2 5                          3  )−

16
2 5                          4 )−

2 4
2 5 

 

 

 

 

siمثال: اگر  n x cos x+ =
1

2 2
tباشد، حاصل  2 a n x4  کدام است؟ 

1 )
7

3                       2 )
3

7
                           3 )−

7

3                          4  )co s x2 

 

 

 

 

 

 

 

cosمثال: حاصل عبارت   x
t a n x co t x

−
+ +

+ +2 2
1 2

2
1 1

 کدام است؟  

1 )co s x2                           2  )1                               3 )s i n x2                             4 )− 1 
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xمثال: اگر 


=
باشد، حاصل  12

si n x co s x

si n x cos x

+

−
 کدام است؟  

1 )
3

3                            2  )3                              3  )− 3                             4  )1 

 

 

 

 

 

 

مثال: حاصل عبارت  
cos x co s x

si n x si n x

+ +

+

2 3 1
3 2

 کدام است؟  

1 )cos x
1
2                        2 )co t x                           3 )

cos x

si n x

2
                      4 )co t x2 

 

 

 

 

 

 

مثال: اگر 
x

t a n = 2
باشد، حاصل  2

co s x

co s x

−

+

1
1

 کدام است؟  

1 )2 2                              2  )2                               3  )2                               4  )
2

2 
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مثال: حاصل عبارت  
si n si n

si n si n

−

+

2 2 4
2 2 4

 کدام است؟  

1 )t a n 2 1                      2 )t a n 1                         3 )t a n 2 2                      4  )t a n 2 

 

 

 

 

 

 

xمثال: اگر 


=
باشد، حاصل  12

( )

( )

t a n x t a n x

t a n x

−

+

2

22

1

1
 کدام است؟  

1 )
3

8                            2  )
3

4                             3 )
3

3                           4 )3 

 

 

 

 

 

 

tمثال: اگر  a n x
 

− = 
 

1
4 5

tباشد، حاصل   a n x2  کدام است؟ 

1 )1 5                              2 )1 8                              3 )2 4                             4 )2 5 
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مثال: اگر 
si n x

cos x
=

+
2

1
tباشد، حاصل   a n x  کدام است؟ 

1 )− 3                             2 )−
3
4                              3 )−

4
3                            4 )− 4 

 

 

 

 

 

 

 

siمثال: اگر  n x si n x
 

+ = 
 

3
2

tباشد، حاصل  2 a n x2  کدام است؟ 

1 )−
4
3                             2  )−

3
4                               3  )

4
3                             4  )

3
4 

 

 

 

 

 

siمثال: اگر  n  =
3
tمنفرجه باشد، حاصل   بوده و زاویۀ   5 a n x2 کدام است؟ 

1 )−
2 4
7                             2  )−

7
2 4                            3 )− 2                           4  )−

1
2 
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مثال: اگر 
cos x

si n x cos x
=

+

2
2

3
coباشد، حاصل   t x2  کدام است؟ 

1 )−
4
3                             2  )−

3
4                               3  )

4
3                             4  )

3
4 

 

 

 

 

 

 

مثال: حاصل عبارت  
t a n co t−

1

22 5 22 5
 کدام است؟  

1 )
1
2                                 2  )−

1
2                                3  )1                                4  )− 1 

 

 

tمثال: حاصل عبارت   a n co t+15  کدام است؟  15

1 )1                                 2  )2                                    3  )3                                     4  )4 

 

 

 

tمثال: حاصل عبارت   a n t a n
    

+   
   

4
5  کدام است؟  5

−( 3                                 1(  2( صفر                                 1 1                               4  )− 2 
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 مقایسه مقادیر نسبتهای مثلثاتی در دایره مثلثاتی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

sناحیه دایره مثلثاتی   4نکته: در تمامی نیمسازهای  i n   وco s   برابر
2

 است. 2

tناحیه دایره مثلثاتی   4نکته: در تمامی نیمسازهای  a n   وco t   است. 1برابر 

xمثال: اگر 
 

 
4 3
3 2

sباشد ، حاصل   i n x co s x si n x co s x− +  کدام است؟  +

1  )co s x2                      2 )co s x− 2                           3 )s i n x2                      4  )s i n x− 2 

 

 

 

 

xمثال: اگر 


 
4

باشد ، حاصل  
si n x

si n x

+

−

1 2
1  کدام است؟  2

1 )t a n x
 

+ 
 4               2  )t a n x

 
− 

 4                  3  )t a n x
 

− 
 4             4 )1 

 

 

 

 

 

 

 منطقه  1 2 3 4 5 6 7 8


  

3
2

2
 

 
 

3

2 2
 


  

2
 


 

2
 ناحیه مثلثاتی  

   ֍ ֍ ֍ ֍  sin α > cos α 

֍ ֍ ֍     ֍ sin α < cos α 

֍  ֍  ֍  ֍  tan α > cot α 

 ֍  ֍  ֍  ֍ tan α < cot α 
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 دورۀ تناوب 

yتوابعی مانند   s i n x=  وy co s x=   و برد آنها  را که دامنۀ آنها ,− 1  گیریم. است در نظر می 1

k) یعنی    2، مضرب صحیحی از  xدانیم اگر به  می 2    یا به عبارت دیگر, , ,   2 ( را   4

sاضافه کنیم، مقدار  i n x  با( )s i n k x cو مقدار   2+ o s x  با( )co s k x  برابرند؛ یعنی:  2+

( )

( )
,

si n k x si n x
k

cos k x cos x





+ =


+ =

2

2  

هایی تکرار شود، آن شود. اگر در تابعی نمودار تابع در بازه، تکرار می2های نمودار این گونه توابع در بازه

میم و آن را با نا نامیم. کوچکترین عدد مثبتی که طول بازۀ تکرار است را دورۀ تناوب میتابع را متناوب می 

T  دهیم. نمایش می 

 

 

)تابع    تابع متناوب: )f x    را متناوب گوییم هرگاه عدد حقیقی مثبتT    موجود باشد به طوری که برای

fxهر   D   وfx T D   :داشته باشیم 

( ) ( )f x T f x =  

)که رابطۀ     Tکوچکترین مقدار    دورۀ تناوب: ) ( )f x T f x )را برقرار کند، دورۀ تناوب تابع    = )f x 

 نامیم. می

 دورۀ تناوب در توابع مثلثاتی 

( )

( )

y a si n b x k c
T

y a cos b x k c b

= + +
 =

= + +

2
 

( )

( )

y a t a n b x k c
T

y a co t b x k c b

= + +
 =

= + +
 

است و   (b)موجود در کمان تابع مثلثاتی    xنکته: تنها عامل مؤثر در دورۀ تناوب توابع مثلثاتی، ضریب  

 هستند. تأثیر روی دورۀ تناوب بی kو  a  ،cاعداد  
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,  نیست. مثلاً تابع نکته: دامنۀ تابع متناوب الزاماً   ( ) ,fy t a n x D n n
 

= = −  −  
 

2 1
2

   

yنمودار توابع  t a n x=  وy co t x=  .به صورت زیر هستند 

                               

yمثال: قسمتی از شکل تابع   t a n a x=  به صورت زیر است. مقدارa  .را بیابید 

 

یا هر عدد  جنس باشد؛ یعنی اگر دورۀ تناوب بخشی از تابع ضریبی از نکته: دورۀ تناوب دو تابع باید هم

,مانند  گنگ دیگری   , , ...2 3 باشد و دورۀ تناوب بخش دیگری از تابع، عددی گویا باشد، این    5

 تواند متناوب باشد. تابع در کل نمی

)دورۀ تناوب تابع  fTنکته: اگر  )f x  وgT  دورۀ تناوب تابع( )g x  ک.م.م  باشد، آنگاهfT  وgT   یک دورۀ

fتناوب برای   g+  ،f g−   ،f g  و
f

g
 خواهد بود ولی الزاماً کوچکترین دورۀ تناوب نیست.  

fدر نکتۀ فوق، شرط این که توابع   g+    ،f g−    ،f g    و
f

g
متناوب باشند، این است که  

f

g

T

T
مقداری    

 . گویا باشد 

نکته: یک راه ساده برای پیدا کردن ک.م.م چند عبارت کسری این است که ک.م.م صورت کسرها را به 

 ب.م.م مخرج کسرها تقسیم کنیم. 
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تناوب ) نه الزاماً کوچکترین دورۀ تناوب ( را در صورت وجود مثال: برای هر یک از توابع زیر، یک دورۀ  

 بیابید. 

y si n x co s x t a n x co t x= + + +1 2 3 4  

 

 

 

 

y si n x co s x= +2 7 9 2  

 

 

 

 

( )y si n x co s x= + +3 2 2 1  

 

 

y co s x t a n x= +4  

 

 

x
y co t x cos

 
 

 
= + − 

 
5 2

3 5  

 

 

 

 در کمان مثلثاتی، توانی جز عدد یک داشته باشد، تابع متناوب نیست.  xنکته: اگر 

 مثال: دوره تناوب توابع زیر را تعیین نمایید. 

( ) ( )f x s i n x= +2 1  

( ) ( )g x co s x x= −23 7  

( ) ( )h x t a n x x= −3   
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)مثال: تابع   )
si n x

f x
si n x

 ؟ از نظر متناوب بودن چگونه است =

متناوب است و کوچکترین دورۀ تناوب آن   -2متناوب است اما کوچکترین دورۀ تناوب ندارد.     -1


2
 است.   

 است. متناوب است و کوچکترین دورۀ تناوب آن   -4متناوب نیست                                           -3

 

 

 

 

 

 

 

)مثال: دورۀ تناوب اصلی تابع   )f x t a n x co t x=   .را بیابید 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تناوب اصلی ندارند. باشند ولی دورۀ نکته: توابع ثابت متناوب می
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sهای فرد، دورۀ تناوب توابع  نکته: توان i n x  وc o s x دهند. را تغییر نمی 

y s i n x T

y s i n x T






=  =



 =  =


7

2
1

2
1

 

sهای زوج و قدرمطلق، دورۀ تناوب توابع  نکته: توان i n x  وc o s x کنند. را نصف می 

( )

( )

( )

( )

n

n

y s i n a x

y co s x a x
T

y si n a x a

y co s x a x



 =


=
 =

=

 =

2

2

 

        

tنکته: توابع   a n x    وco t x  کند و  به هر توانی برسند ) چه زوج، چه فرد ( دورۀ تناوب آنها تغییر نمی

 تأثیر است. قدرمطلق نیز روی دورۀ تناوب آنها بی

مثال: دورۀ تناوب اصلی تابع  
x

y cos x t a n cos x= + +2 33 3
 را بیابید.  3
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 دورۀ تناوب توابع غیرمثلثاتی

 
   

y a x a x
T

y a x a x a

 = −
 =

= + −

1
 

( )
a x b

y T
a

 
 
 

+

= −  =
2

1  

                       
 یافتن دورۀ تناوب اصلی:

fاز آنجایی که برای توابع   g+    ،f g−    ،f g    و
f

g
f,مقدار     gT T      ًیک دورۀ تناوب بوده ولی لزوما

های گفته شده یافته و سپس نصف این باشد، ابتدا یک دورۀ تناوب تابع را از فرمولدورۀ تناوب اصلی نمی

دورۀ   Tکنیم تا مشخص شود که اگر  شود، بررسی میداده می دورۀ تناوب را به روشی که در زیر توضیح  

تناوب است، آیا 
T

2
 هم دورۀ تناوب است یا خیر.  

اگر  
T

2
کنیم ولی اگر  معرفی میعنوان دورۀ تناوب اصلی تابع  را به  Tدورۀ تناوب نبود،    

T

2
هم دورۀ تناوب    

کنیم و  میتابع بود، باز هم تناوب را نصف 
T

4
کنیم و این کار ) نصف کردن دورۀ تناوب ( را را امتحان می  

 دهیم که عدد نصف شده دورۀ تناوب تابع نباشد. تا جایی ادامه می 

روش بررسی 
T

2
 به عنوان دورۀ تناوب:  

را به    xمقدار  
T

x +
2

کنیم. اگر با عملیات جبری مشخص گردید  تبدیل کرده و در تابع، جایگذاری می   

رابطۀ   )که  )
T

f x f x
 

+ = 
 2

است،      برقرار 
T

2
تابع     تناوب  دورۀ  )نیز  )f x   این غیر  در  و  است 

 گیریم. در نظر می Tصورت دورۀ تناوب را 
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 مثال: دورۀ تناوب توابع زیر را بیابید. 

( )
x

f x x
 

= − 
 

3
3  

 

 

 

 

( )
x x

g x
   

= −   
   

6 8
6 8  

 

 

 

 

 

( )    h x x x x= − −15 9 6  

 

 

 

 

آزاد)  نکته  تابع  (مطالعه  تناوب  دورۀ  یافتن  در   :( )f o g x  اگر  ،( )g x    ،نباشد )متناوب  )f o g x   نیز

را انتخاب کرده و سپس   gTمتناوب نخواهد بود و برای حدس اولیه 
gT

 کنیم. و ... را بررسی می  2

 مثال: دورۀ تناوب اصلی توابع زیر را محاسبه کنید. 

( )y co s s i n a x=  

 

 

 

( )y s i n co s a x=  
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( )ny si n a x= 2  

 

 

 

 

( )ny co s a x+= 2 1  

 

 

 

 

( ) ( )n ny si n a x co s a x= +2 2  

 

 

 

 

 

 کنیم. نکته: برای تعیین دورۀ تناوب، ابتدا تابع را تا حد امکان ساده می

 

 مثال: دورۀ تناوب توابع زیر را بیابید. 

si n x cos x
y

cos x si n x

+
=

+

2 3
4 5

 

 

 

 

 
y co t a x t a n a x= −  
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( )

x

y co s x



 
 
 
 
 

= − 1  

 

 

 

 

 

y si n a x co s a x= +  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

yمثال: دورۀ تناوب توابع   s i n x=  وy co s x=  .زیر را تعیین کنید 
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yمثال: دورۀ تناوب توابع   t a n x=  وy co t a x=  .را بیابید 

          
 

 
 

yمثال: دورۀ تناوب توابع   t a n x=  .را بیابید 
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)مثال: دورۀ تناوب اصلی تابع   )f x s i n x co s x= 2  را بیابید.  2

 

 

 

 

)مثال: دورۀ تناوب اصلی تابع   )f x t a n x co t x= −3  را بیابید.  3

 

 

 

 

 

)مثال: دورۀ تناوب اصلی تابع   )  f x x x co s x= − + 43  را بیابید.  3

 

 

 

 

 

 یافتن ضابطۀ توابع مثلثاتی از روی نمودار آن
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تابع   yنکته:  co s x=    درx تابع    = که  در صورتی  دارد  مینیمم  یا  yماکزیمم  s i n x=    درx = 

 ماکزیمم یا مینیمم ندارد. 

ها با توجه مینیمم و دورۀ تناوب تابع را تعیین کرده و از روی آن  توانیم مقادیر ماکزیمم ،از روی نمودار می

 را بدست آوریم. cو  a  ،bهای زیر، ضرایب به فرمول

m a x m i n
a

−
=

2
 

m a x m i n
c

+
=

2
 

T
b


=

2
 

mنکته: برای یافتن مقادیر  a x   وm i n   از روی ضرایبa ،b  وc بریم. های زیر بهره می ل، از فرمو 

m a x c a= +  

m i n c a= −  

yمثال: مقادیر ماکزیمم، مینیمم و دورۀ تناوب تابع   s i n x= − −2 3  را بیابید.  7

 

 

 

 

)ابل مربوط به تابع  ق مثال: شکل م )f x a si n b x 
 

= + 
 

1
aاست.   2 b کدام است؟ 

1 )1                                   2 )2                                    3  )3                                    4  )4 
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)مثال: ضابطه توابع   )f x ، ( )g x  و( )h x  .که نمودار آنها رسم شده است را بیابید 
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 کاربردهایی از مثلثات

 ها قضیۀ سینوس  -1

 مقدار اندازۀ هر ضلع تقسیم بر سینوس زاویۀ مقابل آن، مقداری ثابت است. 

a b c

si n si n si n  
= = 

 

 هاقضیۀ سینوس -2

 کاربرد: یافتن اندازۀ ضلع سوم مثلث

a b c b c co s

b a c a c co s

c a b a b co s







 = + −


= + −
 = + −

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2
 

 

 الاضلاع مساحت مثلث و متوازی -3

Sالاضلاع مقابل برابر است با:  مساحت موازی a b si n = 

 

 

 توانیم تعیین کنیم. مساحت مثلث را در سه حالت می

 

 

  

 

( ) ( ) ( )S P P a P b P c

a b c
P

= − − −

+ +
=

2
           

a b si n
S


=

2                         

b h
S =

2  

 واحد را بیابید.  7و  9، 12مثال: مساحت مثلثی به اضلاع 
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B̂اگر  ABCدر مثلث  مثال:   = Ĉو  3 = 3برابر    ABو اندازۀ ضلع    12 را   bو    aباشد، مقادیر    3

 بیابید. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Âاگر  ABCمثال: در مثلت   = واحد باشد، اندازۀ ضلع   5و    4به ترتیب    ACو    ABو اندازۀ اضلاع    6

BC  .را بیابید 

 

 

 

 

 

 

 

 

اندازۀ یک زاویۀ آنسانتی  15و    12الاضلاع  مثال: اضلاع مجاور یک متوازی و  است. مساحت   15  متر 

 الاضلاع را بیابید. متوازی
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 معادلات مثلثاتی

 

 

 

 

( )

x k
si n x si n

x k

 


  

= +
=  

= + −

2

2 

 
 

 

 

 
 

 

           
x k

cos x cos
x k

 


 

= +
=  

= −

2

2 

 
 

 

 
 

 

 

 

          
t a n x t a n

x k
co t x co t


 



=
 = +

=
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siمثال: معادلۀ مثلثاتی   n x =
1
 را حل کنید.  2

 

 

 

 

 

 

 

cosمثال: معادلۀ مثلثاتی   x =
2

 را حل کنید.  2

 
 

 

 

 

 

 

 

sمعادلۀ مثلثاتی  کدام گزینه بخشی از جواب مثال:  i n x s i n x=3 است؟ 

1  )
k 

2                        2 )
k 

4                         3 )
( )k +2 1

4                         4  )
( )k +2 1

2 
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 باشد. نکته: در معادلات مثلثاتی باید جنس تابع مثلثاتی طرفین تساوی با هم یکسان 

s i n co s

co s s i n


 


 

  
− =  

  


 
− = 

 

2

2

                                    

t a n co t

co t t a n


 


 

  
− =  

  


 
− = 

 

2

2

 

 

sمثال: جوابهای معادلۀ مثلثاتی   i n x co s x=4 را که در بازۀ  2 , 4 باشند بیابید. می 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

نکته: اگر در معادلات مثلثاتی، عددی که با نسبتهای مثلثاتی برابر است، منفی باشد، به صورت زیر عمل 

 کنیم. می

,

,

,

,

s i n a

a

t a n a

a

c o t a

a

c o s a

a

s i n x a

t a n x a

co t x a

co s x a

























 

 

 

  









=

 

=

 

=

 

=

 

 = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ → −




= ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ → −



 = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ → −


 = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ → −


2

2

2

2
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siمثال: معادلۀ مثلثاتی   n x = −
1
 را حل کنید.  2

 

 

 

 

 

 

 

 

cosمثال: معادلۀ مثلثاتی   x = −
2

 را حل کنید.  2

 

 

 

 

 

 

 

 

cosمثال: معادلۀ مثلثاتی   x
−

=
1

3
 را حل کنید.  2
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 حالات خاص معادلات مثلثاتی

sدر معادلات مثلثاتی، حالاتی را که نسبتهای   i n x   وc o s x  شوند و یا اینکه   - 1یا  1، صفربرابر با اعداد

tتوابع نسبتهای  a n x  وco t x  جوابهای نامیم که در این حالت شوند، حالات خاص میصفر برابر با عدد

 معادلات مثلثاتی، از بین نقاط مرزی چهار ناحیه دایره مثلثاتی خواهند بود. 

 م. های زیر را تعریف کنیتوانیم فرمولحالت خاص زیر می 7در نتیجه برای 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

coمثال: معادلۀ مثلثاتی   s x  را حل کنید.  4=
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coمثال: معادلۀ مثلثاتی   s x co s x co s x=2 2 2 چند جواب در فاصلۀ   2 , −  دارد؟  3

 

 

 

 

 

 

 

tمثال: معادلۀ مثلثاتی   a n x t a n x =4 3  را حل کنید.  1

 

 

 

 

 

 

 

 

siمثال: جواب کلی معادلۀ مثلثاتی   n x cos x si n


− =4 4 2 5
 به کدام صورت است؟ 4

1  )k


 2
6                    2 )k


 2

3                     3 )k


 
6                   4 )k


 

3 
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coمثال: جواب کلی معادلۀ مثلثاتی   s x co s x− − =22  به کدام صورت است؟ 3

1  )k                          2 )k  +2                        3 )k


 −2
2                      4 )k


 +

2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

coمثال: معادلۀ مثلثاتی   t x t a n x+ =  را حل کنید.  2

 

 

 

 

 

 

)مثال: جواب کلی معادلۀ مثلثاتی   ) ( )si n x cos x si n x


 
 

+  + − − + = 
 

2 1
به کدام  2

 صورت است؟

1  )k                         2 )k  +2                        3 )k


 +2
2                     4 )k


 +

2 
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مثال: جواب کلی معادلۀ مثلثاتی  
t a n x

t a n x
=

− 2
2

3
 به کدام صورت است؟ 1

1  )
k  

−
2 6                  2 )

k  
+

2 6                       3 )k


 +
6                      4 )k


 −

6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)مثال: معادلۀ مثلثاتی   ) ( )si n x co s x− − =3 5 2 در بازۀ  7 , 2  چند جواب دارد؟ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                         


