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  مقدمه:
  آفرینبه نام خردمند خرد

پــنج فصــل مشــترک رشــته رياضــی دوره متوســطه دوم کــه در  ۱های آنلاين سالانه يازدهم تجربــی و حســابان رو برای کلاسمجموعه پيش
وار و . نکــات مهــم خلاصــهبرداری و نوشتن جــزوه اســتيادداشتاست. هدف اين مجموعه؛ نجات مخاطب از  هستند، گردآوری و تنظيم شده

هــای ســر کــلاس برای شب امتحان و آزمون آورده شده است. در کلاس آنلاين فرصتی برای گفتن و نوشتن جزوه نداريم .البته برای حل مثال
ها به طور آنلاين زمانی در کــلاس خــواهيم گذاشــت ولــی فرصــت نوشــتن تميــز و بــا آموزان برای حل مسئلهايسه ميزان يادگيری دانشو مق

ن نهــايی و نمــره تشــريحی ؛ خلاصه اتفاقات هر جلسه درس خواهد بود. با توجه بــه اهميــت يــافتن امتحــا. پس اين جزوهوسواس نخواهيم داد
های تشريحی امتحانات کشوری ؛ بدنه اصلی درس برای آمــادگی امتحانــات تشــريحی ای همراه با تمريندرسنامه ؛ ابتدا به کمکدرس رياضی

آموز قدرت و توان برگه نويسی موثر بــرای امتحــان مدرســه و تســلط بــر کتــاب وزارتخانــه آمــوزش و شود که دانشمدرسه و نهايی ارائه می
؛ شــودای آزمايشی استاندارد طــرح میهای متنوع؛ نکات کنکوری و جالبی که در کنکورهتستها و پرورش را کسب کند و سپس با حل تمرين

های ســازمان شود. روش تدريس در کلاس منطبق بر آخرين تغييرات کتاب درسی وزارتخانه آمــوزش و پــرورش و بخشــنامهآموزش داده می
در  »حل مســئله بــه کمــک حــل مســئله«و  »روش مفهومی«نکور رياضيات ک. با توجه به سابقه ربع قرن تدريس سنجش آموزش کشور است

  . ها موفق بوده استکار گرفته شده است که در تمام اين سالاين مجموعه به
های متعددی همراه با پاسخ تشريحی بســيار گويــا و دقيــق گذاشــته شــده کــه ها و تمريندر انتهای هر درس تست:   (Homework)تکليف

آمــوز بــا سعی شده اســت کــه دانشد. های جديد باشنها و حل تستمسئلهتوانند راهگشای حل رت خودآموز هم میخارج از کلاس و به صو
هيچ" سوال جديدی از نظر محتوا در مدرسه و امتحان و کنکورآزمايشی برخــورد نکنــد و پوشــش کامــل بــر "کار کردن کامل اين مجموعه به 

 »امســال«ها به خودتــان قــول دهيــد کــه اگر قصد داريد در ابتدای شروع کلاس. اشته باشدنکات داخل کتاب و حاشيه امن خارج از کتاب د
رياضــی را . دادنی اســتکردنی و توضيح؛ زيرا اصلا رياضی خواندنی نيست ؛ بلکه نوشتنی و مسئله حلبا من همراه نشويد »خوانممی«رياضی را 

ترين ابزار موفقيت در رياضی؛ تمرين کردن وحل مسئله به کمــک نوشــتن در مهم يد.سی درس بدهبه اين نيت ياد بگيريد که قرار است به ک
رايج امتحانــات مــدارس برتــر  سوالات مجموعه ؛ سوالات. های جديد استچرکنويس ؛ توضيح دادن به خود يا يک شاگرد خيالی و حل مسئله

طوريکه با سليقه طراحــان مختلــف در تمــام کشــور ؛ بهندارد استی آزمايشی استاهای کنکور سراسری و آزمونها؛ سوالات تاليفی ؛ تستتهران
اشــکال؛ حــل های کلاس و گــروه رفع؛ حضور پر رنگ و شرکت فعال در بحثلاين و بدون غيبت در کلاس آنلاينهمراهی آن .آشنا خواهيد شد

هــای تســتی و درصــد خــوب در آزمون در آزمــون »بيســت«نمره کامــل  ؛ تنها راه گرفتنها با پاسخنامهيسه و تحليل جوابهمه تکاليف و مقا
ای رسيديد که ؛ حل يک مسئله شما را شاد کرد و ذوق کرديد و يا با خواندن وحــل يــک تســت بــه طــراح آن اگر در رياضی به مرحلهت. اس
تکــرار  .رويــد؛ مسير را درست می؛ يعنی اينکه داريد کرده است يا مورد سوال قرار دادهگفتيد که به چه جالبی فلان موضوع را پنهان  »آفرين«

کردن خودکارهای متعــدد؛ رياضــی . بدون کاغذ چرکنويس و تمامممکن است »تکرار و تمرين«با حل مسئله و  کنم پيشرفت در رياضی فقطمی
ســعی کنيــد؛ . اســتهای رياضی شــما مــوثر کند.تدريس به خود يا شاگرد واقعی يا حتی خيالی با صدای بلند نيز در رشد مهارتشما رشد نمی

نامه نمره يــا درصــد بــرای خــود حســاب ؛ خودتان حل کنيد و به کمک پاسخدار آخر هر درس هر فصل راسخنامهپا  (Homework)تکاليف
منــدتر خواهــد لاقهدانيد؛ دانستن درصد يادگيری رياضی خودتان در هر لحظــه شــما را بــه پيشــرفت عکنيد. مثل قد و وزن خود که آن را می

شــود و ســپس بنــا بــه وضــعيت مخاطبــان کــلاس؛ های مشترک هر دو رشــته ابتــدا تــدريس میدر هر قسمت از درس ابتدا قسمتخت. سا
ها بــرای دوســتان رشــته تجربــی در امتحانــات درس داده خواهد شد. واضــح اســت کــه ايــن قســمت ۱های مربوط به کتاب حسابان قسمت
افتــادن از رقبــای داوطلبــان رشــته تجربــی ؛ بــرای کنکــور رهای اخير بهتر است برای پيششان نخواهد آمد ولی با توجه به سطح کنکومدرسه

تجربــی ســال  ۳در کتــاب رياضــی  ۱که اکثر مطالب مربوط يه کتاب حســابان سراسری اين مطالب را در حد کتاب حسابان بدانند.ضمن اين
يعنــی هندســه و فصــل  ۲فصل  ۱موزان رشته رياضی در کتاب حسابان آدانش .دوازدهم خواهد بود و در کنکور از همه آنها سوال خواهد آمد

تواننــد در جلســاتی کــه ايــن مباحــث تر خواهند خواند. البتــه میهفت يعنی آمار و احتمال را نداشته و در کتاب هندسه و جبر و احتمال کامل
 .عنوان ميهمان سر کلاس باشندشوند بهتدريس می

های مربــوط بــه هــر تدريس خواهد شد. قســمتهم موازات ؛ سال يازدهم هر دو رشته تجربی و رياضی بهيقت در اين کلاس و مجموعهدر حق
ايــن مجموعــه بــرای باشــند. های مربــوط بــه خــود رشته کاملا تفکيک شده و مشخص است که دوستان برای امتحان مدرسه متوجه قســمت

ن مجموعــه شود. استفاده از ايــفرهنگيان گرايش دبيری رياضی توصيه می راهنمای تدريس معلمان رياضی سراسر کشور و دانشجويان دانشگاه
های درسی، ورود به مطلب و توضيح درس بــا ايــن جــزوه ؛ نحوه بيان موضوعدر کلاس درس آنلاين رياضی يازدهماست. با ذکر منبع بلامانع 

  . اشدب، مشابه روند اين مجموعه میدمان مطالب و سوالاتکاملا متفاوت است ولی چي
  .بهروز باشید

 دکترسامان سلامیان
  



 
 

  

  فهرست مندرجات
  صفحه  عنوان

  جبر و معادله فصل اول:
BOX 1 : 1  .......................................................................................................................................................................................................   2معادله درجه  
BOX 2 :13  .........................................................................................................................................هاي معادلۀ درجه دومضرب ریشهمجموع و حاصل  
BOX 3 :25  ......................................................................................................................................................................................................  تابع درجه دوم  
BOX 4 :54  .....................................................................................................................................................................................  معادلات گویا و رادیکالی  
BOX 573  ...................................................................................................................................................................................  : بخش اول هندسه تحلیلی  
BOX 698  ..................................................................................................................................................................................  : بخش دوم هندسه تحلیلی  

  114  .........................................................................................................................................................................  دنباله حسابی و هندسی مجموع جملات 
  135  ...................................................................................................................................................................................  هاي آن: قدرمطلق و ویژگی4درس 

  هندسه فصل دوم:
BOX 1 :163...........................................................................................................................................................................................  هاي هندسی ترسیم  
BOX 2 : 184  ........................................................................................................................................................................  نسبت و تناسب ـ قضیۀ تالس  
BOX 3 :189  ............................................................................  هاي دوشرطی ـ مثال نقض عکس قضیه ـ برهان خلف ـ عکس قضیه تالس ـ قضیه  
BOX 4206......................................................................................................................................................................................................  ها: تشابه مثلث  

  )1و فصل دوم حسابان  2(فصل سوم ریاضی  تابع فصل سوم:
BOX 1 :228  ....................................................................................................................................................................................................تابع و یادآوري  
BOX 2 : 233  ....................................................................................................................................  انواع تابع (توابع گویا و دامنه آن) ـ تساوي دو تابع  
BOX 3 : 242  ..........................................................................................................................................................................  توابع رادیکالی و جزء صحیح  
BOX 4 :254  .......................................................................................................................................................................  یکبهوارون یک تابع ـ تابع یک  
BOX 5 :272  ................................................................................................................................................................................................  اعمال روي توابع  
BOX 6293  .......................................................................................................................................................................................................  : ترکیب توابع  

  مثلثات فصل چهارم:
BOX 1 :307  ............................................................................................................................................................  گیري زاویهیادآوري و واحدهاي اندازه  
BOX 2 :326..........................................................................................................................................................  هاي مثلثاتی روابط تکمیلی بین نسبت  
BOX 3 : 349  .....................................................................................................................................................................................................توابع مثلثاتی  
BOX 4366  .....................................................................................................................................  هاي مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا: مثلثات ـ نسبت  



 
 

  صفحه  عنوان
  توابع نمایی و لگاریتمی فصل پنجم:

BOX 1 :383  ...........................................................................................................................................................................................................  تابع نمایی  
BOX 2 : 400  ...................................................................................................................................................................................................  تابع لگاریتمی  
BOX 3414  .......................................................................................................................................................  هاي لگاریتم ـ معادلات لگاریتمی: ویژگی  
BOX 4418  .............................................................................................................................................  : نمودارها و کاربردهاي توابع نمایی و لگاریتمی  

  حد و پیوستگی فصل ششم:
BOX 1 : 450  ..............................................................................................................................................................................................  فرایندهاي حدي  
BOX 2 : 461...............................................................................................................................................................................................  محاسبه حد تابع  
BOX 3 :،477  ...............................................................................  تابع مثلثاتی، حد تابع جزء صحیححد تابع قدرمطلقی، حد حد گویاي صفر صفرم  
BOX 4499  .............................................................................................................................................................................................................  : پیوستگی 
BOX 5(حالت صفر صفرم) 528  ...............................................................................................................................................: محاسبه حد توابع کسري  

  آمار و احتمال فصل هفتم:
BOX 1 :548  ...........................................................................................................................  یادآوري احتمال ـ احتمال شرطی ـ پیشامدهاي مستقل  
BOX 2 :560........................................................................................................................................................................................................  آمار توصیفی  



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  1 

  دهمزیاریاضیات پایه 
  جبر و معادلهفصل اول: 

BOX 1:  مشترك تجربی و ریاضی( 2معادله درجه(  
a) اگر 1 0  باشد، سهمی رو به بالا و داراي مینیمم)min( .است  

    
a) اگر 2 0  باشد، سهمی رو به پایین و داراي ماکزیمم)max( .است  

    
  نماییم:) به روش زیر عمل میmaxیا  minآوردن مختصات رأس سهمی (براي به دست نکته:

S  یابیم:) طول رأس سهمی را می1
bx a  2   

  توان عمل کرد:) براي تعیین عرض رأس سهمی به دو صورت می2

Sالف)  S
by f (x ) f ( )a

  Syب)                       2 a
  4   

bxمحور تقارن سهمی خط قائمی گذرنده از رأس سهمی و به معادله  نکته: a
   است. 2

    
  مراحل رسم سهمی

  در حالت کلی:
S(xابتدا مختصات رأس سهمی را تعیین نموده، سپس دو نقطۀ دلخواه در قبل و بعد طول رأس سهمی به عنوان نقطـه کمکـی مفـروض  (

  کنیم. می
  در حالت خاص: 
yریشه و یک نقطه  2الف) با داشتن  a(x x )(x x )  1 2   

Sب) با داشتن رأس و یک نقطه  Sy a(x x ) y  2   

axنقطه  3ج) با داشتن  bx c  2   

y  نمودار سهمی مقابل را رسم کنید. تمرین: x x  22 8 6   
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  پاسخ: 

  S S
( )bx y ( )a ( )


           28 2 2 2 8 2 6 22 2 2   

  
x

y f (x) 
1 2 3
0 2 0   

  
  

ي تعیین محل تلاقی هر منحنی با محور صفر قرار دهیم و برا xها کافی است به جاي براي تعیین محل تلاقی هر منحنی با محور عرض نکته:
  ر دهیم.صفر قرا yها کافی است به جاي طول

fآي بنابراین محل برخورد چندجمله (x) ax bx c  2 ها، نقطه با محور عرضf ( ) c0 .خواهد بود  

    
  هاي تابع)صفرهاي تابع (ریشه

fهاي معادله صفرهاي تابع همان جواب (x) 0 عه مقادیري از اند از مجمودر صورت وجود است که عبارتx  دامنه)fهـا ) که بـه ازاي آن
f (x)  صفر است، اگر نمودارf (x)  را رسم کنیم، صفرهايf  طول نقاط تلاقی نمودار با محورx.هاست  

  هاي تعیین صفرهاي معادله درجه دومروش
س هر یه کرده و سپرجه دوم را با استفاده از یکی از اتحادهاي زیر به عوامل درجه اول تجزدر صورت امکان و سهولت، معادله د) تجزیه: 1

  دهیم:یک از عوامل را برابر صفر قرار می
  اتحادهاي مهم در تجزیه عبارات جبري:

  a ab b (a b)   2 2 22   

  a b (a b)(a b)   2 2   

  x (a b)x ab (x a)(x b)     2   

axبه شکل  هر معادله bx c  2 aاعداد حقیقی و  cو  a ،bرا که در آن  0 0 نامیم.باشد، یک معادلۀ درجه دوم می  

  هاي حل معادلۀ درجه دومروش
  ) روش تجزیه1

ABدو عبارت جبري باشند و  Bو  Aاگر ضرب صفر: ویژگی حاصل 0گاه حداقل یکی از این دو عبارت صفر است. به عبارت دیگر:ن، آ  
  B 0  یاAB A  0 0   

تفاده ضرب دو عبارت جبري تجزیه کرده و سپس از ویژگی فوق اسدر حل معادلۀ درجه دوم به روش تجزیه، ابتدا معادلۀ درجه دوم را به حاصل
  کنیم.می

xمعادلۀ  :تمرین x  2 5 6   را به روش تجزیه حل کنید. 0
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xعبارت درجۀ دوم پاسـخ:  x 2 5 هـا ضرب آنکنیم. باید دو عدد مشخص کنیم که حاصلرا به کمک اتحاد جملۀ مشترك تجزیه می 6
  بنابراین: هستند. 3و  2باشد. این دو عدد،  5ها برابر جمع آنو حاصل 6برابر 

  
x x

x x (x )(x )
x x
    

            
2 2 0 2

5 6 2 3 0
3 0 3

   

  گیري) روش ریشه2
  کنیم:رود، بیان میگیري معروف بوده و در حل معادلۀ درجه دوم به کار میابتدا نکتۀ زیر را که به قاعدة ریشه

aیک عدد حقیقی و  aفرض کنید  نکته: 0 :باشد، در این صورت  x a x a   2   

axاگر در معادلۀ درجه دوم  bx c  2 0 ،b 0  و اعدادa  وc توان از این هاي این معادله، میالعلامه باشند، براي یافتن ریشهمختلف

c  روش استفاده کرد. در واقع داریم: cax c ax c x xa a
          2 2 20   

cالعلامه هستند، پسمختلف cو  aق فرض توجه کنید که چون طب
a باشد. بدیهی مثبت بوده و در نتیجه معادله داراي دو جواب قرینه می

  خواهد داشت.علامت باشند، معادله در این حالت ریشه نهم cو  aاست که اگر 

)معادلۀ تمرین:  x ) 22 1   ي حل کنید.گیررا به روش ریشه 25

)ÁoÃ¬ï¾zÄn x»n  پاسخ:  x ) x       22 1 25 2 1 25 5   
xهاي هر یک از معادله  2 1 xو  5   2 1   کنیم:را حل می 5

  
x x x x
x x x x
        

                 

2 1 5 2 5 1 2 6 3
2 1 5 2 5 1 2 4 2

   

  ) روش مربع کامل3
  مراحل حل یک معادلۀ درجه دم به روش مربع کامل، به صورت زیر است:

  کنیم.را در یک طرف نگه داشته و عدد ثابت را به طرف دیگر منتقل می xشامل مجهول ت ) جملا1

  برابر یک شود. x2کنیم تا ضریبعددي غیر از یک باشد، طرفین معادله را بر این ضریب تقسیم می x2) اگر ضریب2
  معادله به مربع کامل تبدیل شود. کنیم تا یک طرفرا اضافه می xصف ضریب ) به طرفین معادله، مربع ن3
  آوریم.هاي معادله را به دست میگیري ریشه) اگر دو طرف معادله مثبت باشد، به روش ریشه4

xمعادلۀ  تمرین: x 2 4   را به روش مربع کامل حل کنید. 0

H¼U ¾MKÄoò(x·کنیماضافه میرا  4به دو طرف معادله عدد پاسخ:  )   22 24 2 2 4:  

  ´ÄoÃ¬ïÂ¶ nm] x x
x x (x ) x

x x
   

                 
2 2 2 2 0

4 4 4 2 4 2 2
2 2 4

   

xدوم به روش مربع کامل، عبارتدر حل معادلات درجهنکته:  Ax2 توان با استفاده از فرمولرا میA Ax Ax (x ) ( )   2 2 2
2 به  2

  مربع کامل تبدیل کرد.

  یا دلتا) ) روش فرمول کلی (مبین4
axدر معادلۀ درجه دوم bx c  2 b، به عبارت0 ac2 معادله مبین یا دلتاي هاي معادله به علامت آن بستگی دارد، که وجود ریشه 4
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  ، داریم:ت دهیم. در این صورت با توجه به علامنمایش می گوییم و آن را با حرف می

bآ) اگر  ac   2 4   .ریشۀ حقیقی نداردباشد، معادله  0

bب) اگر  ac   2 4 مضاعف معادله گوییم و ریشۀیا مکرر مرتبۀ دوم می ریشۀ مضاعفباشد، معادله داراي یک ریشه است که به آن  0

bx  برابر است با: a  2   

bپ) اگر  ac   2 4   آید:است که از روابط زیر به دست می دو ریشۀ حقیقی متمایزباشد، معادله داراي  0

  b b,a a
        2 2   

xهاي معادلۀ ریشه تمرین: x  22 5 1   را با فرمول کلی به دست آورید. 0

aشده، ادلۀ دادهدر مع پاسخ:  2 ،b  5  وc  bرا از فرمول  باشد. مقدار می 1 ac  2   آوریم:به دست می 4

  

( )b
a ( )

b ac ( ) ( )( )
( )b

a ( )

                   
        

2 2

5 17 5 17
2 2 2 4

4 5 4 1 2 25 8 17
5 17 5 17

2 2 2 4
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  ه معادله درجه دوم:معادلات قابل تبدیل ب
شده در ابتداي فصل به هاي گفتهمرتب نموده و سپس با روش 2توان معادلات را به فرم درجه در بسیاري از موارد با استفاده از تغییر متغیر می

  حل آن بپردازیم.
  صفرهاي توابع زیر را پیدا کنید. تمرین:

  x x  4 22 3 x  (پ 0 x   2 1 2 x)  (ب 0 x) (x x)    2 2 23   (الف 2

x  (تمرین کتاب درسی)   x( ) ( )    
2 222 7 2 6 03 x)  (ث 3 ) (x )xx

   2
2

1 1   (ت 0
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Homework  
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  Homeworkپاسخ 
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BOX 2هاي معادلۀ درجه دومضرب ریشه: مجموع و حاصل  
axهاي معادلۀ ریشه و  اگر  bx c (a )   2 0   گاه:باشند، آن 0

bS(مجموع دو ریشه)    a        

D(تفاضل دو ریشه)    | | | a |
      

cPضرب دو ریشه) (حاصل   a     

x) بدون حل معادلۀ 1 تمرین: x  23 9 2   هاي معادله را به دست آورید.ضرب ریشه، مجموع و حاصل0

xهاي معادلۀ ریشه و  ) اگر 2 x  2 7 1   هاي زیر را به دست آورید.باشند، حاصل هر یک از عبارت 0

آ) 
 
1 ب)              1     

aشده، داده ) در معادلۀ1 پاسخ:  3 ،b  9  وc  bها برابر است. جمع ریشه 2
a ها برابر ضرب ریشهو حاصلc

a .است  

  b cS , Pa a
             9 9 233 3 3   

xهاي معادلۀضرب ریشه) مجموع و حاصل2 x  2 7 1 b  آوریم:را به دست می 0 cS , Pa a
           7 17 11 1   

S  آ) 
P

      
  
1 1 7 71   

ب) عبارت     را برابرA گیریم و حاصل در نظر میA2 آوریم:را به دست می  

  ´ÃºIwnïÂ¶ ·H¼U ¾MA A ( ) ( )                 
2 2 2 22 2   

  ´ÄoÃ¬Â¶ nm]S P A               2 2 7 2 1 7 2 9 3   

  عددي مثبت است، پس داریم: Aچون     3   
لـه، دانیم. براي این کار باید معادلۀ درجه دومی تشکیل دهیم. بـا حـل معادرا میها ضرب آنموع و حاصلخواهیم دو عددي را مشخص کنیم که مجدر بعضی از مسائل می

  هاي به دست آمده همان دو عدد موردنظر هستند.ریشه

  Pو  Sنوشتن معادلۀ درجه دوم با داشتن 
ها) را بـه ضرب ریشه(حاصل Pها) و (مجموع ریشه Sگاه براي نوشتن معادله، ابتدا آنهاي یک معادلۀ درجه دوم باشند، ریشه و  اگر 

x  دهیم:آوریم و سپس معادلۀ مقابل را تشکیل میدست می Sx P  2 0   

3هاي آن درجه دومی بنویسید که ریشهمعادلۀ تمرین: 3و  5   باشند. 5

با فرض  پاسخ:  3 و  5  3   آوریم:ها را به دست میضرب ریشه، مجموع و حاصل5

  S ( ) ( ) , P ( )( ) ( )                  2 23 5 3 5 6 3 5 3 5 3 5 9 5 4   

  x Sx P x x      2 20 6 4   :معادله 0
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  هاي تشریحیپرسش
x  معادله زیر را حل کنید. -1 x   6 32 11 40 0   

  
  
  

xهاي معادلۀ ضرب ریشهبدون حل معادله، مجموع و حاصل -2 x  25 11 1   را به دست آورید. 0

  
  
  

xهاي معادلۀ ریشه و  اگر  -3 x  2 8 4   هاي زیر را به دست آورید.یک از عبارتباشند، بدون حل معادله، حاصل هر  0

آ)       (ب    (پ
 
1 ت)    1  2 2   

  
  
  
  
  
  
  

xدر معادلۀ درجه دوم  -4 (m )x m    2 3 7   را طوري به دست آورید که: m، مقدار 0

  شود. 4ها برابر آ) مجموع ریشه

ها برابر ضرب ریشهب) حاصل 3
  شود. 2
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xدر معادلۀ  -5 ( m )x m   22 2 1   را طوري به دست آورید که: m، مقدار 0

  ها، قرینۀ ریشۀ دیگر باشد.آ) یکی از ریشه

  ها، عکس ریشۀ دیگر باشد.ب) یکی از ریشه

  ها، یک واحد بیشتر از دو برابر ریشۀ دیگر باشد.ی از ریشهپ) یک

  
  
  
  
  
  
  
  
  کتاب درسی) 13صفحۀ  2(مشابه کار در کلاس   باشد. 13و محیط آن  10طول و عرض مستطیلی را مشخص کنید که مساحت آن  - 6

  
  
  
  
  

xدر معادلۀ  -7 x m  22 8    و هر دو جواب را پیدا کنید. mباشد،  ها دو برابر جواب دیگر، اگر یکی از جواب0
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Homework  
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  Homeworkپاسخ 
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BOX 3کتاب درسی) 18تا  14(صفحه   : تابع درجه دوم  
yاز سال گذشته با خواص تابع درجۀ دوم  ax bx c  2 هـاي تـابع درجـۀ دوم ، ویژگیگوییم. در ابتـدا بـراي یـادآوريآشنایی داریم که نمودار آن را سهمی می

  گفته شده است.

  تابع درجه دوم
  سهمی

yهر معادله به شکل نمودار  ● ax bx c  2  را که در آنa ،b  وc اعداد حقیقی هستند وa 0 یک سهمی اقئم و یا به اختصار یک ،

a)گوییم. سهمی به معادلۀ سهمی می )y ax bx c   20:همواره به یکی از دو صورت مقابل است ،  

    
  گوییم.رأس سهمی می Sهاي بالا به نقطۀ در شکل ●
aاگر  ● 0 ترین نقطه یا مینیمم و اگر باشد، سهمی داراي پایینa 0 باشد که د رهر یباشد، سهمی داراي بالاترین نقطه یا ماکزیمم م

گذرد، خط تقارن یا محور تقارن چنین خط عمودي که از رأس سهمی میصورت نقطۀ مینیمم یا ماکزیمم سهمی همان رأس سهمی است. هم
  شود.سهمی نامیده می

a)خواص سهمی به معادلۀ  ) , y a(x )     20   
)S) نقطۀ 1 , )  .رأس این سهمی است  
x) خط به معادلۀ 2   .معادلۀ خط تقارن (محور تقارن) سهمی است  
a) اگر 3 0  باشد، دهانۀ سهمی رو به بالا و اگرa 0 شود.باشد، دهانۀ سهمی رو به پایین باز می  

گاه طول این دو رابر باشند، آنه به ازاي هر دو نقطۀ دلخواه از سهمی، اگر عرض این دو نقطه با هم بگیریم ک)، نتیجه می2از خاصیت ( نکته:
xنقطه نسبت به خط    .قرینۀ یکدیگرند  

a) خواص سهمی به معادله ) , y ax bx c   20   

)bS) نقطه به مختصات1 , )a a
 2   سهمی است.رأس این  4

bx) خط به معادلۀ 2 a    ، معادلۀ خط تقارن یا محور تقارن این سهمی است.2

a) اگر 3 0 دهانۀ سهمی رو به بالا و اگر ،a 0شود.، دهانۀ سهمی رو به پایین باز می  

aأس سهمی به کمک رابطۀ به جاي یافتن عرض نقطۀ ر تذکر:
 bxتوان طول رأس یعنی ، می4 a  را در معادلۀ سهمی قرار داد تـا  2

  عرض آن به دست آید.
  را تعیین کنید.ینیمم هر یک یک مینیمم؟ سپس مقدار ماکزیمم یا مهاي زیر ماکزیمم دارند و کدامیک از سهمیتمرین: تعیین کنید کدام

1 (y x x  23 12 5           2 (y x x   21 2   )15صفحه  1(مشابه کار در کلاس    13
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bxعددي مثبت است، پس سهمی داراي مینیمم است. طول نقطۀ مینیمم، x2) ضریب 1 پاسخ: a  bx  است: 2 a ( )
    12 22 2 3   

x  آید:ـرین مقدار سهمی به دست می، کمxبه جاي  2با قراردادن عدد  y ( ) ( )         22 3 2 12 2 5 12 24 5 7   
  است. 7ترین مقدار سهمی برابر پس کم

  عددي منفی است، پس سهمی داراي ماکزیمم است: x2) ضریب 2

bx  است. 2بیشترین مقدار سهمی برابر پس  ya ( )
                



22 13 3 2 3 1 3 6 1 22 1 32 3
   

  2صفرهاي تابع درجه 
fباید معادلۀ  fنامیم. بنابراین براي پیداکردن صفرهاي تابع ها را صفرهاي تابع میxنقاط برخورد نمودار یک تابع با محور  (x) 0  را حـل

fکنیم. در تابع درجه دوم (x) ax bx c  2توان تعداد صفرهاي تابع را به کمک علامت ، می .مشخص کرد  

fصفرهاي تابع  تمرین: (x) x x  23 4   را مشخص کنید. 1

fهاي معادلۀ ریشه پاسخ: (x) 0 صفرهاي تابع ،f باشند:می  f (x) x x , a , b , c        20 3 4 1 0 3 4 1   

  b bb ac ,a a
                      2 4 2 6 4 2 14 16 12 4 12 6 6 2 6 3   

fبه صورت  fگاه ضابطۀ تابع باشند، آن 2صفرهاي تابع درجه  و  نکته: اگر  (x) a(x )(x )     است که با داشتن یک فـرض
  را نیز به دست آورد. aتوان مقدار دیگر می

  کتاب درسی) 16(مشابه مثال صفحه   سهمی مقابل را بنویسید. معادلۀ تمرین:

    
ـــخ: ـــداد  پاس ـــودار، اع ـــه نم ـــه ب ـــا توج ب  3  و  ـــابع 1 ـــفرهاي ت ـــورت  f، ص ـــه ص ـــابع ب ـــابطۀ ت ـــس ض ـــتند. پ هس

f (x) a(x )(x ) a(x )(x )      3 )باشد. مختصات نقطۀ می 1 , )0   کند:در معادلۀ سهمی صدق می 1

  
x x

f ( ) a( )( ) a f (x) (x )(x ) (x x x ) x x
 

                   
2

2 2

2 3

1 1 1 1 20 1 0 3 0 1 1 3 1 3 3 13 3 3 3 3   

fهــا، برابــر بــا محــور عرض 2محــل برخــورد نمــودار تــابع درجــه  نکتــه: ( ) c0 باشــد. پــس عــدد میc  بــا ضــابطۀ  2در تــابع درجــۀ

f (x) ax bx c  2 رخورد نمودار آن با محور دهندة محل بنشانy.ها است  

axهاي معادلۀبحث روي علامت ریشه bx c  2 fو نمودار تابع  0 (x) ax bx c  2   
وجـود) را  صـورت هاي معادلـه (در، علامـت ریشـهPو  Sاسـتفاده از علامـت  هاي معادلۀ درجه دوم و فقط بـاست آوردن ریشهخواهیم بدون به ددر این قسمت می

  مشخص کنیم.

axفرض کنیم معادلۀ  bx c  2 داراي دو ریشۀ حقیقی و متمایز باشد، یعنی 0 0 ها، ابتـدا باشد. بـراي بحـث در علامـت ریشـه
cP a آوریم:ها) را به دست میضرب ریشه(حاصل  

P) اگر 1 0اند (یکی مثبت و دیگري منفی) و نمودار تابع العلامتگاه دو ریشۀ معادله مختلف، آنf :به یکی از دو حالت زیر است  
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cاگر  نکته:

a 0گاه ، آن  حتماً مثبت است، لذا فقط شرطc
a 0 کنیم.را بررسی می  

xبه عنوان مثال، در معادلۀ درجه دوم  x  23 11 1 0 ،cP a
  1
مثبت است) معادله داراي دو  حتماً عددي منفی است، پس ( 3

  ریشه، یکی مثبت و دیگري منفی است.

m)، معادلۀ m به ازاي چه مقادیري از تمرین: )x mx m    23 4 5   العلامت دارد؟دو ریشۀ مختلف 0

cPاگر  پاسخ: a العلامت دارد.گاه معادله دو ریشۀ مختلفعددي منفی باشد، آن  

  m  S¶°ø ¸ÃÃ÷Ucیا  5 mP ma m
     


5 0 33   

  
P) اگر 2 0 اند (هر دو ریشه مثبت و یا هر دو ریشه منفی هستند).العلامتگاه دو ریشه متحدضرب دو عدد، عددي مثبت است)، آن(حاصل  

  دهیم:ها) را تشکیل می(جمع ریشه Sها، بودن آنبودن هر دو ریشه و یا منفیبراي تشخیص مثبت
Sآ) اگر  0 اند.گاه هر دو ریشه مثبت(جمع دو عدد)، آن  

Sب) اگر  0 اند. بنابراین:گاه هر دو ریشه منفی(جمع دو عدد)، آن  

bS) شرط وجود دو ریشۀ حقیقی مثبت آن است که 1 نکته: a  0  ،cP a 0  و 0   

bSوجود دو ریشۀ حقیقی منفی آن است که ) شرط 2 a  0  ،cP a 0  و 0   

xهاي معادلۀ بدون حل معادله، علامت ریشه تمرین: x  23 7 1   را مشخص کنید. 0

bمعادله دو ریشۀ حقیقی متمایز دارد.   آوریم:دست میرا به  ابتدا  پاسخ: ac       2 4 49 12 37 0   

cPچنین هم a  1
bS  آوریم:را به دست می Sعددي مثبت است و در نتیجه هر دو ریشه متحدالعلامت هستند.  3 a    7

3   

S  عددي منفی است و چونS راي دو ریشـۀ ر دو مثبت یا هر دو منفی) است، پس دو عدد باید منفی باشند. لذا معادلـه داجمع دو عدد (ه
  باشد.حقیقی منفی می

  

P) اگر 3 0گاه ، آنc 0 هاباشد و در نتیجه ریشهمی 0  وb
a   باشند.می  

  م.را تعیین کنیم باید به نکتۀ زیر خیلی توجه کنی cو  a ،bت دوم داده شود و بخواهیم از روي نمودار، علاماگر نمودار تابع درجۀ

fنمودار تابع نکته:  (x) ax bx c  2  و(a )0 توانیم به کمـک آن علامـت ضـرایب داده شده است، میa ،b  وc  را بـا توجـه بـه
  توضیحات مشخص کنیم.

aاگر سهمی رو به بالا باشد،  :aعلامت  0  ،و اگر رو به پایین باشدa 0 باشد.می  

bx: طول رأس سهمی bعلامت  a    شود.تعیین می b، علامت xو علامت  aاست. با توجه به علامت  2
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fها، y: محل برخورد سهمی با محور cعلامت  ( ) c0  است. با توجه به محل برخورد، علامتc شود.تعیین می  

yهاي زیر، سهمی در هر یک از قسمت تمرین: ax bx c  2  رسم شده است. علامتa ،b  وc .را مشخص کنید  
  )17صفحه  3لاس (مشابه کار در ک  

1 (  2 (  

a  عددي مثبت است: x2) سهمی رو به بالاست، پس ضریب 1 پاسخ: 0   
f  اي با عرض منفی قطع کرده است، پس:ها را در نقطهyسهمی محور  ( ) c 0 0   

abx  چنین طول رأس سهمی منفی است، پس:هم b ba
       00 0 02   

باشد. رأس سهمی در ناحیۀ اول قرار دارد و در ناحیۀ اول، طـول عـددي مثبـت اسـت، عددي منفی می a) سهمی رو به پایین است، پس 2

  بنابراین:

Âÿ¹¶

bx ba


    0 02   

f  اي با عرض مثبت قطع کرده است، پس:ها را در نقطهyمحور  سهمی، ( ) c 0 0   

  هاي تشریحیپرسش
  در جاهاي خالی عبارت مناسب قرار دهید.  ●

aاگر  -1 0 گاه دهانۀ سهمی ، آنy ax bx c  2 .رو به ................... است  

yمقدار ماکزیمم سهمی  -2 x x   2 6   ....... است.برابر ............. 1

yمقدار مینیمم تابع  -3 x x  23 6   )1402(خرداد   برابر با ..................... است.  5

fصفرهاي تابع  -4 (x) x x  2 4   ، اعداد ..................... هستند.3

  یک نادرست است؟هاي زیر درست و کدامیک از عبارتکدام ●

yسهمی  -5 x x   22 4   داراي ماکزیمم است. 1

xمعادلۀ  - 6 x  2 6 7   )1402(خرداد   داراي دو ریشۀ مثبت است. 0

yمعادلۀ محور تقارن  -7 x x  2 6 x، خط 1  3 .است  

fمقدار ماکزیمم تابع  -8 (x) x x   22 8   )1402(خرداد   رابر با چند است؟ب 5

1 (2  2 (3  3 (2   4 (3   
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  کتاب درسی) 16صفحۀ  2(مشابه کار در کلاس   هاي زیر را مشخص کنید.هاي هر یک از معادلهها، علامت ریشهبدون حل و تعیین ریشه - 9 

xآ)  x  2 11 3 0   

xب)  x  25 12 7 0   

  
  
  

yهاي زیر، نمودار سهمی در هر یک از قسمت -10 ax bx c  2  رسم شده است. علامت ضرایبa ،b  وc .را مشخص کنید  

  کتاب درسی) 17صفحۀ  3(مشابه کار در کلاس   

  پ)   ب)    آ) 

  
  
  

کشی شود. اگر تنها شکل ایجاد کنیم. براي این کار لازم است سه ضلع محوطه نردهمستطیل ايقرار است در کنار یک رودخانه، محوطه -11

  مکن گردد.ممتر نرده را در اختیار داشته باشیم، ابعاد مستطیل را طوري تعیین کنید که مساحت آن بیشترین مقدار  120هزینۀ نصب 

  )15صفحۀ  2(مشابه کار در کلاس   

  
  
  

yسهمی  -12 ax bx c  2 :را با شرایط زیر رسم کنید  

cآ)  , b , a  0 0 0   

cب)  , b , a  0 0 0   
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  کتاب درسی) 18صفحۀ  6(مشابه تمرین   هاي زیر را بنویسید:معادلۀ سهمی -13

  ب)    آ) 

  
  

m)را طوري مشخص کنید که معادلۀ  mحدود  -14 )x (m )x    22 2 1 12   ، دو ریشۀ حقیقی منفی داشته باشد.0

  
  
  

متر  6قرار گرفته است. اگر محیط پنجره  30الساقین با زاویۀ رأس ه در بالاي آن یک مثلث متساوياي به شکل مربع داریم کپنجره -15

  کتاب درسی) 14مشابه مثال صفحۀ (  ترین نوردهی را داشته باشد؟باشد، طول ضلع مربع چند متر باشد تا پنجره کم

    
  

دایره در دو انتهاي آن در حال ساخت است. اگر محیط استادیوم با فرضاستادیومی به شکل مستطیل با دو نیم -16  متر باشد،  2100، 3

  کتاب درسی) 18صفحۀ  5(مشابه تمرین   ابعاد مستطیل را طوري بیابید که:

  تطیل حداکثر مقدار ممکن شود.آ) مساحت مس

  ب) مساحت استادیوم حداکثر مقدار ممکن شود. 
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Homework  
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  Homeworkپاسخ 
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BOX 4  :کتاب درسی) 24تا  19(صفحه   معادلات گویا و رادیکالی  
  چنین رش حل معادلات رادیکالی را خواهیم گفت.کنیم. همدر این قسمت معادلات گویا را حل میاید. آشنا شدههاي گویا در سال قبل با عبارت

  الف) معادلات گویا
  نامند.هاي گویا میاي باشند، عبارتها چندجملهکسرهایی را که صورت و مخرج آن تعریف:

 ن عبارت گویاآکه مخرج یک عبارت گویا صفر شود، مقدار مقدار یک عبارت گویا وقتی بامعنی است که مخرجش صفر نباشد. یعنی در حالتی 
  تعریف نشده است.

aحل معادلات گویاي  c
b d   

یک از دو کسر را که مخرج هیچکنیم و جواب با شرط آنکنیم، معادلۀ به دست آمده را حل میبراي حل این نوع معادلات طرفین وسطین می
  است.صفر نکند، قابل قبول 

xمعادلۀ  تمرین: x
x x

 


4 1 5
2   را حل کنید. 2

xپاسخ: 0  وx  2 هاي مخرج کسر هستند. ریشه  

  x x x( x ) (x )(x ) x x x x x x xx x
                


2 2 24 1 5 2 4 1 2 5 8 2 5 2 10 7 9 10 02 2   

  bb ac ( ) ( )( ) x x , xa
                    2 2 2 9 19 54 9 4 7 10 81 280 361 19 22 14 7   

  د، پس هر دو جواب قابل قبول است.یشۀ مخرج نیستنرهاي به دست آمده، یک از جوابهیچ

  ترین مضرب مشترك (ك.م.م):یادآوري: کوچک
ها است و براي محاسبۀ ك.م.م مخرج کسرها، کافی هاي آنترین مضرب مشترك بین مخرجمخرج مشترك بین دو یا چند کسر، همان کوچک

تر در عوامل غیرمشترك را به دسـت با نماي بزرگ ضرب عوامل مشتركاست در صورت امکان مخرج هر کسر را تجزیه کنیم، سپس حاصل
  آوریم.

آمده را حل کنیم و عبارت جبري به دستها ضرب میترین مضرب مشترك مخرجبراي حل معادلات گویا، دو طرف معادله را در کوچکنکته: 
  ا را صفر نکند.یک از کسرهکنیم که مخرج هیچهایی را قبول میهاي به دست آمده، آنکنیم. از بین جوابمی

x) معادلۀ 1 تمرین: xx x
  

2
5 4 21 22

  را حل کنید. 

x) اگر 2  xجواب معادلۀ  1 x
x a x a
   
 

2 2   را به دست آورید. aباشد، مقدار  1

x(x) ك.م.م مخرج کسرها برابر 1 پاسخ: ) x(xرا در  است. دو طرف معادله 2 )   کنیم:ضرب می 2

  (x ) x(x ) (x) x x x x x x              2 25 2 4 2 2 5 10 4 2 2 9 14 0   

  bb ac x ,x x , xa
               2

1 2 1 2
9 54 81 56 25 0 2 72 2   

xچون   xکند، غیر قابل قبول است و لذا معادله فقط یک ریشۀ حقیقی مخرج کسر معادله را صفر می 2    دارد. 7
  آوریم:را به دست می a، مقدار aدر معادله و حل معادله برحسب  xبه جاي  1با قراردادن عدد  )2

  x ( )x x
x a x a a a

       
   

1 2 12 2 1 21 11 1   
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yمستطیل طلایی است. اگر   xگاه باشد، آن 1  1 5
  است. 2

1عدد  عدد طلایی: 5
  گوییم.را عدد طلایی می 2

  ب) معادلات رادیکالی
  گوییم.رادیکالی میته باشد، یک معادلۀجود داشواي را که در آن عبارت رادیکالی شامل مجهول هر معادله تعریف:

xمعادلات مثال:  x  1 xو  4 x  32 2   ، معادلاتی رادیکالی هستند.5

 الی به تنهایی در یـک طـرفجا کرد که عبارت رادیکتوان جملات را طوري به طرفین تساوي جابهرادیکالی می براي حل یک معادلۀ نکته:
س از حل رسانی طرفین معادله و در صورت لزوم با تکرار این عمل، معادله را از شکل رادیکالی خارج نمود. پتساوي قرار گیرد. سپس با توان

  کنند.هاي حاصل در معادلۀ اولیه صدق میمعادله باید مطمئن شویم که جواب
  معادلات رادیکالی زیر را حل کنید. تمرین:

1 (x   2 3 0            2 (x x  4 2   
  پاسخ:

1 (  ´ÃºIwnÂ¶ ·H¼U¾Mx x x x            
22 3 0 2 3 2 9 9 2 11   

xبا قراردادن   )در معادلۀ اولیه  11 x )  2 3   آید:کنیم که تساوي عددي به وجود می، مشاهده می0

        11 2 3 9 3 3 3 0   

2(  ´ÃºIwnÂ¶ ·H¼U¾Mx x x x ( x) x x x x               
2 2 24 2 2 4 2 4 4 4 4   

  
x

x x x(x )
x x


           
2 0

5 0 5 0
5 0 5

   

x 0 کند:در معادلۀ اولیه صدق می  xx x        04 2 0 4 2 2 2   
xپس 0 باشد.جواب معادله می  

x  xکند، پساولیه صدق نمیدر معادلۀ 5    باشد:جواب معادله نمی 5

  xx x x         54 2 5 4 2 5 3 2   

خاب کنیـد. هاي صحیح را انتجا جواباولیه قرار دهید و از آن آورید را در معادلۀرادیکالی به دست می ةایی که در معادلۀحتماً جواب نکته:
  نکند.ها در معادلۀ اولیه صدق ممکن است بعضی از جواب

)Aهاي با رأس ABCالساقین مثلث متساوي تمرین: , ) 1 ،B( , )2 )Cو  1 , )1   کدام است؟ مفروض است.  BCو قاعدة  2
  الساقین است، بنابراین:متساوي Aدر رأس  ABCمثلث پاسخ: 

  ´ÃºIwnÂ¶ ·H¼U¾MAB AC ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )                 
22 2 2 2 2 22 1 1 1 2 1 2 4 1 1   

      24 4      24 1 2               1 4 2 2 8 2 6 3   
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  ( n)( a) ( a)   1 1 1 ( a)
a

 

31

1
( a) ( a)  1 1

a



2

1
( a)( a)   1 1   

  ( a) ( a) a a a a a a a a                      2 2 2 23 1 2 1 1 3 3 2 2 1 5 1 6 0   

  
a a

(a )(a )
a a
   

          

3 0 3
3 2 0

2 0 2
   

  کاربرد معادلات گویا
  شده توجه کنید.ها تقریباً یکسان است. به دقت به مثال حلیا در کتاب درسی مطرح شده است. نحوة نوشتن معادلهکاربرد معادلات گوال از ؤچند س

آمیزي بخواهد به تنهایی این ساختمان را رنـگ Aکنند. اگر نقاش آمیزي میساعت ساختمانی را رنگ 6با هم در  Bو  Aدو نقاش  تمـرین:
  کند؟آمیزي مینگربه تنهایی در چند ساعت این ساختمان را  Bدهد. نقاش کار را انجام میاین  Bساعت زودتر از نقاش  5کند، 

xکند، پس در هر ساعت آمیزي میساعت، این ساختمان را رنگ xدر  Bکنیم نقاش فرض پاسخ: 
کند. چـون آمیزي میساختمان را رنگ 1

xدر Aأهد، پس نقاش ین کار را انجام میا Bساعت زودتر از نقاش  A ،5نقاش   کند و در نتیجه آمیزي میساعت این ساختمان را رنگ 5

xدر یک ساعت،  
1

آمیزي سـاعت ایـن سـاختمان را رنـگ 6جایی که دو نفري در شود. از آنآمیزي میرنگ Aساختمان توسط نقاش  5

1پس در یک ساعتکنند، می
  شود، داریم:آمیزي میساختمان رنگ 6

  x(x ) x (x ) (x )x x x
      


6 51 1 1 16 5 55 6 x 

1
5

x(x ) (x ) x x(x )       16 5 6 5 6 56   

  x x x x x x , ( ) ( )( )             2 2 26 30 6 5 17 30 0 17 4 1 30 169   

  x bx a
         0 17 169 17 13 152 2 2   

  

  مستطیل طلایی:
گـوییم. یل باشـد، مسـتطیل طلایـی میع طول و عرض آن به طول آن برابر با نسبت طول بـه عـرض مسـتطمستطیلی را که نسبت مجمو

  باشد. طبق فرض، داریم: yو عرض آن،  xر مستطیل طلایی به دست آوریم. فرض کنیم طول مستطیل، خواهیم نسبت طول به عرض را دمی

  Æoø» Ï¼ö Ì¼µ\¶ Ï¼ö
Ï¼ö Æoø

x y y yx x x x ( )x y x x y x y
         1   

xAفرض کنیم  y  باشد، در این صورتy
x عکس ،x

y :است، پس  

  ( ) Ay A A A A Ax x A A
y

            2 21 1 11 1 1 0   

  

( )bA a ( )b ac ( )
bA a

                
     

2
1 5 1 5

2 2 1 24 1 4 1 5
1 5

2 2

   

1عدد 5
1تواند نسبت دو عدد مثبت باشد و در نتیجه غیر قابل قبول است. پسعددي منفی است، پس نمی 2 5

به عرض  نسبت طول 2
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  هاي تشریحیپرسش
  درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید. -1

xمجموعه جواب معادلۀ    3 1   )1402(شهریور   برابر تهی است. 0

  )96(خرداد   معادله زیر را حل کنید. -2

  x x x x
x xx x

    


2
2

2 2 1 1
22

   

  
  

t، معادلۀ kبه ازاي چه مقدار  -3 t k
t (t )

 
  

2
2 2

4 3
2 2 1 68

tداراي جواب    3 95(دي   است؟(  

  
  
  )1402(شهریور   باشد. تشکیل معادله و حل آن، مقدار این عدد را بیابید.می 2مجموع یک عدد صحیح با معکوسش برابر با  -4

  
  
گاه زمان ود، آنکیلومتر در ساعت افزوده ش 10کیلومتر طول دارد. اگر در مسیر برگشت، به سرعت قطار  75یک خط متروي بین شهري،  -5

  کتاب درسی) 20صفحۀ 2(مشابه فعالیت   شود. طول زمان رفت و برگشت این قطار را محاسبه کنید.تر میدقیقه کم 15بازگشت 

  
  
برابر دیگري باشد، حساب کنید هر یک  4ها آمیزي کنند. اگر سرعت کار یکی از آنساعت، ساختمانی را رنگ 4د در توانندو نفر با هم می -6

  کتاب درسی) 21(مشابه مثال صفحۀ   توانند این کار را انجام بدهند؟به تنهایی در چند ساعت می

  
  
 4ام دهند، ساعت و اگر دو نفر با هم انج 6هد، دهایی این کار را انجام دهند. اگر رضا به تنعلی و رضا ویرایش یک مجلۀ ادبی را انجام می -7

  کتاب درسی) 23صفحۀ  2(مشابه تمرین   دهد؟ساعت زمان نیاز است. علی به تنهایی در چند ساعت ویرایش مجله را انجام می
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  هر یک از معادلات زیر را حل کنید. -8

xآ)  x  2 1   )2140(خرداد    2

xب)  x 2 4   )1402(شهریور    1

xپ)  x 2    1402(خرداد(  

  
  
  
  کتاب درسی) 23صفحۀ  2(مشابه کار در کلاس   بدون حل معادله، توضیح دهید که چرا معادلات زیر فاقد ریشۀ حقیقی هستند؟ -9

xآ)   1 xب)    0 x   1 2 3 0   

xپ)  x   1 7 xت)    0 x   4 3 4   

  
  
  
  

  کتاب درسی) 24صفحۀ 4(مشابه تمرین   باشد. 20با تشکیل یک معادله، عدد صحیحی پیدا کنید که مجموع آن با جذرش برابر  -10

  
  

xاگر  -11  xیک جواب معادلۀ  2 a x a
a x x x

 


  )95(خرداد   باشد: 22

  را تعیین کنید. aآ) 

aب) به ازاي     هاي این معادله را در صورت وجود به دست آورید.ریشه 2

  
  
  

xمعادلۀ  -12 x   2 1    )1402(خرداد   چند ریشۀ حقیقی دارد؟ 0

  ) صفر4  3) 3  2) 2  1) 1

  



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  59 

Homework (1)  
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  Homework (1)پاسخ 
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Homework (2)  
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  Homework (2)پاسخ 
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  حسابان)  5تجربی و درس  1درس  1(فصل 
BOX 5(معادلۀ خط) کتاب درسی) 5تا  2(صفحه   : بخش اول هندسه تحلیلی  

کنیم و مسـائلی را حـل ري مـیالـب را یـادآوي و دو خـط عمـود آشـنایی داریـد. در ایـن بسـته، مطبا معادلۀ خط، رسم خط، نوشتن معادلۀ خط، دو خط متقاطع، دو خط مواز
  کنیم.می

  الف) معادلۀ خط
xکنیم. این دستگاه از دو محور عمود بر هماز دستگاه محورهاي مختصات دکارتی استفاده میبراي تعیین یک نقطه از صفحه، Ox  محور)

xها) وy Oy  محور)yنامند ها را یک ربع میکنند که هر کدام از آنها) تشکیل شده است و این محورها صفحه را به چهار ناحیه تقسیم می
,x)از صفحه، یک زوج مرتب Aو به هر نقطۀ  y) شود. از اعداد حقیقی متناظر میx  را طول نقطه وy نامند. علامت ض آن میرا عرx  وy  در

  چهار ناحیه در نمودار مقابل مشخص شده است:

    
,x)ها قرار داشته باشد، عرض آن صفر است، لذا مختصات آن به صورت xمحور اي روي ) اگر نقطه1 نکته:   باشد.می 0(

)است، لذا مختصات آن به صورت  ها قرار داشته باشد، طول آن صفرyاي روي محور ) اگر نقطه2 , y)0 باشد.می  
axمعادلۀ یک خط در دستگاه مختصات دکارتی به صورت  معادلۀ خط: by c  0  است که در آنa  وb زمان صفر نیستند، یعنی هم

a b 2 2 0   

  ب) رسم خط
ه از خط، نقط 2کردن مختصات یک خط و مشخصتوان با داشتن معادلۀگذرد، بنابراین میتمایز، فقط یک خط میدانیم از هر دو نقطۀ ممی

  نمودار آن را در دستگاه محورهاي مختصات رسم کرد.
xنمودار خط به معادلۀ  تمرین: y 2 3   را در دستگاه محورهاي مختصات رسم کنید. 6

  
  
  

  شیب خط
هاي همان دو نقطه. بـه عبـارت دیگـر اگـر هاي هر دو نقطۀ دلخواه روي آن به تفاضل طولط برابر است با نسبت تفاضل عرضشیب یک خ

A AA(x , y Bو  ( BB(x ,y Aدو نقطه روي یک خط باشند و  ( Bx x گاه:باشد، آن  B A
B A

y ym x x


 


  شیب خط

)Aشیب خط گذرنده از نقاط  مثال: , )1 )Bو  4 , )3 B  برابر است با: 2 A
B A

y y ( )m x x
     
 

2 4 6 33 1 2   
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  شیب خط با داشتن معادلۀ خط محاسبۀ

ax) اگر معادلۀ خط به صورت 1 by c  0 یا)ax by c باشد و (b 0گاه:، آن  KÄoò
KÄoò

x a
y b   شیب خط  

xشیب خط به معادلۀمثال:  y 2 3 KÄoòبرابر  1
KÄoò

x
y   2

  است. 3

y) اگر معادلۀ خط به صورت 2 mx h  گاه شیب خط برابر باشد، آنm ب (ضریx.است (  

yمثال: شیب خط به معادلۀ  x  1 mبرابر  32   1
  است. 2

  نکته:
بگـذرد، معادلـۀ آن بـه صـورت  (a,b)ها باشد، در این صورت شیب خط برابر صفر است و اگر خط از نقطۀ xموازي محور  Lاگر خط ) 1

y b  است. به عنوان مثال، خطy    ها است و شیب آن برابر صفر است. xموازي محور  1

    
بـه » بگـذرد، معادلـۀ آ (a,b)قطۀ شود و اگر خط از نشیب تعریف نمی Lها باشد، در این صورت براي خط yموازي محور  L) اگر خط 2

xصورت  a  است. به عنوان مثال، خطx  2  موازي محورy.ها است و این خط شیب ندارد  

    
  طول از مبدأ و عرض از مبدأ خط راست

,A(aها را در نقطۀ xمحور  Lبا توجه به شکل مقابل، خط  محور  Lچنین خط گوییم. هممی Lبدأ خط را طول از م aقطع کرده است،  0(
y ها را در نقطۀB( ,h)0  .قطع کرده استh  را عرض از مبدأ خطL گوییم.می  

    
yبه صورت  hو عرض از مبدأ  mمعادلۀ خط با شیب  نکته: mx h  باشد.می  
را در نظـر  یط یکـی از ایـن دو حالـتتوانیم معادلۀ خط را بنویسیم و باید در تمام مسائل نوشتن معادلۀ خـط، شـراو حالت میخواهیم معادلۀ خط را بنویسیم. در دحالا می
  بگیریم.

  پ) نوشتن معادلۀ خط
باشـد و خـط از نقطـۀ  mیسیم. هرگاه شیب خـط توانیم معادلۀ آن را بنواي از خط را داشته باشیم، میشیب خط و نقطهاگر حالـت اول: 
A(x ,y )1 y  آید:گاه معادلۀ خط از رابطۀ مقابل به دست میبگذرد، آن 1 y m(x x )  1 1   
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)Aمعادلۀ خطی را بنویسید که از نقطۀ  تمرین: , )1   باشد. 4بگذرد و شیب آن برابر  3
  

A(xتوانیم معادلۀ آن را بنویسیم. هرگاه خطی از نقاط یم، میاگر مختصات دو نقطه از خط را داشته باشحالت دوم:  ,y )1 B(xو  1 ,y )2 2 

yگاه شیب خط از رابطۀ بگذرد، آن ym x x





2 1
2 1

روي خط، مانند حالت اول معادلۀ  Bیا  Aآید و با در نظر گرفتن یکی از نقاط به دست می 

y  توان مستقیماً از رابطۀ مقابل استفاده کرد:نویسیم و یا میمی خط را yy y (x x ) , x xx x


   


2 1
1 1 2 1

2 1
   

)معادلۀ خطی را بنویسید که از دو نقطۀ  تمرین: , )2 )و  5 , )2   بگذرد. 7
  
  

xاگر نکته:  x1 x)گذرنده از دو نقطۀ گاه معادلۀ خط ، آن2 ,y )1 x)و  1 , y )2 xبه صورت  2 x yاست و اگر  1 y1 گاه معادلۀ ، آن2
yخط به صورت  y   باشد.می 1

  ت) وضعیت نسبی دو خط در صفحه
  اند و یا متقاطع.ا موازيدو خط در صفحه ی

  حالت اول: دو خط موازي
  اند.اگر دو خط همدیگر را قطع نکنند و یا بر هم منطبق باشند، دو خط موازي

  ها با هم برابر است و برعکس.گاه شیب آناگر دو خط با هم موازي باشند، آن نکته:
)معادلۀ خطی را بنویسید که از نقطۀ  تمرین: , )3 xبگذرد و موازي خط  4 y 5 3   باشد. 1

  
  حالت دوم: دو خط متقاطع

گوییم دو گاه میاند. در واقع اگر دو خط در صفحه همدیگر را در یک نقطه قطع کنند، آناگر دو خط در صفحه موازي نباشند، دو خط متقاطع
axخط متقاطع هستند و اگر  by c  0  وa x b y c    0 گاه با حل دستگاه دو معادله دو معادلۀ دو خط در صفحه باشند، آن

مجهولی 
ax by c
a x b y c

  
     

0
0

  آید.، محل تلاقی دو خط به دست می

xمعادلۀ خطی را بنویسید که از محل تلاقی دو خط به معادلات  تمرین: y  2 xو  5 y 2 )و نقطۀ  0 , )3   گذرد.می 5
  
  

  دو خط عمود بر هم
  شود.الات خوبی مطرح میؤودن آن است. با توجه به ویژگی مهم آن، سبهاي متقاطع بودن دو خط، عمود یکی از حالت

mmشیب دو خط باشند و  mو  mاگر  نکته:  1گاه دو خط بر هم عمودند. بنابراین شیب دو خط عمود بر هم، عکس و قرینۀ ، آن
  باشند.هم می
)معادلۀ خطی را بنویسید که از نقطۀ  تمرین: , )1 yبگذرد و بر خط به معادلۀ  4 x  2   عمود باشد. 3
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  هاي تشریحی:پرسش
  در جاهاي خالی عبارت مناسب قرار دهید. ●

  کند.از هر دو نقطۀ متمایز ................ یک خط عبور می -1

ها را در نقطۀ بـا y، محور Lشود و اگر خط نامیده می L، ............. خط  aگاه قطع کند، آن aها را در نقطۀ با طول x، محور Lاگر خط  -2

  شود.نامیده می L............. خط ، ....bگاه قطع کند، آن bعرض 

)معادلۀ خط گذرنده از نقطۀ  -3 , )0   برابر ................. است. 2و شیب  7

  دو خط موازي داراي .................. برابر هستند. -4

  هاي زیر را مشخص کنید.درستی یا نادرستی عبارت ●

xشیب خط  -5 y 2 5 برابر  11 2
  است. 5

  ها برابر یک است.xشیب هر خط موازي با محور  -6

xدو خط  -7 y 2 yو  1 x 2   )1402(شهریور   بر هم عمود هستند. 3

  کتاب درسی) 2صفحۀ  2(مشابه کار در کلاس   نید.هاي زیر را رسم کنمودار هر یک از خط -8

yآ)  x  2 xب)    5 y 2 xپ)    1 y 3 4 12   

xت)   1    (ثy  4   

  
  
  
  
  
  
  
  یسید.هاي زیر، معادلۀ خط را بنودر هر یک از قسمت -9

)آ) خط از نقطۀ  , )3 xبگذرد و با خط  0 y 5 3   کتاب درسی) 3صفحۀ  6(مشابه کار در کلاس   موازي باشد. 2

)ب) خط از نقطۀ  , )4 xبگذرد و عمود بر خط به معادلۀ  2 y 3 2   باشد. 4

  
  
  
  
  

)عادلۀ خط گذرنده از نقطۀ م -10 , )3 )و عمود بر خط گذرنده از دو نقطۀ  2 , )2 )و  0 , )1   را بنویسید. 6
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)معادلۀ خط گذرنده از نقطۀ  -11 , )3 xو نقطۀ تلاقی دو خط به معادلات  2 y 4 xو  1 y 2   را بنویسید. 7

  
  
  

xدو خط به معادلات  -12 ( m )y  3 2 1 mxو  4 y 7   کتاب درسی) 4صفحۀ  2(مشابه کار در کلاس   داده شده است. 11

  را طوري به دست آورید که دو خط با هم موازي باشند. mآ) مقدار 

  را طوري به دست آورید که دو خط بر هم عمود باشند. mقدار ب) م

  
  
  
  
  

xرا طوري به دست آورید که دو خط به معادلات  mمقدار  -13 ( m )y   2 4 )و  3 m)x (m )y   25 3 4 با هم موازي  7

  باشند.

  
  
  

)Aکه  ABCDمربع  -14 , )4 )Bو  1 , )6   کتاب درسی) 4صفحۀ  3(مشابه کار در کلاس   دو رأس مجاور آن هستند، مفروض است. 2

  را بیابید و معادلۀ آن را بنویسید. ABآ) شیب ضلع 

  را به دست آورید و معادلۀ آن را بنویسید. BCب) شیب ضلع 

)Dپ) اگر  , )1   را مشخص کنید. Cرأس یک رأس دیگر این مربع باشد، مختصات  11

  
  
  
  
  
  

)را طوري به دست آورید که نقاط  aمقدار  -15 , )3 1 ،( , )5 ,a)و  3 a )2   روي یک خط راست قرار داشته باشند. 1
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xهاي را طوري به دست آورید که سه خط به معادله mمقدار  -16 y  3 1 ،x y 3 2 m)و  8 )x my  1 از یک نقطـه  7

  بگذرند.

  
  
  
  

)Aکه  ABCDمربع  -17 , ) 3 )Bو  1 , )0   دو رأس مجاور آن هستند، مفروض است. 2

  را بنویسید. ABضلع  آ) معادلۀ

)Cب) اگر  ,a)3  وD( , a )0 2   را بیابید. Dو  Cهاي دو رأس دیگر مربع باشند، مختصات رأس 2
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Homework  

  



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  80 

  



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  81 

  



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  82 

  
  



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  83 

  Homeworkپاسخ 
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BOX 6  : کتاب درسی) 10تا  5(صفحه   هندسه تحلیلیبخش دوم  
هـا خط، قرینۀ نقطه نسبت به نقطۀ دیگر، معادلۀ عمودمنصف و فاصلۀ نقطه از خط را مطرح و بـه آندو نقطه، مختصات نقطۀ وسط پارهدر این بسته، مسائلی چون فاصلۀ 

  دهیم.پاسخ می

  الف) فاصلۀ دو نقطه
B  گاه:عرض در صفحه باشند، آندو نقطۀ هم Bو  A) اگر 1 AAB | x x |    
D  گاه:ول باشند، آنطدو نقطۀ هم Dو  C) اگر 2 CCD | y y |    

)Aطول مثال: فاصلۀ بین دو نقطۀ هم , )5 )Bو  2 , )5 |  برابر است با: 7 | ( ) |   7 2 ABهااختلاف بین عرض9 |   

A(xفاصلۀ دو نقطۀ  )3 ,y )1 B(xو  1 ,y )2 AB  برابر است با: 2 (x x ) (y y )   2 2
2 1 2 1   

)) فاصلۀ بین دو نقطۀ 1 تمرین: , )3 )و  2 , )1   را به دست آورید. 0
)A) اگر نقاط 2 , )1 )Bو  4 , )3   دو رأس مجاور یک مربع باشند، محیط و مساحت مربع را به دست آورید. 3
  
  
  
  
  

A(xنکته: فاصلۀ نقطۀ  ,y )1 OAتا مبدأ مختصات برابر  1 x y 2 2
1 )است. به عنوان مثال، فاصلۀ نقطۀ  1 , )6 تا مبدأ مختصات برابر  8

  2 26 8 100   باشد.می 10

اي ثابت در همان صفحه به نام مرکز، مقداري ثابت است. این مقدار ثابت را شعاع ها از نقطهنقاط در صفحه که فاصلۀ آناي از مجموعهدایره: 
  دهیم.نشان می Rگوییم و با دایره می

  بین این دو نقطه برابر اندازة شعاع دایره است. اي روي دایره و مرکز دایره داده شده باشد، فاصلۀاگر مختصات نقطه ●
)اي به مرکز دایره تمرین: , )3 )از نقطۀ  1 , )5 )گذشته است. شعاع این دایره را به دست آورید. آیا نقطۀ  2 , )6 بر روي محیط این دایره  2

  قرار دارد؟ چرا؟
  
  

  خطمختصات نقطۀ وسط پاره ب)
  کنیم.هاي زیر استفاده میها را در اختیار داریم، به دست بیاوریم، از فرمولخط را وقتی که مختصات آناگر بخواهیم مختصات وسط دو نقطه و یا یک پاره

A  گاه:باشد، آن ABوسط  Mها و xدو نقطۀ دلخواه روي محور  Bو  A) اگر 1 B
M

x xx 
 2   

C  گاه:باشد، آن CDوسط  Nها و yدو نقطۀ دلخواه روي محور  Dو  C) اگر 2 D
N

y yy 
 2   

  باشد. در این صورت: ABوسط  Mدو نقطۀ دلخواه در صفحۀ مختصات و  Bو  Aفرض کنیم ) 3

  » ÁIÀÏ¼ö Ì¼µ\¶ » ÁIÀÆoø Ì¼µ\¶ A B A BB A B A x x y yM ( , ) ( , ) 
 2 2 2 2   



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  99 

)Aنقاط  تمرین: , )5 1 ،B( , )1 )Cو  3 , )3   هستند. ABCهاي مثلث رأس 5
  را مشخص کنید. AB، نقطۀ وسط ضلع M) مختصات 1
  را به دست آورید. CM) طول میانۀ 2
  را بنویسید. CM) معادلۀ میانۀ 3
  
  
  
  

  پ) قرینۀ یک نقطه نسبت به نقطۀ دیگر
 Mنسبت به نقطـۀ  Aقرینۀ نقطۀ  Aگاه برسیم، آن Aو به همان اندازه امتداد دهیم تا به نقطۀ وصل کنیم  Mرا به نقطۀ  Aاگر نقطۀ 

    است.

Aقرینۀ نقطۀ  A) اگر 1 نکته: AA(x , y Mنسبت به نقطۀ  ( MM(x , y است و مختصات نقطۀ  AAخط وسط پاره Mگاه باشد، آن (
A آید:از فرمول مقابل به دست می  M A M AA ( x x , y y )  2 2   

Aقرینۀ نقطۀ  مثال: , )93 )Mنسبت به نقطۀ  1 , )2   است که در آن: Aنقطۀ  ،4
  M A M AA ( x x , y y ) ( , ( )) ( , )         2 2 2 2 3 2 4 1 1 9   

)P) قرینۀ نقطۀ 2 , )   نسبت به مبدأ مختصات، نقطۀP ( , )   .است  
خواهیم مختصات رأس چهارم را بـه دسـت طیل داده شده است و میمسائلی که در تمرینات کتاب مطرح شده است این است که مختصات سه رأس یک مستیکی از 

  کنیم.شود، استفاده میالاضلاع گفته میبیاوریم. براي این کار از نکتۀ بعدي که براي متوازي

A  گاه:الاضلاع باشد، آنمتوازي ABCDاگر چهارضلعی  نکته: C B D

A C B D

x x x x
y y y y

  
   

   

)Aاگر  تمرین: , )2 )Bو  1 , )3 )Cو  4 , )1   را به دست آورید. Dباشد، مختصات رأس  ACبا قطر  ABCDالاضلاع سه رأس متوازي 5
  
  
  

  ها نیز صادق است.الاضلاع هستند، بنابراین نکتۀ قبل براي آنمربع، مستطیل و لوزي حالت خاصی از متوازي تذکر:

  خطمنصف یک پارهت) عمود
کنیم و سپس شیب آن را کـه قرینـه و عکـس را مشخص می ABوسط  Mابتدا مختصات نقطۀ ، ABخط عمودمنصف پاره عمودمنصف:

  آوریم.است، به دست می Bو  Aشیب خط گذرنده از نقاط 
)Aدو نقطۀ  تمرین: , )3 )Bو  6 , )1   را بنویسید. ABخط عادلۀ عمودمنصف پارهاند. ممفروض 2

  
  
  

  خط به یک فاصله است.هاي مهم عمودمنصف آن است که فاصلۀ هر نقطه روي آن از دو سر پارهیکی از ویژگی نکته:
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قطه از خط، هاي خیلی مهم که باید آن را حفظ کنیم، فاصلۀ نقطه از خط است. از این فرمول علاوه بر به دست آوردن فاصلۀ نیکی از فرمول
  کنیم.براي به دست آوردن فاصلۀ بین دو خط موازي و طول ارتفاع در مثلث استفاده می

  ث) فاصلۀ نقطه از خط
ترین مسیر شود، یعنی کوتاهرسم می Lبر  Aخطی که از عمود برابر است با طول پاره Lتا  Aباشد، فاصلۀ  Lاي خارج از خط نقطه Aاگر  ●
  کنیم:ر براي محاسبۀ فاصلۀ نقطه از خط راست استفاده می؛ از فرمول زیLبه  Aاز 
x)به صورت  Aاگر مختصات نقطۀ  ● , y )0 axبه صورت  Lو معادلۀ خط  0 by c  0 گاه:باشد، آن  

         | ax by c |d
a b

 




0 0
2 2

   

  را انجام دهیم:براي استفاده از فرمول بالا، باید مراحل زیر  ●
  ) همۀ اجزاي معادلۀ خط در یک طرف تساوي باشند.1
x)، طول نقطه x) در معادلۀ خط به جاي 2 y)، عرض نقطه yو به جاي  0( کنیم و حاصـل دهیم و مساوي صفر را حذف میرا قرار می 0(

  دهیم.مثبت را در صورت کسر قرار می
  دهیم.آوریم و حاصل را در مخرج کسر قرار میرسانیم و جذر آن را به دست میمی 2) را به توان b(یعنی  y) و a(یعنی  x) ضرایب 3
  باشد.) فاصلۀ بین نقطه و خط می3) به قسمت (2) نسبت عدد قسمت (4

)A) فاصلۀ نقطۀ 1 تمرین: , )3 xاز خط به معادلۀ  2 y  4 3 1   کتاب درسی) 9صفحۀ  2(مشابه کار در کلاس   را به دست آورید. 0
x) خط 2 y  5 12 4 )Wاي به مرکز بر دایره 0 , )2   مماس است. اندازة شعاع دایره را بیابید. 1
  
  
  
  

ax) فاصلۀ مبدأ مختصات از خط به معادلۀ 1 نکته: by c  0 :برابر است با  | c |d
a b


2 2

   

A(x) فاصلۀ نقطۀ 2 , y )0 xاز خط  0 a  برابرd | x a | 0  و از خطy b  برابرd | y b | 0 .است  
)Aنقطۀ  فاصلۀ مثال: , )3 xاز خط  4  dبرابر  2 | |  3 2 yو از خط  1  5  برابرd | ( ) |   4 5   باشد.می 9

  فاصلۀ بین دو خط موازي
  اه روي یکی از خطوط در نظر بگیرید و فاصلۀ آن را از خط دیگر به دست آورید.براي به دست آوردن فاصلۀ بین دو خط موازي، یک نقطۀ دلخو

xفاصلۀ بین دو خط موازي به معادلات  تمرین: y  3 xو  0 y    را به دست آورید. 5
  
  
  

  کنیم و داریم:ا یکسان میبراي به دست آوردن فاصلۀ بین دو خط موازي، ابتدا ضرایب دو خط ر نکته:
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.k¹TvÀÁpH¼¶ ôi»j

a a
b b

ax by c | c c |d
a x b y c a b




    
     2 2

0
0

   

  هاي تشریحی:پرسش
)Aاگر  -1 , )3  وB( , )1   )9کتاب درسی صفحۀ  2مشابه تمرین (  به دست آورید. ABدو نقطه باشند، فاصلۀ مبدأ مختصات را از وسط  6

  
  
)Aنقاط  -2 , )4 4 ،B( , )0 )Cو  4 , )2   )9صفحۀ  3کتاب درسی و تمرین  6صفحۀ  1مشابه کار در کلاس (  را در نظر بگیرید. 2

  را رسم کنید. ABCآ) مثلث 

  الزاویه است.الساقین و قائممثلث متساوي ABCب) نشان دهید مثلث 

  آورید. پ) مساحت مثلث را به دست 

  
  
  
  
)Aاگر نقاط  -3 , )2 )Bو  4 , )5   دو رأس مجاور یک مربع باشند، محیط و مساحت مربع را به دست آورید. 8

  
  
)Aاگر  -4 , )2 )Bو  4 , )4   )1402خرداد (  را بیابید.دو سر قطر یک دایره باشند، مختصات مرکز دایره  2

  
  
)Aهاي مثلث با رأس -5 , )2 )Bو 4 , )3 )Cو 2 , )5   )کتاب درسی 7صفحۀ  1مشابه کار در کلاس (  را در نظر بگیرید. 4

  را مشخص کنید. BC، نقطۀ وسط ضلع Mآ) مختصات 

  آورید. را به دست AMب) طول میانۀ 

   را بنویسید. AMپ) معادلۀ میانۀ 
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  )کتاب درسی 7صفحۀ  2مشابه کار در کلاس (  شده، به سوالات زیر پاسخ دهید.با توجه به مختصات نقاط داده - 6

)Mآ) نقطۀ  , )5 )Aخط واصل بین دو نقطۀ وسط پاره 1 , )3   را بیابید. B است. مختصات نقطۀ Bو  2

)Aب) قرینۀ نقطۀ  , )3 )Mرا نسبت به نقطۀ  4 , )1   به دست آورید. 2

)را نسبت به نقطۀ  Bپ) قرینۀ نقطۀ  , )3   مشخص کنید. 0

)ت) قرینۀ نقطۀ  , )3    آورید. را نسبت به مبدأ مختصات به دست 5

  
  
  
  
)Aنقاط  -7 , ) 2 1  ،B( , )2 )Cو  1 , )3   )کتاب درسی 9صفحۀ  5مشابه تمرین (  سه رأس از یک مستطیل هستند. 1

  آ) مختصات رأس چهارم آن را مشخص کنید.

   ب) مساحت مستطیل را به دست آورید.

  
  
  
  
)Aدو نقطۀ  -8 , )3 )Bو  4 , )1   را بنویسید. ABخط اند. معادلۀ عمودمنصف پارهمفروض 0

  
  
  
  
)نقاط  -9 , )2 )و  0 , )4   دو رأس مقابل یک مربع هتند. معادلۀ قطرهاي این مربع را بنویسید. 2

  
  
  
  

)Aنقاط  -10 , )3 1  ،B( , )1 3  ،C( , ) 4 )Dو  1 , )4 اي مشخص کنید که فاصلۀ آن از هر چهار نقطه بـه یـک اند. نقطهمفروض 1

  )کتاب درسی 9صفحۀ  6مشابه تمرین (  اندازه باشد.
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)فاصلۀ نقطۀ  -11 , )4 xرا از دو خط به معادلات  6  2  وy    )کتاب درسی 9مشابه کار در کلاس صفحۀ (  به دست آورید. 5

  
  
  

)Aنقطۀ  -12 , )3 Lیکی از رئوس مربعی است که یک ضلع آن منطبق بر خط  0 : y x  باشد. مساحت این مربـع را بـه دسـت می 5

  )1402خرداد (  آورید.

  
  
  

)شعاع و مساحت دایره به مرکز اندازة  -13 , )1 yو مماس بر خط به معادلۀ  2 x 2   را به دست آورید. 5

  )کتاب درسی 9صفحۀ  2مشابه کار در کلاس (  

  
  
  

  )کتاب درسی 9صفحۀ  8مشابه تمرین (  ها را به دست آورید.اند و سپس فاصلۀ بین آنشده با هم موازيهید دو خط دادهابتدا نشان د -14

  x y , x y    2 2 7 4    

  
  
  

و طول و  37و  45به ترتیب  Aکیلومتر و طول و عرض جغرافیایی شهر  110اگر مسافت فیزیکی هر درجه طول و عرض جغرافیایی  -15

  )کتاب درسی 10صفحۀ  9مشابه تمرین (  چند کیلومتر است؟ Bو  Aباشد، فاصلۀ بین دو شهر  31و  37به ترتیب  Bعرض جغرافیایی شهر 

  
  
  
  

a)اگر قرینۀ نقطۀ  -16 ,b ) 1 )نسبت به نقطۀ 3 , )3 b)، نقطۀ 5 , a) 2  باشد، مقادیرa  وb .را به دست آورید  
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xخطوط  -17 y 3 4 xو  1 y 4 3 )Aمعادلات دو ضلع یک مستطیل و  5 , )1 ن است. مساحت مستطیل را به دست یک رأس آ 1

  آورید.

  
  
  

)Aبا سه رأس  ABCمثلث  -18 , )1 4  ،B( , ) 2 )Cو  2 , )4   مفروض است. 2

  را به دست آورید. BCوارد بر ضلع  آ) معادلۀ میانۀ

  را به دست آورید. AMب) طول میانۀ 

  را محاسبه کنید. BHتفاع پ) معادلۀ ار

  را به دست آورید. BHو ارتفاع  AMت) نقطۀ تلاقی میانۀ 

  را به دست آورید. ABCث) مساحت مثلث 
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  Homeworkپاسخ 
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Homework  
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  )1درس  1(ویژه حسابان فصل  مجموع جملات دنباله حسابی و هندسی
  روش گاوس

  S: Sumation  داریم: naو جمله آخر  a1ول در دنباله حسابی با جمله ا

  

n n n

n n n

n n n

S a a a a
S a a a a

S (a a ) (a a )







    
     

   

1 2 1

1 2 1

1 2 12




n

n
a a

(a a )


  
1

2 1
n

n
a a

(a a )


 
1

1
   

  n n n n
nS n(a a ) S (a a )    1 12 2   

na  جا که در دنباله حسابی داریم:از آن a (n )d  1 1   

  توان نوشت:پس می
n

n
a

nS (a a (n )d)   1 1 12    

  n
nS ( a (n )d)  12 12   

  n
n dS ( a dn d) n    2

122 2    

  قدرنسبت دنباله حسابی است. n2از درجه دوم است و دو برابر ضریب  nبینیم مجموع جملات دنباله حسابی برحسب می
متر  3متر از هم قرار دارند. فاصله توپ اول تا سبد نیز  3فاصله در یک مسابقه تعداد بسیاري توپ روي یک خط مستقیم و هر یک به  :تمرین

اي باید از کنار سبد شروع کرده توپ اول را بردارد و آن را تا سبد حمل کند و به سبد بیندازد، سپس به طرف توپ است (شکل زیر). دونده
متر دویده باشد؛ حساب کنید او جمعاً  918اگر این دونده در پایان  بعدي بدود و آن را بردارد و به داخل سبد بیندازد و این کار را ادامه دهد.

  چند توپ در سبد انداخته است؟
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دونده براي برداشتن توپ اول و قرار دادن آن در سبد باید مسافت  پاسخ: 3 3 متر و براي  12متر را طی کند؛ براي توپ دوم نیز باید  6
دهد. می 6و قدرنسبت  6شده در این مراحل، تشکیل یک دنباله حسابی با جمله اول هاي طی... طی کند. بنابراین مسافت متر و 18توپ سوم 

nS  شده در سبد باشد از فرمول مجموع جملات دنباله حسابی داریم:هاي انداختهتعداد توپ nاگر  ( a (n )d)  2 12   

  n ( (n ) ) n(n ) n(n ) n           918 12 1 6 306 1 17 18 1 172   

کنیم. تعداد کل وترهاي تشکیل شده را به دسـت نقطه متمایز قرار دارد. از هر نقطه به نقاط دیگر وصل می 20اي روي محیط دایره :ینتمر
  آورید.
 آید. با وصل نقطه دوم به نقاط دیگر (به غیر از نقطهوتر پدید می 19کنیم در این صورت نقطه اول را به هر یک از نقاط دیگر وصل می پاسخ:
شود. با ادامه این عمل وتر حاصل می 17کنیم. آید. سپس نقطه سوم را به نقاط دیگر غیر از نقاط اول و دوم وصل میوتر به دست می 18اول) 

)  تعداد وترهاي حاصل برابر است با: )       1919 18 17 2 1 1 19 1902   

  حل کرده و دو روش را با هم مقایسه کنید. توان حل کرد. آن رااین مسئله را با استفاده از ترکیبات نیز می تذکر:

  مجموع جملات دنباله هندسی
  در هر دنباله هندسی داریم:

  n
n n

a a a a

a a q a q a q a q  

1 2 3
2 1

1 1 1 1 1




   

        qدر طرفین ضرب  
n

n
n

n

S a a q a q a q

qS a q a q a q a q

     
     

2 1
1 1 1 1

2 3
1 1 1 1




   

  n n
n nqS S (a a q a q ) (a q a q )       1

1 1 1 1 1    

  n
nS ( q) a a q  1 11   

  
n

n
a ( q )S q





1 1

1   

  جملۀ اول دنباله هندسی زیر را به دست آورید. 10مجموعه  تمرین:

  , , ,1 1 1
8 4 2    

  
  

رود. این توپ را از زمین به هوا توپی داریم که از هر ارتفاعی رها شود پس از زمین خوردن به اندازه یک چهارم ارتفاع قبلی خود بالا می :تمرین
  کند؟متري برسد. این توپ پس از چهار بار برخورد با زمین چه مسافتی را طی می 10رتفاع ایم تا به اپرتاب کرده

n  نامیم. داریم:می nAامُین برخورد با زمین را  nارتفاع توپ قبل از  پاسخ: nA , A , A , , A


   1 2 3 1
10 10 1010 4 16 4

   

,n  دهد.والی توپ با زمین دنباله را تشکیل میشده توسط توپ بین هر دو برخورد متبنابراین مسافت طی , , ,
1

20 20 2020 4 16 4
   
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دنباله فوق یک دنباله هندسی با مجموع 
n

n
( )

S


 


11 420 11 4
  داریم: 

متر     
( )

S ( ( ) ) ( ) /


     
5

5
5

11 80 1 80 1420 1 1 26 643 3 4 3 1024
4

   

  :ايهاي چهارگزینهپرسش
xاگر  -1 , x , x 22 3 3   صعودي (افزایشی) بدهند، مجموع بیست جمله اول آن کدام است؟تشکیل یک دنباله حسابی  4

1 (/527 5   2 (/587 5   3 (/687 5   4 (/627 5   

}مربع کامل باشد، یعنی  کنیم که آخرین عدد هر گروهبندي میداد طبیعی متوالی را به طریقی دستهاع -2 },{ , , },1 2 3 4   مجموع اعداد ،

  واقع در دسته نهم کدام است؟

1 (1241  2 (1247  3 (1251  4 (1273  

باشد، جمله هفتم کـدام  14برابر مجموع دوازده جمله اول آن است. اگر جمله پنجم  3در یک دنباله حسابی مجموع بیست جمله اول،  -3

  است؟

1 (22  2 (24  3 (26  4 (28  

  است، مجموع نوزده جمله اول این دنباله کدام است؟ 40ر یک دنباله حسابی مجموع دو جمله نهم و یازدهم برابر د -4

1 (180  2 (210  3 (310  4 (380  

  ام است؟باشد. جمله یازدهم این دنباله کدمی 30و مجموع پنج جمله بعدي آن  15در یک دنباله حسابی، مجموع چهار جمله اول  -5

1 (5/7  2 (8  3 (5/8  4 (9  

xاز معادله  xمقدار  -6     2 6 18 54 6560 کدام است؟  
1 (4374  2 (6561  3 (3474  4 (5661  

هاي مساحتمفروض است. اگر اوساط اضلاع مربع را به هم متصل کنیم و این را همچنان ادامه دهیم، مجموع  cm2مربعی به طول ضلع  -7

  ، مربع اول در نظر گرفته شود.)2مربع اول به وجود آمده کدام است؟ (مربع به طول ضلع  10

1 (511
64   2 (1023

256   3 (511
128   4 (1023

128  

1شود، پس از زمین خوردن به اندازه پی داریم که از هر ارتفاعی رها تو -8
رود. این توپ را از زمین به هوا پرتاب ارتفاع قبلی خود بالا می 3

80بار برخورد به زمین  xمتري برسد. این توپ پس از  9ایم تا به ارتفاع کرده
  کدام است؟ xکند، متر مسافت طی می 3

1 (6  2 (5  3 (4  4 (3  

  
  
وپنجم این دنباله چند برابر ک دنباله هندسی، مجموع هفت جمله اول، شانزده برابر مجموع هفت جمله دوم آن دنباله است. جمله سیدر ی -9
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  ونهم آن است؟جمله چهل

1 (128  2 (256  3 (512  4 (64  

لات آن چهار برابر جملات با ردیف فرد باشد، قدرنسبت آن کدام د جملات یک دنباله هندسی، عددي زوج است. اگر مجموع تمام جمتعدا -10

  است؟

1 (3  2 (2  3 (1
2   4 (2

3   

  نامه:پاسخ
x  »4«زینۀ گ -1 , x , x 22 3 3 4   

  
¡.¡.ùx : , ,

x ( x ) ( x ) x x
x : , , d

 
         

  

2 2
1 1 1 1

2 2 3 3 4 2 5 7 0 7 49 29 9102 4 2 4
   

  n
nS ( a (n )d)  12 12   

  S ( ( ) ( )) ( ) /   20
20 9 2512 10 19 10 627 52 4 4   

  »1«ینۀ گز -2
  { } , { , , }, ,{ , , , }1 2 3 4 65 66 81    

  دستۀ نهم        ...  دستۀ دوم دستۀ اول  
aدسته نهم یک دنباله حسابی با جمله اول  1 dو  65    است، در نتیجه: 81و جمله آخر  1

  na a (n )d (n )( ) n        1 1 81 65 1 1 17   

  n n
nS (a a ) S ( )     1 17

17 65 81 12412 2   

  »1«گزینۀ  -3

  n
nS ( a (n )d)  12 12   

  S S ( a d) ( )( a d)    20 12 1 13 10 2 19 3 6 2 11   
  a d a d a d a d        1 1 1 110 95 18 99 8 4 0 2 0   

  a a d  5 1 4 14   

  
a d

a , d
a d

 
     

1
1

1

2 0
2 4

4 14
   

  a a d     7 1 6 2 24 22   
  »4«گزینۀ  -4

  a a a d a d a d         9 11 1 1 140 8 10 40 2 18 40   

  n
nS ( a (n )d) S ( a d)        1 19 1

19 192 1 2 18 40 3802 2 2   
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  »2«گزینۀ  -5

  n
nS ( a (n )d) S ( a d) a d         1 4 1 1

42 1 2 3 15 4 6 152 2   

  S (a a ) (a a ) ( a d) a d              9 1 4 5 9 1 1
915 30 45 2 8 45 4 52    

  
a d

a , d
a d

 
    

1
1

1

4 6 15 13 24 5
   

  a a d    11 1 10 3 5 8   
  »1« گزینۀ -6

  , , , ( ) 22 6 18 6 2 18 دنباله هندسی :  
  q  3   

  
n n

n
n

a ( q ) ( )S q
      
 

1 1 2 1 36560 3 1 65601 1 3   

  n n n    83 6561 3 3 8   
  جمله هشتم:

  n
na a q a    1 7

1 8 2 3 4374   

  x  4374   
  »4«گزینۀ  -7

Aمساحت مربع اول:  1 4   
Aمساحت مربع دوم:  2 2   

Aسوم: مساحت مربع  3 1   

    
  , , , q  14 2 1 2 دنباله هندسی :  

  
n

n
( ( ) )a ( q )S S ( ) S ( )q


       
 

10
1

10 10

14 11 1 1023 10232 8 1 81 1 1024 1024 1281 2
   

  »3«گزینۀ  -8
h  اُمین پرتاب: xارتفاع توپ قبل از  , h , h ,  1 2 39 3 1    

l  شده توپ بین هر دو برخورد متوالی توپ با زمین:و مسافت طی , l , l ,  1 2 318 6 2    
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  q  1
n: قدرنسبت         3 nS l l l   1 2    

  در دنباله هندسی داریم:

  
nn

n n n n

( ( ) )a ( q )S nq


           
 

1
4

118 11 80 1 80 1 1 1 13 1 41 3 1 81 813 3 3 31 3
   

  »2«گزینۀ  -9

  
n

n
a ( q )S q





1 1

1   

(مجموع هفت جمله دوم)     مجموع هفت جمله اول 16
  a a (a a )     1 7 8 1416    

  a ( q ) a ( q )( ) a aq q
 

  
 

7 7
1 8

1 8
1 116 161 1   

  a (a q ) q  7 7
1 1

116 16   

mدر دنباله هندسی داریم: نکته:  nm
n

a qa
   

  a q q ( ) ( )a q q
       35 49 14 2 2 235

14 749
1 1 1 16 2561

16
   

  »1«ینۀ گز -10

جمله اول:  nمجموع 
n

n
a ( q )S q





1 1

1   

qرد: قدرنسبت بین جملات ف q  2   

  تعداد جملات فرد:

n
m

m m
a ( q ) a ( (q )nm : S Sq q

 
    

2 21 1
2

1 1
2 1 1

   

  n mS S 4   

  
n na ( q ) a ( q ) q q qq qq

         
 

2
1 1

2
1 1 14 4 1 4 31 11

   



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  120 

Homework (1) 
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  Homework (1)پاسخ 

  



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  122 
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Homework (2)  
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  Homework (2)پاسخ 
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  هاي آنی: قدرمطلق و ویژگ4درس 
  و کنکور هر دو رشته) 4درس  1(ویژه حسابان فصل 

|که با  xقدرمطلق عدد حقیقی  x باشد که همواره ها تا مبدأ مختصات میشود، در اصل فاصله آن عدد بر روي محور طولنمایش داده می |
|عددي مثبت است. به عنوان مثال  | 5 |و  5 | 2   است. 2

fتابع  (x) | x | شود:هاي زیر نمایش داده مینامند که به فرمرا تابع قدرمطلق می  

  n nx x
f (x) | x | x .sgn(x) max(x, x) x

x x


      
2 20

0
     

  شود:(تابع علامت) به صورت مقابل تعریف می sgn(x)تابع نکته: 
x

sgn(x) x
x


 
 

1 0
0 0

1 0
      

xبه ازاي هر  تمرین: [ , ) 2  مقدار عبارتx x x x    2 24 4 4 2   را تعیین کنید. 1

x(x  پاسخ: ) ( x ) | x | | x | x ( x ) x              22 22 2 1 2 2 1 2 2 1 3   

  حاصل عبارت زیر را تعیین کنید. تمرین:    4 2 3 4 2 3 7 4 3   
  پاسخ: 

   
SLX¶ SLX¶ Âÿ¹¶

( ) ( ) ( ) | | | | | ( ) ( ) ( )                 2 2 23 1 3 1 3 2 3 1 3 1 3 2 3 1 3 1 2 3 3   

  ضابطۀ توابع زیر را بدون استفاده از قدرمطلق بنویسید و نمودار آن را رسم کنید. تمرین:
fالف)  (x) | x |  2 1 fب)                       1 (x) | | x | | 1   

  الف)پاسخ: 

                 
(x ) x x

f (x)
( (x )) x x

    
        

2 1 1 2 1 1
2 1 1 2 3 1

   

  ب)
x x x x

x f (x) | x | x f (x) | x |
x x x x
        

                 

1 0 1 1 1 0
0 1 0 1

1 1 1 1
   

  بنابراین:

            

   

x x
x x

f (x)
x x

x x

   
        
  

1 1
1 1 0

1 0 1
1 1
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  خواص قدرمطلق
  | x | 0 )1  

  | x | | x |  )2  

  | x |x| xy | | x | | y | , | |y | y |  )3  

  n kn n k k k| x | | x | (n ) | x | | x | x    2 2 2 2   
  | x | | y | x y    )5  

  
Ï¼L¤ ®MI¤ oÃü

a

a
x a

| x | a




   


0

0
 )6  

xعبارت  xبه ازاي چه مقادیري از  تمرین: x x   2 2 1   همواره برقرار است؟ 1
1 (x  1 1   2 (x  1   3 (x  1   4 (x  1   

  »3«گزینۀ  پاسخ:
  تر یا مساوي صفر بوده است:ق قرینه بیرون آمده است، پس عبارت داخل قدرمطلق کوچکجا که از قدرمطلاز آن

  (x ) | x | x x x         21 1 1 1 0 1   

|ها برابر است با:xبر روي محور  bو  aفاصله دو نقطه  نکته: a b |   
  باشد. 5براي  3و 1به طول   ها از دو نقطهها بیابید که مجموع فواصل آنxاعدادي روي محور  تمرین:

|   پاسخ: x | | x ( ) | | x | | x |         1 3 5 1 3 5   

  Ï¼L¤®MI¤oÃü
x : x x x x

x : x x

x : x x x x

           

          

        

73 1 3 5 2 7 2
3 1 1 3 5 4 5

31 1 3 5 2 3 2

            
x

x
x


   
   

3 1
1 0
3 0

   

xدقت کنید که جواب هر ضابطه، حتماً باید در بازه موردنظر باشد مثلاً  ●  7
xتعلق به بازه م 2  3 .است  

|a  نامعادلات شامل قدرمطلق: نکته: U | a a U a U a      0 2 2   

  a| U | a U a U a U a      0 2 2   
  معادلات و نامعادلات زیر را حل کنید. تمرین:

|الف)  x | 2 1 x)ب)    2 ) | x |    21 1 2 |پ)    0 x | | x x |   3 28 2 4   

|ت)  x | | x x |    24 3 2 |ث)    0 x | | x |  1 |ج)    2 | x | |  1 4 3   
  پاسخ: 

  
¡.¡.ù

a x | x | x
| x | a x a x

x


              
 

2
0 2

2
3 3 3

1 2
1

  (الف 

  ak k k| x | | x | x , | x | a a x a | x | | x |            02 2 2 21 1 2   (ب 0
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SLX¶ ½nH¼µÀ

( | x | )(| x | ) | x | | x | x x                     1 2 1 1 0 1 2 0 1 2 2 1 2 1 3   

  | xy | | x | | y | | x | | (x )(x x ) | | x x |         3 2 28 2 2 4 2   (پ 4

xجا که عبارت از آن x 2 2 داراي  4 0  وa 0شود.، پس همواره مثبت است و از قدرمطلق خارج می  

  | x | (x x )   22 2 4 x x  2 2 4 | x | x x          2 1 1 2 1 1 3   
  (ت  شه مشترك باشند.ها صفر باشند و داراي ریتک آنجمع چند عبارت همواره مثبت زمانی صفر است که تک

  ¥oTz¶ ¾zÄnx x
x

x x x ,

        
       

2

2
4 0 2

2
3 2 0 1 2

   

|  رساند. 2توان دو طرف رابطه را به توان براي حذف قدرمطلق می x | | x |  1   (ث 2

  ·H¼U (x ) (x ) x    2 2 2 21 2 x x   22 1 x x x        14 4 6 3 2   

  | | x | | | x | | x |            1 4 3 3 1 4 3 1 1   (ج 7

  
x x

x x x
     

            

1 1 7 2 8
1 1 7 0 6 6 0

   

|ید که معادله را طوري بیاب aحدود  تمرین: x | | a |   1 1   داراي جواب نباشد. 2

k{IMïÂµº JH¼] ÁHnHj  پاسخ: Âÿ¹¶jkø|x|| x | | a | | a | | a |
          1 2 1 2 1 0 1 2   

  a a a a         1 2 1 2 3 1    

  باشد:رو مینامساوي مثلث به صورت روبه نکته:
xy | x y | | x | | y |

| x y | | x | | y |
xy | x y | | x | | y |

    
         

0
0

   

|  رو را حل کنید.معادله روبه تمرین: x x | | x | | x |     2 22 3 1 2 2  

|  پاسخ: a b | | a | | b | ab (x )( x ) (x ) (x ) (x ) x                  2 20 1 2 2 0 2 1 1 0 1 0 1   

  نمودارهاي قدرمطلقی
|براي رسم نمودار تابع  f (x) fابتدا  | (x)  را رسم کرده، سپس بخشی از نمودار که زیر محورx هاست را نسبت به محورxکنیم.ها قرینه می  

  
  
  

|تا معادله قدر باشد چه kمقدار  تمرین: | x | | k 1 داراي سه ریشه باشد؟  
  پاسخ:
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yکه خط افقی بنابراین براي این k  نقطه قطع کند باید  3نمودار را درk 1 .باشد    
fابتدا نمودار تابع تمرین:  (x) | | x | |  fد. سپس معادله را رسم کنی 2 (x) 1 .(تمرین کتاب درسی)را به روش هندسی و جبري حل نمایید  

  پاسخ:

  
    اند از:هاي معادله عبارتجواب است که به روش جبري جواب 4معادله داراي 

  
| x | | x | x

| | x | |
| x | | x | x

      
          

2 1 3 3
2 1

2 1 1 1
   

fبراي رسم نمودار تابع  ( | x f ابتدا (| (x)  را رسم کرده، سپس بخشی از نمودار که سمت چپ محورyباشد را حذف کرده و به جاي ها می
  کنیم:ها جایگزین میyها قرار دارد را نسبت به محور yآن قرینه بخشی از نمودار که سمت راست محور 

  مثلاً:

    
  نمودار توابع خاص

y) تابع گلدان 1 | x a | | x b |      
    باشد که داراي خصوصیات زیر است:رو مینمودار تابع به فرم روبه

|کف گلدان  ● b a | ها را به دلخواه در تابع قرار داد.است که براي تعیین آن کافی است ریشه یکی از قدرمطلق  
  ت.اس 2و  2داراي دو خط با شیب  ●

aها به معادلۀ محور تقارن آن خط عمودي واقع در وسط ریشه ● bx    است. 2

|]برد تابع گلدانی  ● b a |, )   .است  
  
  

|هاي معادلات شامل گلدان: بحث در تعداد جواب نکته: x a | | x b | k      
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kالف) اگر  | b a |  :باشد، داراي دو جواب است    

kب) اگر  | b a |  شمار جواب باشد، معادله داراي بی(a x b)  :است    

kپ) اگر  | b a |  :باشد معادله داراي جواب نیست    

|را طوري بیابید که معادله  mحدود  تمرین: x | | x | m    2 1   داراي دو جواب باشد. 1
|  پاسخ: b a | | ( ) | m m         2 1 3 1 3 4   

|هاي معادله جواب تمرین: x | | x |  2   را تعیین کنید. 4
yجا که خط از آن پاسخ:  معادلـه خطـوط  ها کافی اسـتباشد پس داراي دو جواب است که براي تعیین جواببالاتر از کف گلدان می 4

  مورب گلدان را با تعیین علامت عبارت داخل قدرمطلق تعیین کنیم.

  
I) x y x x x x x
II) x y x x x x x

           
                
0 2 2 2 2 2 4 1

2 2 2 2 2 2 4 3     

fمساحت محدود به منحنی نمودار تابع  تمرین: (x) | x | | x |   2 yو خط  1 x قدر است؟چه  
yکرده که براي تعیین مساحت محصور بین منحنی و خط ابتدا نمودار تابع گلدان را رسم پاسخ:  x به معادلۀ شاخۀ سمت راست گلدون ،

xجا که احتیاج داریم. از آن  yاست، معادله خط مذکور به صورت  2 x 2   یم:آوراست؛ پس محل تلاقی دو خط را به دست می 3

  S   2 1 12    
y x

x , y
y x
 

    

2 3
3 3   

y) تابع سرسره: 2 | x a | | x b |      
  باشد که داراي خصوصیات زیر است:نمودار تابع به فرم زیر می

  است. 2 یا 2خط با شیب نمودار این توابع متشکل از دو نیم خط و یک پاره ●
,برد تابع  ● x | b a | 0 .است  

aها و به طول xاي روي محور مرکز تقارن، نقطه ● b
  است. 2

  
  

yطول خط شکسته نمودار تابع  تمرین: | x | | x |   1 xدر بازه  2 0   است؟ چند 2
  پاسخ: 
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  tn¼üIXÃÎ
a

: b b a b



       2 2 2
1

1 2 5 1 5
          

  ) تابع مربعی:3
|توابع به فرم  x a | | y b | k     در صفحه مختصات، محیط یک مربع به مرکز(a,b)  و قطرk2  و مساحتk22 .است  

    
|مختصات دو سر اقطار نمودار تابع  تمرین: x | | y |   1 2   را تعیین کنید. 3
  پاسخ:

    
|در توابع مربعی به فرم  mx a | | m y b | k     اگرm m  باشد، نمودار به صورت لوزي به مرکزa b( , )m m شود.تبدیل می  

  رت مجموع یا تفاضل چند قدرمطلق درجه اول:) تابع به صو4
nنمودار تابع  ny b | x a | b | x a | b | x a |      1 1 2 2  خط و متشکل از دو نیم(n )1 باشد.خط میپاره  

n) کردن این نقاط،هاي عبارات داخل قدرمطلق را تعیین کرده و از به هم وصلبراي رسم شکل ابتدا مقدار تابع به ازاي ریشه )1 خط حاصل پاره
  گذاري شود.خط ابتدا و انتهاي شکل کافی است عددي به دلخواه بعد از آخرین ریشه و قبل از اولین ریشه در تابع جايشود و براي تعیین دو نیممی

yنمودار تابع  تمرین: | x | | x | | x |    1 2 1   را رسم کنید. 3
  پاسخ:

  
x y
x y

x y


   

   


  


1 0
0 2
1 02

  هاي عبارات داخل قدرمطلق    ریشه

  شود.گذاري میخط، دو عدد به دلخواه در تابع جايبراي تعیین دو نیم
x
y

2 1
0 0   
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Homework (1)  
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  Homework (1) پاسخ
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Homework (2)  
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 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  151 
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  Homework (2)پاسخ 
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  فصل دوم: هندسه
  

BOX 1کتاب درسی) 30تا  26(صفحه   هاي هندسی: ترسیم  
  کنیم.شود را بررسی میکش و پرگار انجام میهاي هندسی که به کمک خطدر بستۀ اول، برخی از ترسیم

  هاي هندسیترسیم
کنیم. از پرگار براي رسم طول معلوم استفاده می خط باچنین براي رسم پارهگذرد و همکش براي رسم خطی که از دو نقطۀ معلوم میاز خط
  :نیم.اي که مرکز و شعاع آن معلوم باشد، استفاده میدایره

  دایره
رد و قرار دا Oاز نقطۀ  rدانیم هر نقطه که روي دایره قرار دارد به فاصلۀ دهیم. مینشان می C(O,r)را با  rو اندازة شعاع  Oدایره به مرکز 

,C(Oگیرد. به عنوان مثال، دایرة قرار می C(O,r)باشد، روي دایرة  rبرابر  Oاي که فاصلۀ آن از نقطۀ چنین هر نقطههم اي به ، دایره6(
rو اندازة شعاع  Oمرکز     واحد است. 6برابر  A(روي محیط دایره) از نقطۀ است. فاصلۀ هر نقطه روي این دایره  6

، بیشتر Oاي که خارج از دایره باشد، فاصلۀ آن از نقطۀ و هر نقطه rتر از ، کمOاي که درون دایره باشد، فاصلۀ آن از نقطۀ ) هر نقطه1 نکته:
  باشد.می rاز 

      
A OA r  .خارج دایره واقع است  A OA r  .روي دایره قرار دارد  A OA r  .درون دایره قرار دارد  

  کنیم.و شعاع فاصلۀ معلوم رسم می Oاي به مرکز ، با استفاده از پرگار دایرهO) براي پیداکردن نقطه (نقاط) به فاصلۀ معلوم از نقطۀ ثابت 2
متر  6برابر  Aها تا نقطۀ مشخص کنید که فاصلۀ آن dمتر از آن قرار دارد. نقاطی روي خط  4فاصلۀ خارج آن به  Aو نقطۀ  dتمرین: خط 

  باشد.
  متر باشد. 6برابر  Aها تا نقطۀ مشخص کنید که فاصلۀ آن dمتر از آن قرار دارد. نقاطی روي خط  4خارج آن به فاصلۀ  Aو نقطۀ  dخط  تمرین:
rو اندازة شعاع  Aمتر باشد، تما منقاط روي دایره به مرکز  6برابر  Aها تا نقطۀ لۀ آناي از نقاط که فاصمجموعه پاسخ:  متر است. به  6
  باشد.شده، جواب میرسم و دایرة dکنیم. محل تلاقی خط اي رسم میمتر دایره 6و اندازة شعاع  Aمرکز 

    باشند.ب می، جواdروي خط  Cو  Bمطابق شکل، دو نقطۀ 

از  rو به فاصلۀ  dکه موازي خط  dو dباشند، مجموعه نقاط روي دو خط می dاز خط ثابت  rتمام نقاطی از صفحه که به فاصلۀ  نکته:
  باشند:هستند، می dخط 

    
  

  مشخص کنید. dمتري از خط  2و  Aمتري از نقطۀ  4هایی به فاصلۀ دارد. نقطهقرار  dمتر از خط  2به فاصلۀ  A) نقطۀ 1 تمرین:
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  واحد رسم کنید. 5و  4، 2) مثلثی با طول اضلاع 2
باشند. از طرفی تمام نقاط می Aمتر از نقطۀ  4کنیم. تمام نقاط روي این دایره به فاصلۀ اي رسم میمتر دایره 4و شعاع  A) به مرکز 1 پاسخ:

و  dباشند. نقاط تلاقی دایره و این دو خـط مـوازي (متر از آن می 2و به فاصلۀ  d، نقاط روي دو خط به موازات dمتر از خط  2به فاصلۀ 
d جواب خواهند بود. بنابراین نقاط ،(B ،C  وDباشند.، جواب مسئله می  

    

    کنیم.واحد رسم می 5به طول  BCخط ) ابتدا پاره2
و  Bواحد و به مرکز  4و شعاع  Cواحد باشد. به مرکز  2برابر  Bو فاصله تا نقطۀ  4برابر  Cخواهیم که فاصلۀ آن تا نقطۀ می Aاي مانند نقطه

  باشد:کنیم. محل تلاقی این دو دایره جواب میهایی رسم میواحد دایره 2شعاع 

    
  هامثلثیادآوري از همنهشتی 

  دو مثلث در سه حالت همنهشت هستند: ●
  گاه آن دو مثلث همنهشت هستند.اگر سه ضلع از مثلثی با سه ضلع از مثلث دیگري برابر باشند، آنحالت اول: 

  ÆÆÆ( )
AB A B
AC A C ABC A B C
BC B C

 
  

      
  

      

ز یک مثلث دیگر بـا هـم برابـر باشـند، آن دو مثلـث ها اها از یک مثلث، با دو ضلع و زاویۀ بین آناگر دو ضلع و زاویۀ بین آنحالت دوم: 
  همنهشت هستند.

  Æp Æ( )
AB A B
ˆ ˆA A ABC A B C
AC A C

 
  


    

  

      

ها از مثلث دیگري برابر باشـند، آن دو مثلـث همنهشـت ها از یک مثلث با دو زاویه و ضلع بین آناگر دو زاویه و ضلع بین آن حالت سوم:
  هستند.

  Æp Æ( )
AB A B
ˆ ˆA A ABC A B C
AC A C

 
  


    

  
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  هاي برابر، با هم برابر هستند.رو به زاویهدر نوشتن اجزاي متناظر دقت کنید که اضلاع روبه تذکر:
  باشند:الزاویه به دو حالت زیر نیز همنهشت میدو مثلث قائم ●

گري برابر باشد، آن دو مثلث با هم الزاویۀ دیالزاویه، با وتر و یک ضلع قائمه از مثلث قائماگ روتر و یک ضلع قائمه از یک مثلث قائمحالت اول:
  همنهشت هستند.

  Æ »( )AB A B
ABC A B C

BC B C

         
     

دیگر با هم برابر باشند، آن دو مثلـث الزاویۀالزاویه با وتر و یک زاویۀ تند از مثلث قائماگر وتر و یک زاویۀ تند از یک مثلث قائمحالـت دوم: 
  همنهشت هستند.

  p »( )BC B C
ABC A B Cˆ ˆB B

       
 

     

  نویسیم.آوریم و سپس یک ویژگی مهم از عمودمنصف را به صورت یک قضیه میخط آشنایی دارید. ابتدا تعریف عمودمنصف را میبا تعریف عمودمنصف یک پاره

  برخی خواص عمودمنصف
  گذرد و بر آن عمود است.می ABوسط  M، خطی است که از نقطۀ ABخط عمودمنصف پاره تعریف:

    
  خط واصل این دو نقطه قرار دارد و برعکس.اي که فاصلۀ آن از دو نقطه به یک اندازه باشد، حتماً روي عمودمنصف پارهنقطههر  قضیه:
روي این عمودمنصـف قـرار دارد. طبـق ویژگـی عمودمنصـف  Mرسم شده است و نقطۀ  ABخط در شکل مقابل، عمودمنصف پارهمثال: 

MA MB .است  

    
وصل کنیم،  Cو  A ،Bرا به  Oکنند و اگر قطع می Oرا رسم کنیم، همدیگر را در یک نقطه مانند  ABCاگر سه عمودمنصف مثلث نکته: 

OAگاه آن OB OC  اي به مرکز و دایرهO  و شعاعOA از ،C  وB گذرد. این دایره را دایرة محیطی مثلث میABC گوییم.می  
  نویسیم.خط، با تعریف نیمساز یک زاویه آشنایی دارید. بعد از بیان تعریف نیمساز یک زاویه، یک ویژگی مهم از آن را به عنوان یک قضیه میمودمنصف پارهعهمانند 
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  برخی خواص نیمساز
  کند.نیمساز یک زاویه، خطی است که آن زاویه را به دو قسمت مساوي تقسیم می تعریف:

ˆگاه داریم: باشد، آن xOzنیمساز زاویۀ  Oy رو، اگردر شکل روبه ˆxOy yOz      

    
اي که از دو ضلع یک زاویه به یک فاصله باشد، روي هر نقطه روي نیمساز یک زاویه از دو ضلع زاویه به یک فاصله است و هر نقطه قضـیه:

  نیمساز آن زاویه قرار دارد.
گـاه روي نیمساز، دو عمود بر اضلاع زاویه رسم کنیم، آن M. اگر از نقطۀ (Oz)رسم شده است  xOyیۀ در شکل مقابل، نیمساز زاومثال: 

MH MH.  

    
سه عمود بر سه ضلع رسم کنیم تا  Oکنند و اگر از قطع می Oاي مانند را رسم کنیم، همدیگر را در نقطه ABCاگر سه نیمساز مثلث  نکته:

OHگاه قطع کنند، آن Hو  H ،Hدر اضلاع را  OH OH   اي به مرکز و دایرهO  و شعاعOH .بر سه ضلع مثلث مماس است ،
  گوییم.می ABCاین دایره را دایرة محاطی مثلث 
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  هاي تشریحی:پرسش
  قرار دهید.در جاهاي خالی، عبارت مناسب  ●

  توان رسم کرد. از یک نقطه خارج یک خط، .............. خط عمود بر آن خط می -1

  خط به یک فاصله است............... نقطه در صفحه وجود دارد که از دو سر یک پاره -2

  .... قرار دارد.ها از یک نقطۀ ثابت برابر مقداري ثابت است، روي .............نقاطی از صفحه که فاصلۀ آن -3

  ها از دو ضلع زاویه به یک اندازه است، روي ................ قرار دارند.نقاطی از صفحه که فاصلۀ آن -4

  )1402خرداد (  باشد.اي که سه رأس مثلث روي آن قرار دارند، نقطۀ برخورد ..................... میمرکز دایره -5

  باشد.مماس است، نقطۀ برخورد ................ می اي که بر سه ضلع مثلثمرکز دایره -6

  هاي سه سوال زیر را مشخص کنید.درستی یا نادرستی هر یک از عبارت ●

  توان رسم کرد.شمار خط موازي آن خط میاز هر نقطۀ غیرواقع بر یک خط، بی -7

,C(O واحد باشد، درون دایرة O ،4ها از نقطۀ ثابت نقاطی از صفحه که فاصلۀ آن -8   قرار دارند. 5(

  وجود دارد. Aواحد از نقطۀ  2و به فاصلۀ  dقرار دارد. فقط یک نقطه روي خط  dواحد از خط  2به فاصلۀ  Aنقطۀ  -9

  کنید.مشخص  Aاز نقطۀ  4و به فاصلۀ  dاي روي خط اند. نقطهاز آن داده شده 2غیرواقع بر آن و به فاصلۀ  Aو نقطۀ  dخط  -10

  )کتاب درسی 26صفحۀ  5مشابه فعالیت (  

  
  
  

  باشد را مشخص کنید. dشدة از خط داده kتمام نقاطی که به فاصلۀ  -11

  
  
  

  را مشخص کنید. dو یک متري از خط  Aقرار دارد. تمام نقاط به فاصلۀ دو متري از نقطۀ  dبه فاصلۀ یک متري از خط  Aنقطۀ  -12

  
  
  

  )کتاب درسی 26صفحۀ  6مشابه فعالیت (  واحد را توضیح دهید. 8و  7، 5ل اضلاع مراحل رسم مثلث با طو -13
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سه عمود  Oقطع کنند. از نقطۀ  Oرا رسم کنید تا همدیگر را در نقطۀ  Bو  Aهاي را رسم کنید. نیمسازهاي زاویه ABCمثلث دلخواه  -14

OH ،OH  وOH .کتاب درسی 30صفحۀ  3تمرین (  را بر سه ضلع مثلث رسم کنید(  

  گذرد.نیز می Hو  Hاي رسم کنید. نشان دهید این دایره از نقاط دایره OHو شعاع  Oآ) به مرکز 

  گذرد. می Oنیز از نقطۀ  Cب) نشان دهید نیمساز زاویۀ 

  
  
  
  

اي رسم کنید که بر سه ضلع مثلث قطع کنند. دایره Oکنیم تا همدیگر را در نقطۀ را رسم می Cو  B، نیمساز دو زاویۀ ABCدر مثلث  -15

  )1402شهریور (  مماس باشد. طریقۀ رسم دایره را توضیح دهید.

  
  

  )یکتاب درس 29صفحۀ  1تمرین (  اند.رو شدهمطابق شکل روبه CDو  ABخط دو پاره - 16

    
  نیز به یک فاصله باشد. Dو  Cبه یک فاصله باشد و از دو نقطۀ  Bو  Aاي بیابید که از دو نقطۀ آ) نقطه

 OAو به شعاع  Oاي به مرکز دایره Gباشد و  BCخط روي عمودمنصف پاره Oنامیم. اگر نقطۀ می Oب) نقطۀ موردنظر  در قسمت (آ) را 

  چه وضعیتی دارند؟ چرا؟ Gه دایرة نسبت ب ABCDهاي چهارضلعی باشد، رأس

  
  
  

به یک فاصله باشد. مسئله چند جواب  Bو  Aبیابید که از دو نقطۀ  dاي روي خط اند. نقطهدر یک صفحه واقع dو خط  Bو  Aدو نقطۀ  -17

  دارد؟ (بحث کنید.)

  
  
  

  قطر آن باشد. DEخط مفروض مربعی رسم کنید که پاره -18
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Homework (1)  
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  Homework (1)خ پاس
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Homework (2)  
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 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  175 
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  Homework (2)پاسخ 
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BOX 2کتاب درسی) 35تا  31(صفحه   : نسبت و تناسب ـ قضیۀ تالس  
  چنین قضیۀ پرکاربرد تالس و نتایج آن در این بسته آورده شده است.هاي آن، همتعریف نسبت و تناسب و ویژگی

  الف) نسبت و تناسب
bدو عدد حقیقی و  bو  aاگر  سبت و تناسب:ن 0  باشد، کسرa

b گوییم.را نسبت و تساوي بین دو نسبت را تناسب می  

aتذکر: در تناسب  c
b d ،a  وd  را طرفین وb  وc گوییم.را وسطین می  

  خواص تناسب
  چنین نتایج قضیۀ تالس را اثبات کرد.توان در حل مسائل استفاده کرد و همها میراي خواصی است که از آنتناسب دا

aاگر ) 1 c
b d گاه ، آنad bc  گوییم.می وسطین کردنطرفین، این عمل را  

xاز معادلۀ  تمرین: x 2 1 3
5   را به دست آورید. xمقدار ، 4

Ãõw» ¸ÃÎoöx¸  پاسخ: x ( x ) (x ) x x         2 1 3 4 2 1 5 3 8 4 5 155 4   

  x x x x         198 5 15 4 3 19 3   

  

adدو عدد حقیقی غیرصفر و  dو  bضرب به تناسب: اگر تبدیل حاصل) 2 bcگاه ، آنa c
b d   

a:ردن تناسب: اگر معکوس) 3 c
b dگاه ، آنb d

a c   

aتعویض جاي طرفین با وسطین: اگر ) 4 c
b d گاه ، آنc d

a b  وa b
c d   

aترکیب نسبت در صورت: اگر  )5 c
b d گاه ، آنa b c d

b d
    

aترکیب نسبت در مخرج: اگر ) 6 c
b d گاه ، آنa c

a b c d
 

   

چنین در ترکیب نسبت در دهیم. همکنیم و در مخرج تغییري نمیدر ترکیب نسبت در صورت، صورت کسر را با مخرج آن جمع می توجه:
  کنیم، بدون آن که تغییري در صور کسر ایجاد کنیم.مع میمخرج، مخرج کسر را با صورت کسر ج

xاگر  تمرین:
x 


8

4   را به دست آورید. xباشد، مقدار  7

Zoh¶nj KÃ¨oUx  پاسخ: x x xx x ( x)      
   

8 8 8 32
4 7 4 8 7 4 15 15   

  

aتفضیل نسبت در صورت: اگر  )7 c
b d گاه ، آنa b c d

b d
    

aفضیل نسبت در مخرج: اگر ت )8 c
b d گاه ، آنa c

a b c d
 

aیا   c
b a d c
 

   

yxاگر  تمرین:
x y
 

2
4 2 xباشد، نسبت  5

y .را به دست آورید  
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  کنیم:می ابتدا از تفضیل نسبت در مخرج استفاده پاسخ:

  y y yx x x x
x y (x ) x ( y ) y y      
     

2 2 2 8
4 2 5 4 2 5 2 4 5 5   

  
  پردازیم.ها، به تعریف استدلال استقرایی، استنتاجی و قضیه تالس میهاي آنبعد از تعریف نسبت و تناسب و بیان ویژگی

لال استقرایی روش گوییم. استدگیري کلی بر مبناي مجموعۀ محدودي از مشاهدات را استدلال استقرایی میروش نتیجهاستدلال استقرایی: 
  گیري از جزء به کل است.نتیجه
شود. نوع استدلال هاي فلزي در اثر حرارت، زیاد میگیرند که طول میلههاي فلزي مختلف در آزمایشگاه، نتیجه میاز حرارت دادن میله مثال:

  گیري، استدلال استقرایی است.براي این نتیجه

  گوییم.ایم، استدلال استنتاجی میها را پذیرفتههایی باشد که درستی آنگیري منطقی بر پایۀ واقعیتاس نتیجهبه استدلالی که بر اساستدلال استنتاجی: 

اي که از استدلال استقرایی به دست آمده باشد، مطمئن بود. اما وقتی از استدلال استنتاجی استفاده بودن نتیجهتوان به درست) نمی1 نکته:
  نتیجه همیشه درست است. کنیم، مطمئن هستیم کهمی
  گیري از کل به جزء است.) استدلال استنتاجی نتیجه2

آیند گوییم. اما ما به برخی نتایج مهم و پرکاربرد که با استدلال استنتاجی به دست میهر حکمی را که همیشه برقرار باشد، قضیه میقضیه: 
  گوییم.نیز قضیه می

  است. اثبات آن در تمرینات این بسته وجود دارد.در این قسمت صورت قضیۀ تالس آورده شده 
آورد بـا نسـبت هایی که روي یک ضلع پدید میخطگاه نسبت پارهاگر خطی با یک ضلع مثلث موازي باشد و دو ضلع دیگر را قطع کند، آن

  داریم: شکل مقابل، ABCکند، برابر است. به عبارت دیگر، در مثلث هایی که روي ضلع دیگر ایجاد میخطپاره

AD(رابطۀ جزء به جزء)     AEDE BC DB EC             

DEدر شکل مقابل،  تمرین: BC خط باشد. طول پارهمیAB .را به دست آورید  

    
u²IU ¾ã  پاسخ: Ãñ¤ AD AE xDE BC (x )( x ) xDB EC x x

       


3 2 12 4 3 2 242 4   

  x x x x x x , b ac ( ) ( )( )                 2 2 2 23 2 12 8 24 3 10 8 0 4 10 4 3 8 100 96 4   

  

bx AB xa ( )
bx AB xa ( )

           
            

10 2 2 5 2 122 2 3
10 2 4 20 265 2 22 2 3 3 3 3

   

  هاي دیگري را نتیجه گرفت:توان تناسباز قضیۀ تالس و خواص تناسب می ●
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  نتایج قضیۀ تالس
DEرو، اگر روبه ABCدر مثلث : 1نتیجه  BC گاه باشد، آنAD AE

AB AC  وDB EC
AB AC:زیرا ،  

Zoh¶ nj SLvº KÃ¨oUu²IU ¾ã Ãñ¤

Rn¼Å nj SLvº ®ÃñÿU

AD AE AD AEDE BC DB EC AD DB AE EC
AD AE AB AD AC AE DB EC
AB AC AB AC AB AC

   
 

      


  

DEشکل بالا، اگر  ABCدر مثلث  :2جه نتی BC گاه باشد، آنAB AC
DB CE :زیرا ،  

  Rn¼Å nj SLvº KÃ¨oUAD AE AD DB AE EC AB ACDE BC DB EC DB EC DB EC
         

BCرو، اگر روبه ABCمثلث  در تعمیم قضیۀ تالس:  DEگاه:، آن  

AD(رابطۀ جزء به کل)    AE DE
AB AC BC           

  کتاب درسی) 41صفحۀ  5(مشابه تمرین   را به دست آورید. yو  xاست. مقادیر  BCموازي  DEرو، در شکل روبه تمرین:

    
  در تناسب باشند، باید از تعمیم قضیۀ تالس استفاده کنیم: BCو  DEبراي آن که پاسخ: 

  AD AE DE x xDE BC AB AC BC (x ) x y x x y
         

      
9 12 4 9 12 4

9 2 12 3 7 12 3   

xابتدا از تساوي  x
 
9 12

7   آوریم:را به دست می x، مقدار 12

  9
x 



3
12

7
¸Ãõw»¸ÃÎoö ( x) ( x) x x x x xx              



4

3 12 4 7 36 3 28 4 36 28 4 3 812   

xاز تناسب 
x y


 

12 4
12   آوریم:، به دست میxبه جاي  8را با قراردادن عدد  y، مقدار 3

  y
 

 
1212 8 4

12 8 3  12
20 y yy     


3 20 233   
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  هاي تشریحی:پرسش
  د.در جاي خالی عبارت مناسب قرار دهی ●

  باشد.گیري از جزء به کل، استدلال ......................... میروش نتیجه -1

aاگر  -2 b
a b
 5 aگاه مقدار باشد، آن 4

b 1402شهریور (  باشد.برابر ............... می(  

  باشد.ایم، استدلال .................. میها را پذیرفتههایی که درستی آنگیري منطقی بر پایۀ واقعیتاستدلال بر اساس نتیجه -3

xنسبت  -4
y .کتاب درسی 41صفحۀ  2مشابه تمرین (  را به دست آورید(  

  x x
y y
 


2 4
2 5   

  
BCدر شکل مقابل،  -5 MN هاي خطاست. طول پارهMN  وAN .کتاب درسی 41صفحۀ  4مشابه تمرین (  را به دست آورید(  

    
  
  
STدر شکل زیر  - 6 BC  است. مقدارx  وy .1402خرداد (  را به دست آورید(  

    
  
  
MNدر ذوزنقۀ مقابل، اگر  -7 AB  باشد، مقدارx .را به دست آورید  
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yxاگر  -8 z  31 5
2 4 xو  2 y z  2   را به دست آورید. zو  x ،yباشد، هر یک از مقادیر  12

xها را در معادلـۀ نویسیم و آنمی tرا برحسب  zو  x ،yدهیم و سپس قرار می tشده را مساوي تناسب دادهپاسخ:  y z  2 قـرار  12
  کنیم:حل می tاخیر را برحسب دهیم. معادلۀ می

  

x t
x t x t

y yx z t t y t y t
z t z tz t

                      
       

1
2 1 2 2 1

3 31 5 3 4 4 32 4 2 4
5 2 2 55

2

   

  
x t

x y z ( t ) ( t ) ( t ) t t t y t
z t

    
                     
      

2 1 2 1 1
2 2 2 1 4 3 2 5 6 6 12 6 6 1 4 3 4 3 7

2 5 2 5 3
   

DEدر شکل مقابل  -9 BN  ،DN BC  ،AE  ENو  5    را به دست آورید. AC، اندازة  8
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BOX 3هاي دوشرطی ـ مثال نقض: عکس قضیه ـ برهان خلف ـ عکس قضیۀ تالس ـ قضیه  
  کتاب درسی 41تا  36صفحه   

ها وجود دارد که این روش، برهـان خلـف چنین روشی براي اثبات برخی از قضیههاي دوشرطی و مثال نقض داریم. همدر این بسته، مفاهیمی چون عکس قضیه، قضیه
  شوند.غورس و قضیۀ تالس به کمک برهان خلف ثابت میاست. عکس قضیۀ فیثا

  الف) عکس قضیه
  گوییم.میحکم قضیه و نتیجۀ جمله را  فرض قضیههر قضیه داراي قسمت شرطی و نتیجه است. قسمت شرطی را  تعریف:
الاضلاع بودن چهارضلعی فرض قضیه و ازي، متو»رو با هم برابرند.گاه اضلاع روبهالاضلاع باشد، آناگر یک چهارضلعی متوازي«در قضیۀ مثال: 

  رو، حکم این قضیه است.برابربودن اضلاع روبه
  شود.حاصل می عکس قضیهجا کنیم، اگر فرض و حکم یک قضیه را جابهعکس قضیه: 

  تواند درست یا نادرست باشد.عکس یک قضیه مینکته: 
  باشد:به صورت زیر می» جمع دو عدد فرد، عددي زوج است.«قضیۀ  مثال:

aگاه دو عدد فرد باشند، آن bو  aاگر قضیه:  b .عددي زوج است  
aاگر عکس قضیه:  b گاه عددي زوج باشد، آنa  وbباشند.دو عدد فرد می  

در این مثال، عکس قضیه نادرست است، براي مثال، 6 8   باشند.فرد نمی 8و  6یک از اعداد ي زوج است، ولی هیچعدد 14

هایی از فرض ممکن است هم در قضیه و هم در شود و قسمت}ا میبراي نوشتن عکس قضیه، قسمت اصلی فرض با حکم جابه معمولاًتذکر: 
  عکس آن ثابت باشند.

  باشد.ات به کمک برهان خلف، اثبات مستقیم نمیدر استدلال استنتاجی، اثبات مستقیم از فرض به حکم داریم اما در اثب ●

  ب) اثبات غیرمستقیم یا برهان خلف
گیریم. نوعی از استدلال که در مسائل ریاضی و هندسه به کار در استدلال استنتاجی، مستقیماً از درستی فرض، درستی حکم را نتیجه می ●

کنیم که حکم قضیه درست نباشد (فرض اي اثبات یک قضیه، ابتدا فرض میرود، برهان غیرمستقیم یا برهان خلف است. در این روش، برمی
رسیم و به این ترتیب فرض خلف باطل و درستی گاه با استفاده از استدلال استنتاجی به یک تناقض یا به یک نتیجۀ غیرممکن میخلف)، آن

  شود.حکم ثابت می
هاي اي، اگر بتـوانیم بـا دلیـل پاسـخکنیم. به عنوان مثال، در یک تست چهارگزینهدر زندگی روزانه نیز از اثبات غیرمستقیم استفاده می ●

  کنیم.گاه با اطمینان پاسخ درست را انتخاب مینادرست را رد کنیم، آن

  مراحل اثبات به روش برهان خلف:
  B  (حکم) A (فرض) :مسئله  

  
¢ÄI£e » ¢õ¹¶ ,Ï¯kTwH

Swnj .SvÃº Swnj 
» IÄ

Â£õ¹¶ Ç¤I¹U SwnjIº 

A A( )

( )B

 
     
 



1

2
     

کدام رسیم که هیچ) می2) یا (1طبق استدلال فوق، به یکی از نتایج ( Bدرست است، زیرا در صورت نادرستی  Bگیریم حکم تیجه میپس ن
  ـواند اتفاق بیفتد.نمی

  »نیز عددي زوج است. nگاه ، آنعددي زوج باشد n2و  nاگر«با استفاده از برهان خلف ثابت کنید تمرین: 
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  عددي زوج است.: فرض n2عددي زوج است. : حکم،  nابتدا پاسخ: 
  فرد باشد. nفرض کنیم حکم مسئله نادرست باشد و 

  
k

n k n ( k ) k k ( k k) k


            2 2 2 22 1 2 1 4 4 1 2 2 2 1 2 1   

  باید عددي زوج باشد. nناقض است. پس شود که با فرض مسئله در تیک عدد فرد می n2پس
  

ADرو، اگر در شکل روبهعکس قضیۀ تالس:  AE
DB ECگاه ، آنDE BC .  

    
گاهی عکس یک قضیه درست است، در این صورت عکس قضیه، خود نیز یک قضیه است. در این حالت قضـیه و عکـس  قضیۀ دوشرطی:

(بخوانید: اگر و تنها  هاي دوشرطی را با نماد گوییم. قضیهاي را قضیۀ دوشرطی میکنیم. چنین قضیهصورت یک قضیه بیان می قضیه را به
  کنیم.اگر) بیان می

  عکس قضیۀ زیر را بنویسید و سپس آن را به صورت یک قضیۀ دوشرطی بنویسید. تمرین:

ABگر ، اABCقضیه: در مثلث  AC گاه باشد، آنˆB̂ C   

B̂ˆ، اگر ABCعکس قضیه: در مثلث  پاسخ: Cگاه ، آنAB AC   

ABC ،ABقضیۀ دوشرطی: در مثلث  AC  است اگر و تنها اگرˆB̂ C   
  

  گوییم.همواره درست نیست، مثال نقض می دهد یک حکم کلی لزوماًبه مثالی که نشان می مثال نقض:
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  هاي تشریحی:پرسش
  در جاهاي خالی عبارت مناسب قرار دهید. ●

  شود.عکس قضیۀ تالس به کمک ..................... اثبات می -1

  کنیم.، از ..................... استفاده می»همۀ اعداد اول، فرد هستند«.... حکم کلی براي اثبات .................. -2

  براي نوشتن عکس قضیه باید جاي حکم و فرض را .................... . -3

  )1402خرداد (  کند، .................... ضلع سوم است.خطی که وسط دو ضلع را به هم وصل میدر هر مثلث هر پاره -4

  یک نادرست است؟هاي چهار سوال زیر درست و کدامیک از عبارتکدام ●

  عکس یک قضیه همواره درست است. -5

  )1402شهریور (  رسیم.در استدلال استقرایی از کل به جز می - 6

  کنیم.هاي دوشرطی استفاده میبراي قضیه از نماد  -7

  باشد.گیري کلی همواره برقرار نمیدهد یک نتیجهل است که نشان میمثال نقض نوعی استدلا -8

  )کتاب درسی 41صفحۀ  7مشابه تمرین (  هاي زیر را بنویسید.عکس هر یک از قضیه -9

  الزاویه، میانۀ وارد بر وتر نصف وتر است.آ) در مثلث قائم

  برابرند.شده بر دو ساق با هم الساقین، نیمسازهاي رسمب) در مثلث متساوي

  تر.تر است از ضلع مقابل به ارتفاع کوچکتر، کوچکگاه ضلع متناظر به ارتفاع بزرگپ) اگر در مثلثی دو ارتفاع نابرابر باشند، آن

  کنند.الاضلاع، قطرها همدیگر را نصف میت) در هر متوازي

  اند. اي مقابل آن چهارضلعی مکملهاي یک چهارضلعی روي دایره قرار داشته باشند، در این صورت زوایث) اگر رأس

  )کتاب درسی 41صفحۀ  9مشابه تمرین (  هاي کلی زیر، مثال نقض ارائه کنید.براي رد حدس -10

  هاي هر مثلث داخل مثلث واقع است.آ) ارتفاع

  ب) مساحت هر مثلث از مساحت هر مربع بیشتر است.

  قائمه هستند. گاه هر دو زاویهپ) اگر دو زاویه مکمل یکدیگر باشند، آن

  اند.ت) در هر مثلث، میانه و عمودمنصف متناظر به هر ضلع بر هم منطبق

n، عدد nث) به ازاي هر عدد طبیعی  n 2   )1402(خرداد   عددي اول است. 41
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Homework (1)  

  



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  193 
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  Homework (1)پاسخ 
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Homework (2)  

  

  



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  198 
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 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  200 
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  Homework (2)پاسخ 
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BOX 4کتاب درسی) 46تا  42(صفحه   ها: تشابه مثلث  
  شود.شود و در ادامه برخی از کاربردهاي آن نیز بیان میهاي تشابه دو مثلث گفته میاید. در این بسته، تعریف و حالتهاي گذشته آشنا شدهبا تعریف تشابه در سال

  هاتشابه مثلث
Aو  ABCثلث با توجه به مفهوم تشابه، دو م B C    متشابه هستند، هرگاه زوایاي متناظر با هم برابر باشند و نسبت اضلاع متناظر در دو

  مثلث یکسان باشد:

  
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA A , B B , C C

ABC A B C AB AC BC
A B A C B C

           
       

     

  گوییم.به نسبت دو ضلع متناظر در دو شکل متشابه، نسبت تشابه می نسبت تشابه:

  اند و نسبت تشابه برابر یک است.ل همنهشت با هم متشابه) هر دو شک1 نکته:
  کنیم.هاي نظیر استفاده می) در نوشتن نسبت اضلاع دو مثلث متشابه از تساوي زاویه2

  ها:قضیۀ اساسی تشابه مثلث
با مثلث بزرگ اولیه متشابه آید اگر خطی موازي یکی از اضلاع مثلث، دو ضلع دیگر را قطع کند، در این صورت مثلث کوچکی که به وجود می

  است.

  DE BC ADE ABC
 

        

  باشند:دو مثلث به سه حالت زیر متشابه می ●
  اند.هرگاه دو زاویه از مثلثی با دو زاویه از مثلث دیگر برابر باشند، دو مثلث متشابه قضیه:

  ˆ ˆ ˆ ˆA A , B B ABC A B C
 

             

گاه ایـن دو مثلـث بـا هـم الزاویۀ دیگر برابر باشند، آنالزاویه با یک زاویۀ تند از مثلث قائماز یک مثلث قائم اگر یک زاویۀ تندحالت خاص: 
  اند.متشابه

  ˆ ˆB Bˆ ˆC C ABC A B C
      90      

ابـر باشـند، دو مثلـث هـا برهاي دو ضلع از مثلث دیگر متناسب باشـند و زاویـۀ بـین آنهاي دو ضلع از مثلثی با اندازههرگاه اندازه قضیه:
  اند.متشابه
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  AB AC ˆ ˆ, A A ABC A B CA B A C
 

               

  اند.هاي سه ضلع از مثلث دیگر متناسب باشند، دو مثلث متشابههاي سه ضلع از مثلثی با اندازههرگاه اندازهقضیه: 

  AB AC BC ABC A B CA B A C B C
 

                

  اند.الزاویۀ دیگر متناسب باشند، آن دو مثلث متشابهو ضلع از مثلث قائماي با دالزاویهاگر دو ضلع از مثلث قائم حالت خاص:

  الزاویهروابط طولی در مثلث قائم
اند. از الزاویه در شکل وجود خواهد داشت که دو به دو با هم متشابهگاه سه مثلث قائمالزاویه، اگر ارتفاع وارد بر وتر رسم شود، آندر مثلث قائم

  آید.ی به دست میها روابطتشابه آن

ABCˆ(Aالزاویۀ با توجه به شکل در مثلث قائمنکته:  ) 90:داریم ،    
  اند.متشابه ABCچنین این دو مثلث با مثلث اصلی، یعنی مثلث اند و همبا هم متشابه AHCو  ABHهاي ) مثلث1

  اند.الزاویه، دو به دو با هم متشابهگاه سه مثلث قائمسم کنیم، آنالزاویه ارتفاع وارد بر وتر را ریعنی اگر در مثلث قائم

2 (AH BH .CH2 .یعنی ارتفاع وارد بر وتر، میانگین هندسی بین دو قطعۀ ایجادشده روي وتر است  

3 (AB BH .BC2  وAC CH .BC2  که در آنBH  وCH  تصویر قائم اضلاع به ترتیبAB  وAC  روي وترBC .هستند  
AH) از رابطۀ 4 .BC AB. AC توان براي به دست آوردن طول ارتفاع وارد بر وتر استفاده کرد.می  

  درسی)کتاب  45(مشابه کار در کلاس صفحۀ   شده را به دست آورید.رو، در هر قسمت، مقادیر خواستهبا توجه به شکل روبه تمرین:
    

1 (a ? , h ? , c , d   12 4   

2 (b ? , c ? , d , h   3 32   

AH) ابتدا از فرمول 1 پاسخ: BH .CH2 مقدار ،h آوریم.را به دست می  

  h c .d h        2 12 4 48 48 3 16 4 3   

ABاز فرمول  BH .BC2 مقدار ،a آوریم:را به دست می  a d(d c) ( ) a      2 4 4 12 64 8   

h) از فرمول 2 d .c2 مقدار ،c آوریم:را به دست می  h , d c c c        3 33 9 3 18 62 2   

ACاز فرمول  CH .CB2 مقدار ،b آوریم:را به دست می  

  b c(c d) ( )     2 36 6 62 
3 15

2
b     45 45 9 5 3 5   
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  شود.متناظر، مساحت و محیط دو مثلث متشابه با نسبت تشابه گفته می هايدر نکتۀ بعدي رابطۀ بین نسبت ارتفاع

Aو  ABCاگر دو مثلث  نکته: B C   ها متشابه و نسبت تشابه آنk :باشد، در این صورت  
  است.       kهاي متناظر برابر آ) نسبت ارتفاع

  است. k2ها برابر هاي آنب) نسبت مساحت
  است. kهاي دو مثلث متناظر برابر پ) نسبت محیط

Aبا مثلث  7و  5، 4با طول اضلاع  ABCمثلث  تمرین: B C    متشابه است. طول اضلاع مثلث  24با محیطA B C   چنین نسبت و هم
  هاي دو مثلث را به دست آورید.مساحت

ABبرابر  ABCمحیط مثلث پاسخ:  AC BC     4 5 7   باشد، داریم:می 16

  W±X¶ ôÃd¶
W±X¶ ôÃd¶

ABCAB AC BC
A B A C B C A B C            

16 2
24 3   

  

A B

A C /A B A C B C

B C /

    
              

    

3 4 62
4 5 7 2 3 5 7 53 2

3 7 10 52

   

kها برابر چنین نسبت مساحتهم ( )2 22
ABC  باشد، بنابراین:می 3

A B C

S ( )S   
 22 4

3 9   

  ها با نسبت تشابه برابر است.چنین نسبت میانهت نیمسازها و همدر دو مثلث متشابه، نسب نکته:

  هاي تشریحی:پرسش
  در جاهاي خالی عبارت مناسب قرار دهید. ●

  است. نسبت تشابه این دو مثلث .................... است. 6و  4طول اضلاع متناظر در دو مثلث متشابه  -1

3نسبت تشابه دو مثلث متشابه  -2
  هاي این دو مثلث برابر .................. است.است. نسبت مساحت 5

  اند.ها ................ باشد، دو مثلث متشابههاي دو ضلع از مثلث دیگر ............... باشند و زاویۀ بین آنهاي دو ضلع از مثلثی با اندازههرگاه اندازه -3

  .............. برابر هستند.دو خط موازي داراي ..... -4

  یک نادرست است؟هاي سه سوال زیر درست و کدامیک از عبارتکدام ●

  آید.هاي اضلاع مثلثی را به هم وصل کنیم، چهار مثلث متشابه با مثلث اولیه به وجود میاگر وسط -5

  اند.ب باشند و یک زاویۀ برابر نیز داشته باشد، دو مثلث متشابههاي دو ضلع از مثلث دیگر متناسهاي دو ضلع از مثلثی با اندازهاگر اندازه -6

  ها با توان دوم نسبت تشابه برابر است.در دو مثلث متشابه، نسبت محیط -7

4هاي دو مثلث متشابه برابر اگر نسبت مساحت -8
  )1402رداد خ(  باشد، نسبت نیمسازهاي آن برابر ................. است. 25

1 (16
625   2 (2

5   3 (4
5   4 (4

50   

و  متر و فاصلۀ بـین درخـت 8متر قرار دارد. اگر فاصلۀ شخص تا درخت  60مطابق شکل، یک دکل مخابراتی بالاي ساختمانی به ارتفاع  -9
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  )کتاب درسی 46صفحۀ  4مشابه تمرین (  متر باشد، ارتفاع دکل را به دست آورید. 20متر و ارتفاع درخت  32ساختمان 

    
خواهـد متر (مانند شکل) قرار گرفته است. فردي که در طرف دیگر رودخانه است، می 60بر دیوار یک کمپ نظامی نورافکنی به ارتفاع  -10

کند که طول سایۀ دهد و مشاهده میافکن محاسبه کند. براي این کار چوبی به طول یک متر را روي زمین قرار میفاصلۀ خود را تا پایۀ نور

  )کتاب درسی 46صفحۀ  4تمرین (  قدر است؟متر است. فاصلۀ این مرد تا پاي نورافکن چه 5چوب برابر 

    
  .اندباشند و دو مثلث متشابهموازي نمی CDو  ABدر شکل مقابل  -11

  هاي دو مثلث را به دست آورید.آ) نسبت مساحت

  تر را به دست آورید. واحد مربع باشد، مساحت مثلث بزرگ 12تر ب) اگر مساحت مثلث کوچک

  
  
  

AHباشد و  BCارتفاع وارد بر  AH، اگر Aبه رأس قائمۀ  ABCالزاویۀ در مثلث قائم -12 cm BHو  4 cm و  HCگاه اندازة ، آن2

BA .1402خرداد (  را به دست آورید(  

  
  
  

PQدر شکل مقابل  -13 BC .1402خرداد (  است(  

   را بیابید. xآ) مقدار 

   تر است؟تر چند برابر مساحت مثلث کوچکب) مساحت مثلث بزرگ
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Homework (1)  
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AB، داریم DABCدر مستطیل    11   AD   کنیم تا این قطر را رسم می BDعمودي بر قطر  A. از 2

ABقطع کند. ثابت کنید  Mرا در  DCو ضلع  Nدر  DM 4   

    

ABC ˆ(Aالزاویۀ در مثلث قائم   21    ) 90 ارتفاع وارد بر وتر، یعنی ،AH  کرده و از نقطـۀ را رسمH  عمـودي بـر ضـلعAC  رسـم

AHنامیم. ثابت کنید می Kکنیم و پاي عمود را می AB.HK2 .  
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  Homework (1)پاسخ 
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  هاي داخلی مثلث داریم:با استفاده از قضیۀ مجموع اندازة زاویه   11   

  
ˆˆADN : D A ˆ ˆD M
ˆˆADM : M A






  

 
  

1 1
1 1

1 1

90

90




       

ADM  یک زاویۀ حادة برابر دارند، پس: BADو  ADMالزاویۀ دو مثلث قائمدر نتیجه  BAD
 
   

ÆoÎ ¢Lö  در نتیجه: ABAD AB AB AB AB DMDM AD DM DMAB
      

1
2 4 41

2
   

  هاي داخلی مثلث داریم:با استفاده از قضیۀ مجموع زاویه   12   

  ˆ ˆA B 2 90   

ˆ  چنین: هم ˆ ˆBAC A A  2 1 90   

ˆ  شود:از دو تساوي اخیر نتیجه می ˆA B1   

ˆضمناً طبق فرض داریم  ˆH K  90 بنابراین دو مثلث .ABH  وHAK اند؛ در نتیجه:به حالت برابري دو زاویه متشابه  

  AH AB AH AB .HKHK AH  2  
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Homework (2)  
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  Homework (2)پاسخ 

  



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  224 
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  )1و فصل دوم حسابان  2(فصل سوم ریاضی  تابع
  

BOX 1کتاب درسی 48صفحه   : تابع و یادآوري  
  تابع

دقیقاً یک عضو  Aاي است که در آن به هر عضو مجموعۀ ، رابطهBبه  Aاز  fدو مجموعه باشند، در این صورت تابع  Bو  Aتابع: فرض کنید 
  دهند.و ... نمایش می f ،g ،hع را معمولاً با حروف نسبت داده شود. تواب Bاز مجموعۀ 

  هابودن آنهاي مختلف یک رابطه و شرط تابعنمایش
هاي زیر نمایش داد و توان به صورترا می Aو یا یک رابطه روي  Bبه  Aدو مجموعه باشند، در این صورت یک رابطه از  Bو  Aفرض کنید 

  یا توصیف نمود:
کنیم. رابطۀ بین دو مجموعه، در واقع همان وابستگی رابطۀ بین دو مجموعه را توصیف می ک یک یا چند جمله،به کم) توصیف رابطه: 1

  باشد.بین اعضاي دو مجموعه می
 Bدقیقاً یک عضو از مجموعۀ  Aتابع باشد آن است که این رابطه، به هر عضو مجموعۀ  Bبه مجموعۀ  Aکه یک رابطه از مجموعۀ شرط آن ●

  دهد. را نسبت
  هاي مرتب نمایش داد.اي از زوجتوان به صورت مجموعهیک رابطه را میهاي مرتب: ) مجموعۀ زوج2
توان گفت اول یکسان نباشند. به عبارتی می لفۀؤمتمایزي داراي مکه این رابطه تابع باشد، آن است که در آن هیچ دو زوج مرتب شرط آن ●

دوم این دو زوج  هايلفهؤمکه آن رابطه تابع باشد لازم است که اول یکسان باشند، براي آن هايلفهؤداراي ماگر در یک رابطه دو زوج مرتب 
  مرتب نیز یکسان باشند.

هاي هندسی مثل بیضی یا دایره یا ... قرار داده را داخل شکل Bو  Aهاي در این نمایش، اعضاي مجموعه) نمودار پیکانی (نمودار ونِ): 3
  کنیم.ها را به هم مربوط مییی آنهاو به کمک پیکان

  رسم شود. Bدقیقاً یک پیکان به اعضاي مجموعۀ  Aکه یک نمودار پیکانی تابع باشد آن است که از هر عضو مجموعۀ شرط آن ●
در سطر  هاي دوم رابطه راهاي اول رابطه را در سطر اول جدول و مولفهدر این نمایش، یک جدول دوسطري رسم کرده و مولفه) جدول: 4

  دهیم.دوم جدول و درست زیر مولفۀ اول نظیر آن قرار می
که یک رابطۀ جدولی تابع باشد، آن است که هیچ عضوي در سطر اول جدول به بیش از یک عضو در سـطر دوم آن نسـبت داده شرط آن ●

  نشود.
کنیم. در صـورتی کـه رابطـه بـه صـورت رسم می در این نمایش، دستگاه مختصات را رسم کرده و نمودار رابطه را) نمودار مختصاتی: 5

  کنیم.هاي مرتب باشد، آن را به صورت نقاطی در صفحۀ دستگاه مختصات مشخص میزوج
  ها، نمودار را حداکثر در یک نقطه قطع کند.که نمودار یک رابطه بیانگر یک تابع باشد، آن است که هر خط موازي محور عرضشرط آن ●

R، مجموعۀ mدار به ازاي چه مقتمرین:  {( , ),( , ),( ,m ),(m , )}    21 4 2 6 1 5 1   ، نمایش یک تابع است؟7
هاي دوم که این مجموعه نمایش یک تابع باشد، باید مولفهوجود دارد. براي آن 1دو زوج مرتب با مولفۀ اول یکسان  Rدر مجموعۀ  پاسخ:

m  ته باشیم:ها نیز با هم برابر باشند. در واقع باید داشآن m m      2 25 4 9 3   
mاگر   Rبه صورت  Rگاه مجموعۀ باشد، آن 3 {( , ),( , ), ( , )} 1 4 2 6 2 )آید که به خاطر وجود دو زوج مرتب متمایز درمی 7 , )2 و  6

( , )2   باشد.نمیبا مولفۀ اول یکسان، تابع  7
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mاگر   3 گاه مجموعۀ باشد، آنR  به صورتR {( , ),( , ),( , )}  1 4 2 6 4   آید که نمایش یک تابع است.درمی 7
  

  دامنه و برد تابع
اي اول یک تابع، دامنۀ هگاه به مجموعۀ تمام مولفههاي مرتب نمایش داده شده باشد، آناي از زوجاگر تابعی به صورت مجموعهدامنه و برد: 

  دهند.نمایش می fRو  fDرا به ترتیب با نماد  fشود. دامنه و برد تابع هاي دوم آن، برد آن تابع گفته میآن تابع و به مجموعۀ مولفه
ا مطالعه کنیم، در این صورت تنها به قسمتی از دامنۀ آن که مورد نیاز ممکن است در برخی از توابع بخواهیم بخش خاصی از آن ر قرارداد:

ترین دامنۀ ممکـن را بـراي آن در نظـر کنیم اما اگر ضابطۀ تابعی داده شده باشد و دامنۀ آن صریحاً گفته نشده باشد، بزرگاست اشاره می
  گیریم.می

(x,y)یک تابع و  fاگر مقدار تابع:  fگاه ، آنy  را مقدار تابعf  در نقطۀx گوییم و به صورت میy f (x) دهیم.نمایش می  
شود، ضابطه یا نمایش جبري که به صورت عبارت ریاضی بیان می fبه رابطه یا قانون بین اعضاي دامنه و برد تابع نمایش جبري یا ضابطه: 

fبا ضابطۀ  Bبه مجموعۀ  A از مجموعۀ fگوییم. تابع می fتابع  (x)  را به صورت
f : A B
x f (x)


 

دهیم. در این نمایش، مجموعۀ نمایش می 

A  همواره برابر دامنۀ تابعf  است. بنابراین در این نمایش، تابعf  قاعده یا قانونی است که به هر عضو مجموعۀA  (دامنۀ تابع) مانندxو  ، یک
fرا معمولاً با  yکند. عضو منحصر به فرد را نظیر می y(برد تابع) مانند  Bتنها یک عضو از مجموعۀ  (x) دهیم.نمایش می  

  »به هر عدد حقیقی، مربع آن عدد نسبت داده شود.«نمایش جبري تابع زیر را بنویسید.  تمرین:

yنسبت دهیم. بنابراین نمایش جبري این تابع به صورت  x2را باید به  xد، در این صورت یک عدد حقیقی باش xفرض کنیم پاسخ:  x یا  2

f (x) x   باشد.می 2

  مقدار تابع در یک نقطه از روي ضابطه
faفرض کنید  D صورت به باشد، در اینy f (a)  مقدار تابع ،f اي به طول در نقطهa گوییم. براي یافتن مقدار تابع میf  ،در یک نقطه

  وقتی ضابطۀ تابع را در اختیار داریم، کافی است آن نقطه را در ضابطۀ تابع به جاي متغیر آن قرار دهیم و مقدار تابع را به دست آوریم.

fاگر  تمرین: (x) x x  2   باشد؟می 5، مقدار تابع برابر xباشد، به ازاي چه مقداري از  3

fرا طوري به دست آوریم که  xباید پاسخ:  (x)  5 :شود  f (x) x x      5 2 3 5   
( ) ( )

( )( )

x x , x x x            1 2

21

5 52 5 0 3 0 32 2



x x:حدود   x x x ,       2 3 5 2 5 3   

  ´ÃºIwnïÂ¶ ·H¼U ¾Mx x ( x ) x x x x x x               
2 2 2 22 5 3 2 5 3 4 20 25 3 4 19 22 0   

  Ï¼L¤®MI¤oÃü
xx

(x )( x )
x x ( )

               

22 0
2 4 11 0 11 54 11 0 4 2

   

fهر تابع با ضابطۀ تابع خطی:  (x) ax b  گذاري آن است که اگر دامنۀ این تابع گوییم. دلیل این نامرا یک تابع خطی می  ،باشد
  باشد.راست می نمودار آن یک خط

دقیقاً به همان عضو در برد تابع نظیر شود. ضابطۀ تابع همـانی بـه صـورت  fگوییم، هرگاه هر عضو دامنۀ را همانی می fتابع تابع همانی: 
f (x) x  است. اگر دامنۀ تابع همانی برابر  ناحیۀ اول و سوم و در صورتی که دامنـه برابـر باشد، نمودار آن همان نیمساز  ،نباشـد

  باشد.نمودار این تابع بخشی از نیمساز ناحیۀ اول و سوم می
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  باشند:هر یک از توابع مقابل، یک تابع همانی می مثال:

  f {( , ), ( , ), ( , )}  1 1 2 2 3 3      

fهرگاه برد آن تنها شامل یک عضو باشد. ضابطۀ تابع ثابـت بـه صـورت گوییم، را ثابت می fتابع  تابع ثابت: (x) k ،(k )  .اسـت
  ها و یا بخشی از آن است.xنمودار تابع ثابت، خطی موازي محور 

fهاي خاصی از تابع خطی توابع ثابت و همانی، حالت تذکر: (x) ax b   هستند. (اگرb 0  وa  a، تابع همانی و اگر  1 0 تابع ،
  ثابت است.)

دیگر به گوییم. به عبارت اي مید، توابع چندجملههاي جبري از یک متغیر باشنايها، چندجملهتوابعی را که ضابطۀ آني: اتابع چندجمله

nتابع با ضابطۀ  n
n nf (x) a x a x a x a

    1
1 1 0  که در آنa0 ،a1 و ... ،na  اعداد حقیقی وnاي ، تابع چندجمله

  گوییم.می
  خواهد بود. اي داده نشده باشد، دامنۀ این توابع برابر مجموعۀ اعداد حقیقی، یعنی نۀ توابع چند جملهطور که قبلاً نیز گفتیم، اگر دامهمان

گوییم. ضابطۀ تابع قدرمطلق کند، تابع قدرمطلق میکه به هر مقدار در دامنۀ خود، قدرمطلق آن را در برد نظیر می fبه تابع تابع قدرمطلق: 
yورت به ص f (x) | x |  باشد. در صورتی که دامنۀ تابع قدرمطلق برابر می رو است:باشد، نمودار آن به صورت روبه  

    
و روي هر بخش گوییم، هرگاه دامنۀ آن شامل دو یا چند بخش باشد اي میاي یا قطعهرا چندضابطه fتابع اي): اي (قطعهتابع چندضابطه

  گوییم:اي میبا ضابطۀ مقابل را یک تابع چندضابطه fدامنه، ضابطۀ متفاوتی تعریف شود. به عبارت دیگر تابع 

  

n n

f (x) x D
f (x) x D

f(x)

f (x) x D


  

 

1 1
2 2
 

   

  باشد.، تهی میnD، ... وD1 ،D2دوي که در آن اشتراك دوبه

اي تابع قدرمطلق را به صورت تابع دوضابطه تذکر:
x x

f (x)
x x


  

0
0

  دهند.نیز نمایش می 
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  هاي تشریحی:پرسش
  جاهاي خالی را با عبارت مناسب پر کنید. ●

  یک رابطه، زمانی تابع است که هیچ دو زوج مرتب متمایزي در آن ............... . -1

  دار، زمانی بیانگر تابع است که هر خط ................. آن نمودار را ................ .یک نمو -2

  گویند.هاي دوم آن ................. میهاي اول یک تابع ................. و به مجموعۀ مولفهبه مجموعۀ مولفه -3

4- a  وb شده یک تابع باشد.را طوري تعیین کنید که رابطۀ داده  

  R {( ,a b),( , ), ( , ), ( ,a b)}  1 2 5 1 3 2    

  
  
  دامنه و برد هر یک از توابع زیر را به دست آورید.  -5

  ب)   آ) 

  
  
  
fداریم  fدر تابع خطی  -6 ( ) 1 fو  5 ( )  2   . ضابطۀ این تابع را تعیین کنید. 4

  
  
کنـد. اگـر قطع می 1اي به طول ها را در نقطهxو محور  2اي به عرض ها را در نقطهyور ، محfاي از درجۀ دوم نمودار تابع چندجمله -7

f ( ) 1 fباشد،  2 (   را به دست آورید. 2(

  
  
  
fاگر تابع  -8 {(a b, ),( ,a c),(b c, )}   1 2   را تعیین کنید. cو  a ،bهمانی باشد، مقادیر  3
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  را طوري تعیین کنید که نمودار پیکانی شکل مقابل مربوط به یک تابع ثابت باشد. cو  a ،bمقادیر  -9

    
  

  دامنه و برد تابع مقابل را به دست آورید. -10

  

x x

f (x) x x

x x

    
   

  

2

2 5 2 0
1 1 0 33

4 3

    

  
  

  نمودار توابع زیر را رسم کنید. -11

آ) 
x x

f (x)
x x
 

   

2 3 1
3 1

ب)    
x x x

f (x) x

x x

  


   

  

2

2

2 0
2 1 0

1 1
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BOX 2 :) کتاب درسی) 51تا  48(صفحه   ـ تساوي دو تابعو دامنه آن) توابع گویا انواع تابع  
yدر این بسته تعریف تابع گویا، نمودار تابع  x   شود.چنین تعریف تساوي دو تابع بررسی می، دامنۀ تابع گویا و هم1

  توابع گویاالف) 

p(x)fاش را بتوان به صورت به هر تابعی که ضابطهتعریف:  (x) q(x)  نوشت به طوري کهp(x)  وq(x) اي باشـند و دو تابع چندجملـه

q(x) 0  یعنی)q(x) گویند.اي صفر نباشد)، تابع گویا میهچندجمل  

x  باشد:رو یک تابع گویا میهر یک از توابع روبه مثال: xf (x) , g(x)x x
 

 

2
53 2 1

   

xyاما تابع  x
2باشد، زیرا ، تابع گویا نمیx اي نیست.چندجمله  

q(x)اي جملهتوان یکتوان یک تابع گویا در نظر گرفت. توجه کنید مخرج تمام این توابع را میاي را میهر تابع چندجملهنکته:   در نظر  1
  گرفت.

fتوابع مثال:  (x)  g(x)و  4 x   هایی از توابع گویا هستند.نمونه 2

fنمودار تابع گویاي  (x) x 1   

fنمودار تابع  (x) x }با دامنۀ  1 } 0 :به صورت مقابل است  

    

yهاي تابع ویژگی x   از روي نمودار 1

yبا توجه به نمودار  x yDبا دامنۀ  1 { }  0توان گفت:، می  

xتوان عدد صفر قرار داد و در نتیجه نمی xکند، پس به جاي ها را قطع نمیy) نمودار تابع محور 1 0 .در دامنۀ تابع قرار ندارد  

yنمودار تذکر:  x xها (خط yبه اندازة دلخواه به محور  1 0شود، اما محور ) نزدیک میyکند.ها را قطع نمی  

yکند، پس معادلۀ ها را قطع نمیx) نمودار تابع محور 2 0  جواب ندارد و در نتیجهy 0  در برد تـابعy x گیـرد، پـس قـرار نمی 1

yR { }  0   

yنمودار  تذکر: x yها (خط xبه اندازة دلخواه به محور  1 0شود، اما محور ) نزدیک میxکند.ها را قطع نمی  

yRبرد تابع  )3 { }  0  است (فقط به ازايy 0 مقداري براي ،x جود ندارد).و  
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  جایی)یادآوري از رسم نمودار یک تابع به کمک انتقال (جابه
  ها:yتغییرات نمودار در راستاي محور 

yفرض کنیم نمودار  f (x)  را در اختیار داشته باشیم وk 0 :عددي حقیقی باشد. در این صورت  
y) براي رسم نمودار 1 f (x) k  کافی است نمودار ،y f (x)  راk  واحد در جهت مثبت محورy.ها (به بالا) انتقال دهیم  
y) براي رسم نمودار 2 f (x) k   کافی است نمودار ،y f (x)  راk  واحد در جهت منفی محورy(به پایین) انتقال دهیم. ها  

  ها:xتغییرات نمودار در راستاي محور 
yفرض کنید نمودار  f (x)  را در اختیار داشته باشیم وk 0 :عددي حقیقی باشد. در این صورت  

y) براي رسم نمودار 1 f (x k)  کافی است نمودار ،y f (x)  راk  واحد در جهت مثبت محورx.ها (به سمت راست) منتقل کنیم  
y) براي رسم نمودار 2 f (x k)  کافی است نمودار ،y f (x)  راk  واحد در جهت منفی محورx.ها (به سمت چپ) منتقل کنیم  

yنمودار تابع  تمرین: x 

1   را به کمک انتقال رسم کنید. 21

yبا انتقال نمودار پاسـخ:  x yبه اندازة یک واحد به سمت راست، نمودار  1 x

1

yو با انتقال نمودار  1 x

1

واحد بـه  2به اندازة  1

yسمت بالا، نمودار  x 

1 xآید. در انتقال اول، خط به دست می 21 0  به اندازة یک واحد به سمت راسـت و در انتقـال دوم، خـط

y 0  کند:واحد به سمت بالا انتقال پیدا می 2به اندازة  

    
  y x 


1 21   y x


1

1   y x 1   

  دامنۀ توابع گویا
شود. به عنوان مثال، تابع گاه آن کسر تعریف نشده است و به ازاي بقیۀ مقادیر، مقدار کسر تعریف میاگر مخرج یک کسر برابر صفر باشد، آن

y x

1

xبه ازاي  1  xزیرا عبارت  تعریف نشده است، 1 
1

xبه ازاي  1  1معنی به صورت کسر بی 1
  آید. بنابراین:درمی 0

p(x)yاي و دو چندجمله q(x)و  p(x)اگر نکته:  f (x) q(x)  گاه دامنۀ تابع کسري گویا باشد، آنf مجموعۀ همۀ اعداد حقیقی به غیر ،

fD  (مخرج کسر) است، یعنی: q(x)هاي از ریشه {x | q(x) } {x | q(x) }     0 0    
 جـود) از (در صورت وهاي مخرج را دهیم و ریشهپس براي به دست آوردن دامنۀ توابع کسري گویا، مخرج کسر را مساوي صفر قرار می

  کنیم.حذف می

xfدامنۀ تابع  تمرین: (x)
x x


2

1
4

  را به دست آورید. 

  دهیم:یک تابع کسري گویا است، مخرج کسر را مساوي صفر قرار می f پاسخ:

  f
x

x x x(x ) D { , }
x x


            
2 0

4 0 4 0 0 4
4 0 4

   
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از  کـه دامنـۀ تـابع را قبـل بررسی تسـاوي دو تـابع اسـت. دقـت کنیـد ا تعریف کنیم. تعیین دامنۀ دو تابع اولین مرحله درخواهیم دو تابع مساوي ردر این قسمت می
  کردن تابع به دست آورید.ساده

  ب) تساوي دو تابع
fهاي را با ضابطه gو  fدو تابع  (x) 1  وxg(x) x  .در تابع در نظر بگیریدg  ،اگر بدون در نظرگرفتن دامنهx  را در صورت و مخرج کسر

g(x)به صورت  gساده کنیم، ضابطۀ تابع   ، fباشند. زیرا در تابع باشد. اما این دو تابع با هم برابر نمیمی fآید که همان ضابطۀ تابع درمی 1
fمقدار  ( x، براي gیک است ولی در تابع برابر  0( 0 .مقداري وجود ندارد  

  را برابر نامیم هرگاه:gو  fدو تابع تعریف: 
  با هم برابر باشند. gو دامنۀ  f) دامنۀ تابع 1
fاز این دامنۀ یکسان داشته باشیم:  x) براي هر 2 (x) g(x)   

  ها کاملاً روي هم قرار گیرد.ت رسم دو تابع، باید نمودار آنبه عبارت دیگر در صور

fهاي آیا دو تابع با ضابطهتمرین:  (x) x  وx xg(x)
x




3
2 1

  با هم برابرند؟ چرا؟ 

  آوریم:ابتدا دامنۀ هر یک از دو تابع را به دست میپاسخ: 
f پس: اي از درجۀ یک است،جملهتابع یک  fD     

g :یک تابع گویا است، داریم  gD    غیرممکنx x    2 21 0 1   
  کنیم:را ساده می gبا هم برابرند و در نتیجه شرط اول برقرار است. تابع  gو  fدامنۀ توابع 

  
x (x )x xg(x)

x

 


23
2

1
1 x 2 1

x f (x)    

  با هم برابرند. gو  fدو تابع برقرار است، بنابراین دو تابع  شرط دوم تساوي

  توان به ضابطۀ تابع دیگر رسید.کردن یکی میدو تابع مساوي ظاهري متفاوت دارند، اما با سادهنکته: 
  توان بیان کرد:تساوي دو تابع را به صورت زیر نیز می ●

fمتعلق به دامنۀ یکسان دو تابع، xبا هم برابر و به ازاي هر  gو  fاگر دامنۀ دو تابع  (x) g(x) گاه دو تابع با هم مساوي هستند.باشد، آن  

هاي ، دو تابع با ضابطهaبه ازاي چه مقداري از تمرین: 
x xxf (x)

x a x

     
   

216 1 1
4 1 4

18 4

g(x)و   x 4   با هم مساوي هستند؟ 1

اي است، تساوي تابعی دوضابطه f(مجموعۀ اعداد حقیقی) است، پس شرط اول تساوي دو تابع برقرار است. چون  دامنۀ هر دو تابع، پاسخ: 
f (x) g(x) کنیم:را در دو حالت بررسی می  

   
( x ) ( x )xx f (x) x

     


2 4 1 4 11 16 1
4 4 1 x 4 1

x g(x)  4 1 )1  

  x f ( ) g( ) ( ) a ( ) a a                  1 1 1 1 18 4 1 2 2 04 4 4 4 4 )2  
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  حی:هاي تشریپرسش
  درستی یا نادرستی سوالات زیر را مشخص کنید. ●

fتابع  -1 (x) x   یک تابع گویا است. 5

xfدو تابع  -2 (x) x
2

g(x)و   x .با هم برابرند  

yبرد تابع  -3 x   است. برابر  1

xfدامنۀ تابع  -4 (x)
x x


2

2
2

}برابر   , } 0 2 .است  

fدو تابع  -5 (x) x g(x)و  2 x .1402خرداد (  با هم برابرند(  

  
  آن را بنویسید. نمودار یک تابع گویا داده شده است. ضابطۀهاي زیر،در هر یک از قسمت -6

  ب)     آ) 

  
  

xfدامنۀ تابع  -7 (x)
x ax b


 2
4 }، مجموعۀ  1 , } 2 5 باشد. میa  وb .را به دست آورید  

  
  )کتاب درسی 56صفحۀ  3مشابه تمرین (  شده با هم برابر هستند یا خیر.داده هاي زیر مشخص کنید دو تابعدر هر یک از قسمت -8

xg(x)آ)  , f (x) x
 


11 xg(x)ب)    1 x , f (x) x
  


2 42   )1402(شهریور    2

پ) 
xxg(x) , f (x)| x | x


   

1 0
1 0

xg(x)ت)     , f (x) xx x
 

 2
1 1

12 1
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xfتابع با ضابطۀ  را چنان مشخص کنید که دامنۀ mحدود  -9 (x)
x mx m


 2

  شود. برابر  3

  
  
  

  به کمک انتقال، نمودار تابع زیر را رسم کنید. -10

  xy x



1
2    

  
  

  شده با هم برابر باشند.را طوري به دست آورید که دو تابع داده bو  aهاي زیر، مقادیر در هر یک از قسمت -11

آ) 
x xg(x) x , f (x) x
ax x b

     
  

2 4 22 2
1

   

ب) 
x xxg(x) x b , f (x)

a x

       
  

29 1 1
3 1 33

1
3
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Homework   
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  Homeworkپاسخ 
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 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  242 

BOX 3کتاب درسی) 56تا  52(صفحه   : توابع رادیکالی و جزء صحیح  
  الف) توابع رادیکالی

Sز رابطـۀ }ایی یک سونامی برحسب کیلومتر بر سـاعت اگاه تندي جابهمیانگین عمق یک دریا برحسب کیلومتر باشد، آن dاگر  d آیـد. بـه بـه دسـت می 456
  شود.دلیل نقش کاربردي رادیکال، توابع رادیکالی تعریف می

yترین تابع رادیکالی، تابع با ضابطۀ ساده ● x ع است. این تابع براي همۀ اعداد حقیقی نامنفی تعریف شده است. در واقع دامنۀ این تاب
yDبرابر  [ , )  0 :است. نمودار این تابع به صورت مقابل است  

  
x
y

0 1 4
0 1 2


      

y) مجموعۀ اعداد حقیقی نامنفی است، پس برد تابع yبرد این تابع (مقادیر  x  بازةyR [ , ) 0 باشد.می  

yتقال نمودار تابع به کمک ان xچنین دامنه و برد این توابع را از روي نمودار به دسـت ، میشه نمودار توابع جدیدي را رسم کرد و هم
  آورد.

yبه کمک انتقال، نمودار تابع تمرین:  x  1   .ها را به دست آوریدرا رسم کنید و سپس دامنه و برد آن 2
  کتاب درسی) 53صفحۀ  2(مشابه فعالیت   

yاگر نمودار پاسخ:  x  واحد به سمت راست انتقال دهیم، نمودار  2را به اندازةy x  yو با انتقال نمودار  2 x  به اندازة  2

yیک واحد به سمت بالا، نمودار  x  2   آید:به دست می 1

  
]با توجه به نمودار، دامنۀ تابع بازة  , )2  و برد تابع، بازة[ , )1 باشد.می  

راي دامنـۀ بـتواند هر عدد حقیقی باشد. همـین مطلـب ل میتواند باشد اما در رادیکال با فرجۀ فرد، عدد زیر رادیکازیر رادیکال منفی نمیدر رادیکال با فرجۀ زوج، عدد 
  رادیکال است.

  دامنۀ توابع رادیکالی
kfتواند منفی شود. بنابراین براي به دست آوردن دامنۀ تابع هاي رادیکالی با فرجۀ زوج، عبارت زیر رادیکال نمیدر عبارت ● (x) P(x) 2 

P(x)باشد، نامعادلۀ یک عبارت گویا می P(x)که در آن  0 کنیم. حدود را حل میx  دامنۀ تابعf :خواهد بود، یعنی  
  fD {x | P(x) }  0   

ع رادیکالی با فرجۀ فرد، با نفی یا صفر باشد. بنابراین دامنۀ توابتواند مثبت، مهاي رادیکالی با فرجۀ فرد، عبارت زیر رادیکال میدر عبارت ●
گیریم و فقط دامنۀ تابع ر نمیدامنۀ عبارت زیر رادیکال برابر است. به عبارت دیگر در تعیین دامنۀ تابع رادیکالی با فرجۀ فرد، رادیکال را در نظ

kfآوریم. پس دامنۀ تابع زیر رادیکال را به دست می (x) P(x) 2 f  برابر است با: 1 PD D   

fهاي دامنۀ توابع با ضابطه تمرین: (x) x   xg(x)و  4 x



2
  را به دست آورید. 4
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xگیرد. بنابراین عبارت ، عدد منفی قرار نمی2در زیر رادیکال با فرجۀ  پاسخ:    براین:باید مثبت یا صفر باشد، بنا 4

  ( )
fx x x D ( , ]            14 0 4 4 4   

xمجموعه جواب نامعادلۀ 
x

 


2 xPباشد. براي حل نامعادله، عبارت می gتابع ، دامنۀ04 x



2
  کنیم:را تعیین علامت می 4

          
g

x x , x x
P x D [ , )
       
     

2 0 2 4 0 4
0 2 4 2 4   

  ب) تابع جزء صحیح
رد نسبت داد، ها تنها یک عدد در بُتابعی که دامنۀ آن را بتوان به صورت تعدادي بازة جدا از هم نوشت و به هر یک از این بازه بهاي: تابع پله
  گویند.اي میتابع پله
  باشند:اي میرو، یک تابع پلههر یک از توابع روبه مثال:

  
x

x
f (x) , g(x) x

x
x

  
         

5 3 0
2 0

2 0 4
5 0

1 4 6
   

yاي، باید تابع ثابت پلهبراي رسم نمودار یک تابع نکته:  k .را با توجه به دامنۀ آن رسم کنیم  

اي نمودار تابع پله تمرین:
x

f (x) x
x

  
   
    

1 1 3
0 1 1
1 2 1

  را رسم کنید. 

yهاي با رسم خطپاسخ:   1  در بازة( , ]1 3 ،y 0  در بازة[ , ]1 yو  1  )در بازة  1 , ) 2   شود:رسم می fاي ، نمودار تابع پله1

    
  
  اي، تابع جزء صحیح است.مشهورترین تابع پله ●

  شود:دهیم و به صورت زیر تعریف مینشان می [x]را با علامت  xیک عدد حقیقی باشد، جزء صحیح  xفرض کنیم  جزء صحیح:
x  است: xبرابر  [x]گاه یک عدد صحیح باشد، آن x) اگر 1 [x] x     
  باشد.می xز تر اح کوچکترین عدد صحیبرابر بزرگ xگاه جزء صحیح یک عدد غیرصحیح باشد، آن x) اگر 2

  هاي زیر را به دست آورید.حاصل هر یک از جزء صحیحتمرین: 

1 ([ ] 4
3   2 ([ ]   3 ([ / ]301 2   

  ها قرار داشته باشد:ت، بین آنها دو عدد صحیح متوالی پیدا کنیم که عدد موجود در براکxدر هر قسمت باید با توجه به محور  پاسخ:
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1 (  / [ ]            4 4 41 3 2 1 23 3 3   

  
2 (  / [ ]       3 14 3 4 3   
3(  / [ / ]        302 301 2 301 301 2 302   

دو عدد صحیح متوالی بین کدام  xکنیم که ، ابتدا مشخص می[x]یک عدد حقیقی غیرصحیح باشد، براي به دست آوردن مقدار  xآ)  نکته:
  گیریم. تعریف جزء صحیح با علائم ریاضی به صورت زیر است:در نظر می [x]تر را به عنوان قرار دارد، سپس عدد صحیح کوچک

  x [x] x   )1  
  

 jkø»j »
Â²H¼T¶ cÃdÅ

n n
x , n x n [x] n


     

1
1  )2  

[x]  توان گفت:ب) از دو قسمت نکتۀ بالا می n n x n , n     1    
[u]براي حل معادلات به صورت  n  که در آنn  است، براي حذف جزء صحیح از نامعادلۀn u n  1 کنیم.استفاده می  

  هر یک از معادلات زیر را حل کنید. تمرین:

1 (x[ ] 1 12   2 (x[ ]  1 23   

nx  ) 1 پاسخ: x[ ] x x              1 2 11 11 1 1 1 2 1 4 3 52 2   

2(  nx x x[ ] x                     2 1 31 2 2 1 2 1 3 2 9 63 3 3   

x]  گاه:، آنnیک عدد حقیقی و  xاگر  نکته: n] [x] n     

fتابع تابع جزء صحیح:  (x) [x] ترین گوییم. در واقع تابع جزء صحیح، تابعی است که به هر عدد حقیقی، بزرگرا تابع جزء صحیح می
  باشد.می و برد آن  این تابع دهد. در حالت کلی دامنۀتر یا مساوي با آن را نسبت میعدد صحیح کوچک

n  شده، داریم:حات دادهبا توجه به توضی , n x n [x] n f (x) [x] n        1   
fنمودار تابع تمرین:  (x) [x]  را در بازة[ , )2   کتاب درسی) 55صفحۀ  2(مشابه فعالیت   رسم کنید. 2
  یم:نویساي میرا به صورت یک تابع پله fابتدا با توجه به تعریف جزء صحیح، پاسخ: 

  

x
x

f (x)
x
x

 
       
    

1 1 2
0 0 1

1 1 0
2 2 1

    

x [x] f (x)
x [x] f (x)

x [x] f (x)
x [x] f (x)

         
        
     
     

2 1 2 2
1 0 1 1

0 1 0 0
1 2 1 1

   

yهاي با رسم خط  2  در بازة[ , ) 2 1 ،y  1  در بازة[ , )1 0 ،y 0  در بازة[ , )0 1   
yو   ]در بازة  1 , )1 f، نمودار تابع 2 (x) [x]  در بازة[ , )2   شود:رسم می 2
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  هاي تشریحی:پرسش
  هاي زیر را مشخص کنید.درستی یا نادرستی هر یک از عبارت ●

 تابع -1
x

f (x)
x x


  

1 0
0

  اي است.یک تابع پله 

a]گاه عددي صحیح باشد، آن nعددي حقیقی و  aاگر  -2 n] [a] n     ) 1402خرداد(  

fبرد تابع  -3 (x) [x].مجموعۀ اعداد صحیح است ،  

yتابع  دامنۀ -4 x   2 ]، بازة 1 , ) 2 .است  

  در سه سوال زیر، در جاهاي خالی، عبارت مناسب قرار دهید. ●

yبرد تابع  -5 x  1   ، بازة ................... است. 2

fتابع  دامنۀ -6 (x) [x] .است ................. ،  

xاگر  -7 2   برابر ................ است. [x]گاه مقدار باشد، آن 3

  نمودار تابع زیر را به کمک انتقال رسم کنید و دامنه و برد را به دست آورید. -8

y x  2   )1402خرداد (   1

  
  
  
  )کتاب درسی 55صفحۀ  1مشابه فعالیت (  هر یک از معادلات زیر را حل کنید. -9

[x]آ)   ]xب)    3 ]  1 ]پ)    12 x ] 2 1 [x]ت)    5 2 5 0    

  
  
   

fنمودار تابع با ضابطۀ  -10 (x) a x b   محور ،xاین تـابع از نقطـۀ کند. اگر نمودار قطع می 5اي به طول ها را در نقطه( , )1 2 

  را به دست آورید. bو  aبگذرد، مقادیر 

  
  هر یک از توابع زیر را به دست آورید.  دامنۀ -11

h(x)آ)  x x  2 xm(x)ب)      5 x
 


12 2   
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Homework  
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  هر یک از معادلات زیر را حل کنید.   15   

x]) آ x]  2 ]xب)      2 ]x
 


1 11   
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  Homeworkپاسخ 
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  آ)     15    

  
x x

[x x] x x
x x

             
  

2
2 2

2
1

2 2 1
2

   

xنامعادلۀ  x  2 x  جواب ندارد. زیرا: xبه ازاي هیچ مقداري از  1 x x x      2 21 1 0   

xمعادلۀ  x  2 1 xعددي مثبت است، پـس عبـارت  x2، ریشۀ حقیقی ندارد و ضریب  0 x 2 همـواره مثبـت اسـت. نامعادلـۀ  1

x x  2 xرا نیز باید حل کنیم. ولی چون مجموعۀ جواب نامعادلۀ  2 x  2 x]، تهی است، بنابراین معادلۀ 1 x]  2 جواب  2
  ندارد.

x  ب) x x[ ]x x x
         
  

1 1 11 1 1 1 1 21 1 1   

xهاي با حل نامعادله
x
 


1 xو  11
x
 


1 ]x، مجموعه جواب معادلۀ 21 ]x
 


1   آید:به دست می 11

  x (x )x x
x x x x

          
   

1 11 1 21 1 0 01 1 1 1   

xعددي منفی است، باید  2چون  1  نیز عددي منفی باشد تا کسرx


2
x  عددي مثبت شود: 1 x ( )    1 0 1 1   

  x ( ) 1 S¶°ø ¸ÃÃ÷U(xیا  2 ) (x )x x x xx x x x
              

   
1 2 11 1 32 2 0 0 31 1 1 1   

  ( ) ( ) x x ( , )      1 2 3 3   
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BOX 4کتاب درسی) 64تا  57(صفحه   یکبه: وارون یک تابع ـ تابع یک  
  شود.ها گفته مییک و مسائل مربوط به آنبهتابع یک در این بسته وارون یک تابع،

  الف) وارون یک تابع
هاي مرتب به ها را عوض کنیم، مجموعۀ جدیدي از زوجي مولفههاي مرتب است، جااي از زوجکه به صورت مجموعه fاگر در تابع تعریف: 

fگوییم و آن را با می fآید که به آن وارون تابع دست می 1 دهیم.نشان می  
fوارون تابع  تمرین: {( , ),( , ),( , ),( , )}  2 1 1 4 3 1 5   را به دست آورید. 0

f  آید:شده، وارون تابع به دست میرتب دادههاي مهاي همۀ زوججایی مولفهبا جابهپاسخ:  {( , ),( , ),( , ),( , )}   1 1 2 4 1 1 3 0 5   

  وارون یک تابع ممکن است تابع نباشد. تذکر:

  فۀ دوم یکسانی نداشته باشند.، هیچ دو زوج مرتب متمایزي، مولfهاي مرتب تابع ، خود یک تابع است، اگر در زوجfوارون تابع نکته: 
  به صورت مقابل است: f نمایش پیکانی تابع تمرین:

f) نمایش پیکانی 1 1 .را مشخص کنید    

f) آیا 2 1 تابع است؟ چرا؟  
  
  

f) نمایش پیکانی 1 پاسخ: 1 از ،B  بهA باشد.ها میو با تغیی رجهت پیکان  
   ، دو پیکان خارج شده است.B0) خیر، زیرا از 2
  
  

fو  fرابطۀ بین دامنه و برد  1   
fو  fبا توجه به تعریف  1اعضاي دامنۀ ،f به جاي اعضاي برد ،f 1  و اعضاي بردf به جاي اعضاي دامنۀ ،f 1 گیرند. بنابراین:قرار می  

fاگر نکته:  1  وارون تابعf گاه:باشد، آن  

f) برد تابع 1  f fتابع دامنۀ 1 f(D R ) 1   

fتابع ) دامنۀ2  f fبرد تابع  1 f(R D ) 1   

xتابعی با ضابطۀ  fاگر  تمرین: [ , ] 0 fو  2 (x) x fباشد، دامنۀ  2 1 .را مشخص کنید  
]روي بازة  fبا رسم نمودار پاسخ:  , ]0 )یک سهمی قائم رو به بالا با رأس  fآوریم. نمودار را به دست می f، برد تابع 2 , )0   است: 0

            
x
y

1 0 2
1 0 4   
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f  آید:به دست می fها، برد تابع yروي محور  fبا تصویرسازي نمودار  fR [ , ] D [ , ]  10 4 0 4   

yنسبت به خط  A(a,b)نۀ نقطۀ ) قری1 نکته: x نقطۀ ،A (b,a) .است  
y) نمودار یک تابع و نمودار وارون آن تابع نسبت به خط 2 x اي رسـم قرینۀ یکدیگرند. بنابراین اگر نمودار یک تابع را داشته باشیم، بر

yوارون آن تابع کافی است که قرینۀ آن را نسبت به خط  x .رسم کنیم  
  ن را رسم کنید.رو رسم شده است. نمودار وارون آدر شکل روبه fنمودار تابع تمرین: 

    
yبا رسم خط  پاسخ: x کردن نمودار و قرینهf  نسبت به خطy x  نمودار ،f 1 آید:به دست می  

    
fاگر  نکته: (a) bگاه ، آنf (b) a 1  و برعکس. به عبارت دیگر اگر نمودارf  از نقطۀ(a,b) گـاه نمـودار بگذرد، آنf 1  از نقطـۀ

(b,a) گذرد.می  

fاگر تمرین:  (x) x  3 2 fباشد، مقدار  5 ( )1   را به دست آورید. 0

fاگر پاسخ:  ( ) b 1 fگاه باشد، آن 0 (b) 0 م:است. بنابراین داری  
´ÃºIwnïÂ¶ ·H¼U ¾M.f (x) x f (b) b b b b b                 

23 2 5 3 2 5 0 3 2 5 9 2 5 2 4 2   
  
  شود.ها نیز تابع میشوند که وارون آنیک، توابعی مشخص میبهوارون هر تابعی، لزوماً تابع نیست. با تعریف تابع یک ●

  یکبهب) تابع یک
  گویند.یک میبه، تابع یکfع هر دو عضو متمایز در دامنۀ تابع به دو عضو متمایز در برد نظیر شوند، به تاب fاگر در تابع تعریف: 

fتابع مثال:  {( , ), ( , ),( , )}  1 2 2 5 4 یک است، زیرا هر دو عدد متمایز از دامنه به دو عدد متمایز از برد نظیر شده است. بهتابعی یک 2
gاما تابع  {( , ),( , ), ( , )} 2 1 0 1 5 )یک نیست، زیرا درد دو زوج مرتب بهتابع یک 3 , )2 )و  1 , )0   هاي دوم با هم برابرند.، مولفه1

دو متمـایز هاي دوم آن دوبـهیک است که مولفهبهها داده شده باشد، هنگامی تابع یکمرتباي از زوجاگر یک تابع به صورت مجموعهنکته: 
  ها نیز برابر باشند.هاي اول آنمولفههاي دوم یکسان باشند، باید باشند و اگر دو زوج مرتب داراي مولفه

fاگر تابع  تمرین: {( , ), (m, ), ( , ),( m,a)}  2 2 3 1 3   را به دست آورید. aیک باشد، بهیک 2
  ها نیز با هم برابرند. بنابراین:هاي اول آنگاه مولفهر داشته باشیم، آنهاي دوم برابیک اگر دو زوج مرتب با مولفهبهدر تابع یکپاسخ: 

  SwH ¦Äï¾Mï¦Ä. f( , ) f , (m, ) f m f {( , ),( , ), ( ,a)}          1 3 3 1 2 2 1 3 2   
  رابر باشند.بةاي دوم باید با هم گاه مولفههاي اول مساوي داشته باشیم، آنتابع است، بنابراین اگر دو زوج مرتب با مولفه fاز طرفی 
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  SwH ÍMIU . f( ,a) f , ( , ) f a     2 2 2 2   
  .یک نیستبه) هیچ تابع ثابتی که دامنۀ آن بیش از یک عضو داشته باشد، تابع یک1 نکته:

fمثال: تابع ثابت  {( , ),( , )} 1 4 2   یک است.بهتابعی غیریک 4

fگاهیک باشد، آنبهتابعی یک f) اگر 2 1 .نیز یک تابع است  
  باشد؟یک از توابع زیر، خود نیز تابع میوارون کدام تمرین:

1 (f {( , ),( , ), ( , )} 1 1 2 3 4 5   
2 (g {( , ),( , ), ( , ),( , )} 3 2 4 1 5 0 6 2   

fها، متمایزند)، پس مرتبهاي دوم زوجیک است (مولفهبهیک تابع یک fیک باشد، وارون آن نیز تابع است. بههر تابعی که یکپاسخ:  1  نیز

)مرتب متمایز یک نیست (دو زوجبهتابع یک gیک تابع است. اما  , )3 )و  2 , )6 تابع  g1وجود دارد)، پس  gهاي دوم یکسان در با مولفه 2
  باشد.نمی

یک است که به هر عضو از برد فقط یک پیکـان وارد بهیک تابع اگر به صورت نمودار پیکانی نمایش داده شده باشد، هنگامی تابع یک نکته:
  شود.

  یک از روي نمودار:بهتشخیص تابع یک
یک بودن آن از آزمون زیر که به آزمون خط افقی مشهور است، بهگاه براي تشخیص یکاگر تابعی با نودار نمایش داده شده باشد، آن نکته:

  کنیم:استفاده می
  یک است.بهآن تابع یک گاهها، نمودار یک تابع را حداکثر در یک نقطه قطع کند، آنxاگر هر خط موازي محور  آزمون خط افقی:

  کند؟یک را مشخص میبهشده، یک تابع یکیک از نمودارهاي دادهکدام تمرین:

1 (  2 (  3 (  4 (  



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  257 

ها است، نمودار yشده که موازي محور شده، نمودار تابع نیست، زیرا خط مشخص) نمودار داده1 پاسخ:
  را را در دو نقطه قطع کرده است.

  
کند، پس این نمودار، نمودار یک ها، نمودار را دقیقاً در یک نقطه قطع میxت محور ) هر خط به موازا2

  یک است.بهتابع یک
  
شده در شکل مقابل، نمودار را در سه نقطه قطع کرده است، پس این نمودار، نمودار یک ) خط رسم3

  باشد.یک نمیبهتابع یک
  
طه قطع کرده است، پس این نمودار، نمودار یک شده در شکل مقابل، نمودار را در دو نق) خط رسم4

  باشد.یک نمیبهتابع یک
  

fدر تابع خطی  نکته: (x) ax b  :  
a) اگر 1 0 گاه با توجه به نمودار، باشد، آنf یک است:بهتابعی یک  

    کند.)قطع میها، نمودار را فقط در یک نقطه x(هر خط به موازات محور 
a) اگر 2 0 گاه ضابطۀ تابع ، آنf  به صورتf (x) b ازاي هر به آید که درمیx  مقدار تابع برابر عدد ثابت ،b  است. پس در این

  باشد.یک نمیبهتابعی یک fحالت 

  یکبهابع وارون یک تابع یکآوردن ضابطۀ تبه دست
fبه جاي  yابتدا از نماد  (x) کنیم. سپس استفاده میx  را برحسبy کنیم و در نهایت به جاي حساب میy  از نمادx  و به جايx  از نماد

f (x)1 کنیم.استفاده می  

fدر تعیین ضابطۀ  نکته: 1 باید برد تابع ،f  را به دست آوریم (برد تابعf  با دامنۀ تابعf 1 .(برابر است  
fضابطۀ وارون تابع  تمرین: (x) x 5   را به دست آورید. 3

fاست. به جاي  برابر  fدامنه و برد تابع خطی  پاسخ: (x) ،y دهیم:قرار می  y x 5 3   

x  را برحسبy نویسیم:می  y x x y x (y )       15 3 5 3 35   

x ،fبه جاي  (x)1  و به جايy ،x دهیم:قرار می  f (x) (x ) , x   1 1 35    
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fضابطۀ وارون تابع  تمرین: (x) x 2 .را تعیین کنید  
]بازة  fدامنۀ  پاسخ: , )0  و برد تابعf  بازة[ , )2 :است  

    
  ، داریم:fبراي به دست آوردن وارون تابع 

  ´ÃºIwnïÂ¶ ·H¼U ¾My x y x (y ) x f (x) (x ) , x           
2 2 1 22 2 2 2 2   

  یکبهمحدودکردن دامنه و ساختن یک تابع یک
fبه معادلۀ  نمودار سهمی (x) x x 2   به صورت مقابل است: 2

    
yخطی مانند   k(هر خط به صورت  1  1  ،y kکند. پس )، نمودار تابع را در دو نقطه قطع میf باشـد. امـا یک نمیبهتابعی یک

]تـوان دامنـۀ آن را یک از آن ساخت که وارون آن، یک تابع باشد. مثلاً میبهمحدودکردن دامنۀ تابع، تابعی یک توان بامی , )1  در نظـر

]خواهیم در بازة یک شود. میبهروي این بازه، تابعی یک fگرفت تا تابع  , )1 نمودار ،f 1 .را رسم و ضابطۀ آن را مشخص کنیم  

yنسبت به خط  fکردن نمودار با قرینه x نمودار ،f 1 آید:به دست می  
    

]، مجموعۀ fبرد تابع  , ) 1  می باشد، پس دامنۀf 1 ،[ , ) 1 .است  

fبراي تعیین ضابطۀ  1 عبارت ،x x2   نویسیم:اي میرا به صورت مربع کامل یک دوجمله 2

  y x x (x x ) (x ) (x ) y x y                 2 2 2 22 2 1 1 1 1 1 1 1 1   
fxچون D [ , )  1:پس داریم ،  

  x x x y x y f (x) x , x                  11 1 0 1 1 1 1 1 1 1   

  باشد.یک نمیبهیک ، روي 2اي از درجۀ با توجه به نمودار سهمی، هیچ تابع چندجمله نکته:

    
bxخط  a  )bهاي را در یکی از بازه f، محور تقارن سهمی است. اگر نمودار 2 , ]a  ]bیا  2 , )a 2 اي از این و یا هر زیرمجموعه

  باشد.یک میبهتابعی یک fگاه دو بازه در نظر بگیریم، آن
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  هاي تشریحی:پرسش
  در جاهاي خالی عبارت مناسب قرار دهید. ●

fو  fنمودار  -1 1 .نسبت به خط ................. قرینه یکدیگرند  

fتابع  -2 {( , ),( , ), ( , )} 1 2 2 5 3   یک ..................به، تابع یک4

  یک هست.بهگاه آن تابع یکاگر هر خط موازي محور ................... نمودار تابع را حداکثر در یک نقطه قطع کند، آن -3

)اگر  -4 , ) f2 fگاه ، آن 5  1..................  

  )1402(شهریور   یک ...............به، تابع یک2هر تابع درجۀ  -5

  )1402خرداد (  براي رسم نمودار وارون یک تابع کافی است، قرینۀ نمودار آن را نسبت به ................. رسم کنیم. - 6

  هاي زیر را مشخص کنید.درستی یا نادرستی عبارت ●

  )1402ریور شه(  یک هست.بههر تابع درجه دوم یک -7

  )1402خرداد (  یک است.بههر تابع خطی غیرثابت، یک -8

fضابطۀ وارون تابع  -9 (x) x 3   )1402خرداد (  را به دست آورید. 2

  
  کند؟یک را مشخص میبهشده، نمودار یک تابع یکیک از نمودارهاي دادهکدام -10

  پ)   ب)   آ) 

  ج)   ث)    ت) 

  

fاگر  -11 (x) x 3 fباشد، مقدار  5 ( )1   )1402خرداد (  را تعیین کنید. 8

  
]نمودار تابعی با دامنۀ  -12 , ]1 ]و برد  1 , ]1   )کتاب درسی 64صفحۀ  5مشابه تمرین (  را رسم کنید به طوري که: 4

  اشد.یک ببهیکآ) 

   یک نباشد.بهب) یک
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Rاگر  -13 {(x,y) | x,y , x | y | }   2 2 5  ،باشد، با حذف حداقل چند عضو از آنR شود؟یک میبهتابعی یک  

  )کتاب درسی 64صفحۀ  4مشابه تمرین (  

  
اي مشخص یک، دامنهبهغیریکیک است؟ در توابع بهیک از توابع زیر، تابعی یکبا رسم نمودار هر یک از توابع زیر، مشخص کنید کدام -14

  یک شود.بهکنید که تابع در آن محدوده یک

yآ)  x 2 fب)      1 (x) x x 2 2   

yپ)  x  2 ت)      1
x x

f (x)
x x

  


2
1 0

0
   

ث) 
x x

f (x)
x x

   
 

2 1 0
1 02

fج)     (x) | x |  1 1   

fچ)  (x) [x]      (ح
x

f (x)
x


  

1 0
1 0

    

  
)قرینۀ نقطۀ  -15 , )3 yرا نسبت به خط 4 x .مشخص کنید  

  
a)اگر قرینۀ نقطۀ  -16 ,b ) 1 yنسبت به خط  3 xقطۀ ، ن(a , b ) 1 2   را به دست آورید. bو  aباشد، مقادیر  5

  
a)قرینۀ نقطۀ  -17 , a)1 yنسبت به خط  2 x  روي خطx y 2   را به دست آورید. aقرار دارد. مقدار  8

  
  ر را به دست آورید.ضابطۀ وارون هر یک از توابع زی -18

xfآ)  (x) x



2 1
fب)    3 (x) x , x  2 1 پ)    0

x x
f (x)

x x

  


2
2 1 1

0
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Homework  
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  Homeworkپاسخ 
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BOX 5کتاب درسی) 70تا  65(صفحه   : اعمال روي توابع  
  ها را تعریف کنیم.ضرب و تقسیم آنخواهیم، جمع، تفاضل، حاصلایم. در این بسته میی و ... آشنا شدههاي قبل با توابع گویا، رادیکالی، خطدر بسته

  اعمال روي توابع
فریـق، گونه که در اعداد حقیقی، چهار عمل جمع، تدر توابع حقیقی مقدار تابع براي هر مقدار از دامنه، عددي حقیقی است. بنابراین همان

  قسمت تعریف کرد.ضرب و خارجاضل، حاصلتوان مجموع، تفشود، براي توابع نیز میضرب و تقسیم تعریف می
  گیریم. در این صورت:را در نظر می gDو  fDهاي با دامنه gو  fتابع حقیقی دو تعریف: 

fرا با نماد  gو  fآ) مجموع دو تابع  g کنیم:دهیم و آن را چنین تعریف مینشان می  
  f g f g(f g)(x) f (x) g(x) , x D D D        

fدر واقع دامنۀ  g  برابرf gD D D   است و مقدارf g  درx D  برابر است با مجموع مقادیرf (x)  وg(x).  
fرا با نماد  gو  fب) تفاضل دو تابع  g کنیم:دهیم و آن را چنین تعریف مینشان می  

  f g f g(f g)(x) f (x) g(x) , x D D D        
fضرب دو تابع را با نماد پ) حاصل .g  کنیم:رو تعریف میدهیم و به صورت روبهمینشان  

  f g f .g(f .g)(x) f (x) g(x) , x D D D      

fبنابراین دامنۀ  .g  برابر است با اشتراك دامنۀ توابعf  وg  و اگرf .gx D گاه مقدار ، آنf .g  درx ضرب برابر است با حاصلf (x)  در
g(x).  

fرا با نماد  gو  fت) تقسیم دو تابع 
g کنیم:دهیم و آن را چنین تعریف مینشان می  

  f g f
g

f (x)f( )(x) , x D D {x | g(x) } Dg g(x)    0   

fدر واقع دامنۀ 
g هاي معادلۀ برابر است با حذف ریشهg(x) 0  از دامنۀ مشترك دو تابعf  وg  

  به طور خلاصه اعمال جبري روي توابع در جدول زیر تعریف شده است:
  تعریف دامنه  تعریف ضابطه  نام عمل
f)  جمع g)(x) f (x) g(x)    f g f gD D D    

f)  تفریق g)(x) f (x) g(x)    f g f gD D D    

f)  ضرب .g)(x) f (x).g(x)  f .g f gD D D   

f  تقسیم (x)f( )(x)g g(x)  f f g
g

D D D {x | g(x) }  0  

  

fاگر  تمرین: (x) x  g(x)و  2 x 1 ک از توابع گاه دامنه و ضابطۀ هر یباشد، آنf g  ،f g  ،f .g  وf
g .را به دست آورید  

  است. برابر  gو  fدامنۀ توابع خطی  پاسخ:
fتابع  ) دامنۀ1 g  برابرf gD D     :است و ضابطۀ آن به صورت زیر است  

  (f g)(x) f (x) g(x) (x ) (x ) x        2 1 2 1   
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f) دامنۀ تابع 2 g  هم برابر :است و ضابطۀ آن به صورت مقابل است  
  (f g)(x) f (x) g(x) ( x ) ( x )         2 1 2 1 3   

f) دامنۀ تابع 3 .g  برابر :است و ضابطۀ آن به صورت مقابل است  (f .g)(x) f (x)g(x) (x )(x ) x x      22 1 2   

g(x)) با حذف ریشۀ معادلۀ 4 0 از دامنۀ تابع ،f
g آید:به دست می  f

g
x x D { }      1 0 1 1   

  f (x)f x( )(x)g g(x) x
 


2
1   

fاگر تمرین:  {( , ), ( , ),( , ),( , )} 1 2 3 4 5 0 6 gو  1 {( , ),( , ), ( , ),( , )} 1 4 3 2 2 4 6 fدو تابع باشند، هر یک از توابع  0 g ،f g ،

f .g  وf
g .را با زوج مرتب بنویسید  

}، مجموعۀ fپاسخ: دامنۀ تابع  , , , }1 3 5 }، مجموعۀ gو دامنۀ تابع  6 , , , }1 2 3 f  باشد. داریم:می 6 g f gD D D { , , }   1 3 6   
fباید مقادیر  g  ،f g  وf .g  را فقط به ازايx  1  ،x  xو  3    به دست بیاوریم: 6

  
(f g)( ) f ( ) g( ) ( , ) f g
(f g)( ) f ( ) g( ) ( , ) f g f g {( , ),( , ), ( , )}
(f g)( ) f ( ) g( ) ( , ) f g

             
            
         

1 1 1 2 4 6 1 6
3 3 3 4 2 6 3 6 1 6 3 6 6 1
6 6 6 1 0 1 6 1

   

  f g f gD D D { , , }   1 3 6   

  (f g)( ) f ( ) g( ) , (f g)( ) f ( ) g( ) , (f g)( ) g( )                    1 1 1 2 4 2 3 3 3 4 2 2 6 6 1 0 1   
  f g {( , ),( , ), ( , )}    1 2 3 2 6 1   

  f .g f gD D D { , , }   1 3 6   

  (f .g)( ) f ( )g( ) , (f .g)( ) f ( )g( ) , (f .g)( ) f ( )g( )              1 1 1 2 4 8 3 3 3 4 2 8 6 6 6 1 0 0   
  f .g {( , ),( , ),( , )}  1 8 3 8 6 0   

)gچون  ) 6 fاست، بنابراین مقدار تابع  0
g  را فقط به ازايx  1  وx    آوریم:به دست می 3

  f f g
g

D D D {x | g(x) } { , , } { } { , }       0 1 3 6 6 1 3   

  f ( ) f ( )f f f( )( ) , ( )( ) {( , ),( , )}g g( ) g g( ) g
         


1 32 1 4 11 3 2 1 3 21 4 2 3 2 2   

  ضرب عدد در تابع
fضرب تابع با ضابطۀ حاصل (x)  در تابعی که براي هر نقطه، مقدارش عدد ثابتk  است را باkf (x) دهیم. نشان میkf (x)  تابعی است که

  آید.به دست می fدر مقادیر تابع  kو مقادیر آن از ضرب عدد  fدامنۀ آن همان دامنۀ تابع 
fبه صورت  fبه عنوان مثال، اگر تابع  {( , ),( , ),( , )} 3 1 2 4 5  f2، تابع fهاي مرتب هاي دوم زوجلفهؤدر م 2گاه با ضرب عدد باشد، آن 2

f  آید:به دست می {( , ), ( , ),( , )} 2 3 2 2 8 5 4   

kfرسم نمودار  (x)  از رويf (x)   
kfدامنۀ تابع  (x)  با دامنۀf (x)  یکسان است و عرض نقاط تابعkf (x) ،k  برابر عرض نقاطf (x) باشد، پس براي رسم نمودار تابع با می

kfضابطۀ  (x)  کافی است عرض هر نقطه از نمودار تابع با ضابطۀf (x)  راk .برابر کنیم  
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yت. نمودار تابع به صورت مقابل اس fنمودار تابع تمرین:  f (x) 1
  را رسم کنید. 2

    
y، نمودار 2با تقسیم عرض نقاط واقع بر نمودار بر عدد  پاسخ: f (x) 1

  آید:به دست می 2

    
Aها، نقطۀ xنسبت به محور  A(a,b)) قرینۀ نقطۀ 1 نکته: (a, b)   است. به عنوان مثال، در شکل مقابل، قرینۀ نقطۀA( , )1 ، نقطۀ 2

A ( , ) 1   ، کافی است عرض نقطه را قرینه کنیم.xکردن نقطه نسبت به محور باشد. پس براي قرینهمی 2
y) براي رسم نمودار تابع با ضابطۀ 2 f (x) افی است قرینۀ نمودار ، کy f (x)  را نسبت به محورx.ها رسم کنیم  

    
yنمودار  تمرین: | x |   1   را رسم کنید. 2
yبا انتقال نمودار پاسخ:  | x |  به اندازة یک واحد به سمت راست، نمودارy | x | 1 آید:دست می به  

    
yنمودار  | x | 1  را نسبت به محورxکنیم تا نمودار ها قرینه میy | x |  1 :به دست آید  

    
yنمودار  | x |  1  دهیم تا نمودار واحد به سمت بالا انتقال می 2را به اندازةy | x |   1   رسم شود: 2
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  هاي تشریحی:پرسش

fاگر  -1 {( , ),( , ), ( , ),( , )} 1 1 2 4 3 1 4 gو  0 {( , ), ( , ),( , ),( , )}  2 1 5 3 4 2 1 دو تابع باشند، هر یک از توابع زیر را بـه صـورت  6

  هاي مرتب بنویسید. اي از زوجمجموعه

gآ)  f
f g



2

fب)      2 g 1   

  

fبطۀ هر یک از توابع دامنه و ضا -2 g  ،f .g  ،f
g  وf g .را مشخص کنید  

  g(x) , f (x)x x 

2 1

1    

  

xfاگر  -3 (x) x



2
g(x)و  1 x 2 fو ضابطۀ تابع ، دامنه  4

g .1402خرداد (  را تعیین کنید(  

  

fتوابع  -4 (x) x  g(x)و  2 x

2

  )95شهریر (  اند.داده شده 3

gآ) دامنۀ تابع 
f .را با استفاده از تعریف به دست آورید  

gب) ضابطۀ تابع 
f .را تشکیل دهید  

)پ) حاصل عبارت  f g)( ) 3 2   را به دست آورید.  1

  
)اگر قرینۀ نقطۀ  -5 a , b) 2 1 )ها، نقطۀ xنسبت به محور  3 b ,a )  2   را به دست آورید. bو  aباشد، مقادیر  4

  
fر با توجه به نمودا - 6 (x) | x | .کتاب درسی 69صفحۀ  1مشابه تمرین (  ، نمودار هر یک از توابع زیر را رسم کنید(  

g(x)آ)  | x |     (بh(x) | x |  1    (پm(x) | x | 2 1   

  

fبا توجه به نمودار  -7 (x) x کتاب درسی 69صفحۀ  3مشابه تمرین (  دار هر یک از توابع زیر را رسم کنید.، نمو(  

g(x)آ)  x 1    (بk(x) x h(x)پ)    3 x 1 t(x)ت)    2 x 2   
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توابع با ضابطۀ  -8
x x

f (x)
x x
 

   

2 1
2 1 1

و  
x x

g(x)
x x
 

   

3 2 1
6 1

fاند. ضابطۀ توابع مفروض  g  وf g .را تعیین کنید  
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Homework  
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 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  279 
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fداده شده است. ضابطۀ توابع  gو  fمطابق شکل مقابل، نمودار دو تابع    29    g  ،f g  ،f .g  وf

g  را مشخص کنید و سپس نمودار

  هر یک را رسم کنید.
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  Homeworkپاسخ 
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  آوریم.را به دست می gو  fضابطۀ هر یک از توابع    29   

x: اگر fضابطۀ تابع  0 fتابع ثابت  fگاه ، آن 2 (x)  xاست. در محدودة  3 2 5  ،f  یک تابع خطی گذرنده از دو نقطۀ( , )2 و  0
( , )5   باشد:می 6

  
f ( ) a b a b

f (x) ax b a a
f ( ) a b a b

      
              

2 0 2 0 2 0
3 6 2

5 6 5 6 5 6
   

  a b b b f (x) x         2 0 4 0 4 2 4   
  باشد:به صورت زیر می fنابراین ضابطۀ تابع ب

  
x

f (x)
x x

 
    

3 0 2
2 4 2 5

   

g:  xضابطۀ تابع  g(x)   0 2 4   
xدر محدودة  2 )از دو نقطۀ  g، تابع خطی  5 , )2 )و  0 , )5   عبور کرده است: 3

  g(x) ax b , g( ) , g( )    2 0 5 3   

  
g( ) a b a b

a a
g( ) a b a b

     
              

2 2 0 2 0
3 3 1

5 5 3 5 3
   

  a b b b g(x) x          2 0 2 0 2 2   

  باشد:به صورت زیر می gبنابراین ضابطۀ تابع 
x

g(x)
x x

 
    

4 0 2
2 2 5

   

]ها بازة و در نتیجه اشتراك آن gو  fدامنۀ هر دو تابع  , ]0   باشد.می 5
fضابطۀ  g :  

  
x x

(f g)(x)
( x ) ( x ) x x x
     

            

3 4 0 2 7 0 2
2 4 2 2 5 2 2 5

   

fنمودار  g :  

    
fضابطۀ  g :  
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x x

(f g)(x)
( x ) ( x ) x x x
      

            

3 4 0 2 1 0 2
2 4 2 2 5 3 6 2 5

   

fنمودار  g :    

    
fضابطۀ  .g :  

  
(x ) (x )

x x
(f .g)(x) ( x )( x x

(x ) x  

           
    

2
2 2 2

3 4 0 2 12 0 2
2 4 2 2 5

2 2 2 5   

fنمودار  .g  نمودار تابع :f .g  شامل خطy 12  در بازة[ , ]0 yو سهمی  2 (x )   22 )در بازة  2 , ]2   باشد:می 5

    
fضابطۀ 

g :  

  
xxf( )(x) (x )g x xx

   
    

 

33 0 20 2 44
2 22 4 2 52 (x )  2

x

x x


     
     

3 0 24
2 5 2 2 5

   

fنمودار 
g  نمودار :f

g  شامل دو خطy  3
]در بازة  4 , ]0 yو  2  2  در بازة( , ]2   شود.می 5
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BOX 6 ترکیب توابع :  
  هاي تجربی از این قسمت در امتحان نهایی سوال ندارند.تجربی) بچه 3و ریاضی  1(ویژه حسابان 

  کنیم.دهیم و آن را به صورت مقابل تعریف مینمایش می gofرا با  fبا  gدو تابع باشند، ترکیب  gو  fاگر 

    
fبه عبارت دیگر اگر  : A B  وg : B C گاه:آن  gof : A C   

  (gof )(x) g(f (x))   
  gof f gD {x D | f (x) D }     

(x)(fog)  توان به صورت مقابل تعریف کرد:را می gبا  fبه طور مشابه ترکیب  f (g(x))   
  fog g fD {x D | g(x) D }     

fاگر تمرین:  (x) x 2 g(x)و  5 x    (تمرین کتاب درسی)  را محاسبه کنید. gofو  fog، دامنه و ضابطه توابع 24
  پاسخ: 

  fD : x   2 5 0    

  gD : x x x       2 24 0 4 2 2   

  fog g fD {x D | g(x) D } {x [ , ] | g(x) } [ , ]        2 2 2 2   

  (fog)(x) f (g(x)) f ( x ) x x       2 2 24 4 5 9   

  gof f gD {x D | f (x) D } {x | f (x) [ , ]} {x | x }            22 2 2 5 2    

وجود ندارد  gofپس تابع   
jnHkº JH¼]x

{x | x } { }
 

      
2

2

1

5 4    

4خروجی ماشین شکل مقابل اگر تمرین: 
xxخروجی   باشد، مقدار ورودي کدام است؟ 3

x
   


2 2

1
  ورودي 

1 (11
9   2 (7

2   3 (3  4 (4  

  »3«گزینۀ  پاسخ:

  x xA x A
x x

       
 

4 4 4 43 31 1
   

  x A x x        2 2 4 2 2 4   ورودي 3
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fاگر  تمرین: {( , ),( , ), ( , )} 1 2 3 4 1 gو  3 {( , ),( , )} 3 1 2   .gofو  fogباشد، مطلوب است محاسبه توابع  1
gx، ابتدا ogfدر دامنه پاسخ:  D باشد. پس:می  gx D x { , }   3 2   

  
x g( ) f (g( )) f ( ) f (g( )) ( , )
x g( ) f (g( )) f ( ) f (g( )) ( , )
        

           

3 3 1 3 1 2 3 2 3 2
2 2 1 2 1 3 2 3 2 3

   

  (fog)(x) {( , )( , )} 3 2 2 3   
fx، ابتدا gofدر مورد  D باشد. در نتیجه:می  fx D x { , , }   1 3 1   

  jnHkº j¼]»
x f ( ) g(f ( )) g( ) g(f ( )) ( , )
x f ( ) g(f ( )) g( )
x f ( ) g(f ( )) g( ) ( , )

           
      
           

1 1 2 1 2 1 1 1 1 1
3 3 4 3 4

1 1 3 1 3 1 1 1
   

  (gof )(x) {( , ),( , )}  1 1 1 1   
fتوابع  تمرین: {( , ),( , ), ( , ), ( , )} 2 1 3 2 4 5 1 gو  7 {( , ),( , ),(a, ), (b, )} 1 2 3 1 3 )اند، اگـر مفروض 1 , ) fog4 )و  2 , ) gof4 1 

  کدام است؟ (a,b)باشند، دوتایی 
1 (( , )3 4   2 (( , )4 3   3 (( , )4 5   4 (( , )5 4   

  »3«گزینۀ  پاسخ:

  
f ( )

f ( )
f (g( )) g( ) a

(a,b) ( , )
g(f ( )) g( ) b





       
     

3 2

4 5
4 2 4 3 4

4 5
4 1 5 1 5

   

fDاگر  تمرین: [ , ] 2 fگاه دامنه باشد، آن 2 ( [x])2 کدام است؟  
1 ([ , ]1 1   2 ([ , )1 2   3 ([ , )1 1   4 ([ , )2 2   

  »2«گزینۀ  پاسخ:
  [x] [ , ] [x] [x] x             2 2 2 2 2 2 1 1 1 2   

fاگر تمرین:  (x) x x 2 (x)(fog)و  4 x 3 g(x)را بیابید. (فرض  g(x)، تابع 1 0(  
  را قرار دهیم. g(x)(متغیر)،  xبه جاي  fیعنی در تابع  fog پاسخ:

  ´Ã¹¨ïÂ¶ ¾ÎIòH ¸ÃÎoö ¾Mf (g(x)) g (x) g(x) x g (x) g(x) x        
42 24 3 1 4 4 3 5   

  g(g(x) ) x g(x) x g(x) x          022 3 5 2 3 5 3 5 2   

f  در حالت کلی روابط مقابل برقرار است: نکته:

f

f (f (x)) x x D

f (f (x)) x x D 





  


  1

1

1   

fبه عبارتی وقتی  of (x) fof (x) 1 fبرقرار است که  1 fD D  fیا  1 fD R   

]با دامنه  fاگر تمرین:  , )1 )و برد  1 , )1 fofمفروض باشد، نمودار تابع  2 (x)1  وfof (x)1 .را رسم کنید  
  پاسخ: 
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    fR x  1 fxیا  2 D  1   y fof (x) f (f (x)) x   1 1   

    fx D x    1 1   y f of (x) f (f (x)) x   1 1   

(fog)  م:داری gو  fپذیر براي تابع واروننکته:  g of  1 1 1   

fاگر تمرین:  ( ) 5 )gو  2 ) 4 xدر  1(fog)باشد، مطلوب است حاصل  5  2.  

f  پاسخ: ( ) ( , ) f ( , ) f f ( )       1 15 2 5 2 2 5 2 5   

  g( ) ( , ) g ( , ) g g ( )       1 14 5 4 5 5 4 5 4   

  (fog) ( ) g (f ( )) g ( )     1 1 1 12 2 5 4   
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Homework (1)  
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  Homework (1)پاسخ 
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Homework (2)  
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  Homework (2)پاسخ 
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  چهارم: مثلثاتفصل 
BOX 1: کتاب درسی) 76تا  72(صفحه   گیري زاویهیادآوري و واحدهاي اندازه  

شـود و سـپس واحـدهاي اید. ایـن تعـاریف و ... بـه صـورت یـادآوري گفتـه میها و دایره مثلثاتی در سال گذشته آشنا شدههاي مثلثاتی، روابط بین آننسبتبا تعریف 
  شوند.می گیري زاویه تعریفاندازه

  الف) یادآوري از مثلثات
  الزاویههاي مثلثاتی در مثلث قائمنسبت

ABC ˆ(Bالزاویۀ در مثلث قائم ) 90هاي مثلثاتی زاویۀ حادة ، نسبتA شوند:به صورت زیر تعریف می  

    

  ¾ã Ä»Hp ¾M n»I\¶ Í±ò Ï¼ö
oU» Ï¼ö

A ABcos A AC    ¾ã Ä»Hp ¾M ®MI£¶ Í±ò Ï¼ö
oU» Ï¼ö

A BCsin A AC    

  ¾ã Ä»Hp ¾M n»I\¶ Í±ò Ï¼ö
¾ã Ä»Hp ¾M ®MI£¶ Í±ò Ï¼ö

A ABcot A A BC    ¾ã Ä»Hp ¾M ®MI£¶ Í±ò Ï¼ö
¾ã Ä»Hp ¾M n»I\¶ Í±ò Ï¼ö

A BCtan A A AB    

  هاي مثلثاتیروابط بین نسبت
  گاه:یک زاویۀ دلخواه باشد، آن اگر 

  coscot , sinsin
   


0 )2  sintan , coscos
   


0 )1  

  

  tan .cot   tanیا  1 cot 


1 )3  

  
sin cos sin cos

sin cos
cos sin cos sin

                
         

2 2 2
2 2

2 2 2

1 1
1

1 1
 )4  

  cot
sin

  


2
2

11 )6  tan
cos

  


2
2

11 )5  

cosاگر تمرین:  x  4
cotو  5 x 0 هاي مثلثاتی باشد، سایر نسبتx .را به دست آورید  

cosگاه م باشد، آندر ناحیۀ چهار xاگر انتهاي کمان پاسخ:  x  عددي مثبت وcot x چنین در ناحیۀ چهارم، عددي منفی است، همsin x 
  عددي منفی است، بنابراین:

  sin xsin x cos x tan x , cot xcos x tan x


                 2
3

16 9 3 3 1 451 1 25 25 5 4 4 3
5
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  دایرة مثلثاتی
)Oاي به مرکز دایره , )0 )Aو شعاع یک واحد که نقطۀ  0 , )1 گوییم. جهت مثبت در دایرة مثلثاتی مثلثاتی می مبدأ حرکت آن است را دایرة 0

  هاي ساعت است.خلاف جهت گردش عقربه

    
  گیري زاویهب) واحدهاي اندازه

درجه اسـت. یـک  1ها روي هر کدام از این کمانکمان مساوي تقسیم کنیم، اندازة زاویۀ مرکزي روبه 360اي را به اگر محیط دایرهدرجه: 

  دهیم.نمایش می 1درجه را به صورت 

    
  گیري زاویه وجود دارد که رادیان نام دارد.واحد دیگري براي اندازه

  رادیان
برابر اندازة شعاع دایره،  ABرا روي این دایره طوري مشخص کنید که طول  Bو  Aر بگیرید. دو نقطۀ در نظ Oو مرکز  rاي به شعاع دایره

  شود. rیعنی 

    گوییم.را یک رادیان می AOBگاه زاویۀ ) وصل کنیم، آنOرا به مرکز دایره (نقطۀ  Bو  Aاگر 

  باشد. بنابراین:می 57ي کنیم، اندازة این زاویه برحسب درجه، تقریباً برابر گیررا به کمک نقاله اندازه AOBاگر زاویۀ 

  1 57  رادیانˆAOB    
  است. r ن برابر باروي آکه طول کمان روبه rرادیان برابر است با اندازة زاویۀ مرکزي در یک دایره به شعاع  1 رادیان:

روي یک زاویۀ مرکزي به اندازة شعاع دایره، اندازة آن زاویه برحسـب طول کمان روبهنسبت اندازة یک زاویۀ مرکزي برحسب رادیان: 
  باشد.رادیان می

    
  گاه:اشد، آناندازة زاویه برحسب رادیان ب شعاع دایره و  rروي زاویه، طول کمان روبه lاگر 
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  ¾Ä»Hp Á»nï¾M»n ·Iµ¨ Ï¼ö
½oÄHj ÌI÷{

l l rr        

lدر فرمول  تذکر:
r  ،l  وr واحد هستند.هم  

ا برحسب رادیان و درجه به دست ر شود. اندازة زاویۀ متر ایجاد می 2کمانی به طول  متر، توسط زاویۀ  5اي به شعاع در دایره تمرین:
  آورید.

rطبق فرض،  پاسخ:  lو  5  l  باشد، داریم:می 2 /r   2 0 45   

/ه تقریباً برابر برحسب درج است، پس اندازة  57چون هر رادیان تقریباً  / 0 4 57 22 8  باشد.می  

  تبدیل واحدهاي درجه و رادیان به یکدیگر

RR  گاه:برحسب رادیان باشد، آن اندازة زاویۀ  Rبرحسب درجه و  اندازة زاویۀ  Dاگر  D , D 


180
180   

  کنیم.بط اخیر براي تبدیل درجه به رادیان و برعکس استفاده میاز روا

2زاویۀ  تمرین:
  را برحسب رادیان بنویسید و روي دایرة مثلثاتی نشان دهید. 120را برحسب درجه و زاویۀ  5

2با قراردادن پاسخ: 
RDدر رابطۀ  Rاي به ج 5 


  آید:، اندازة زاویه برحسب درجه به دست می180

       D 
180 




36 2
5 72   

2برابر  ABگاه طول کمان باشد، آن 72برابر  AOBاگر اندازة زاویۀ 
  است. 5

Rدر رابطۀ  Dبه جاي  120با قراردادن  D   آید:، اندازة زاویه برحسب رادیان به دست می180

     R 
180

(

3

120 )
  

2 2
3   

  هاي ساعت است.)حرکت عقربه دهندة آن است که جهت حرکت، در جهت(علامت منفی نشان

اي این کار را انجام داد. به عنوان مثال، اگر اندازة زاویه به جاي  180توان با قراردادن به درجه، میتر رادیان تبدیل راحت) براي 1 نکته:

برحسب رادیان،  باشد، اندازة این زاویه برحسب درجه برابر  6  180 306
  باشد.می  
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شده توسط متحرك، اندازة زاویۀ برسد، مسافت طی Bروي دایرة مثلثاتی در جهت مثبت حرکت کند و به مکان  A) اگر متحرکی از نقطۀ 2
  باشد.برحسب رادیان می Oحول  OAخط دوران پاره

    م.دهیشده را با علامت منفی نشان میاگر حرکت در جهت منفی باشد، همین مسافت طی تذکر:

Dاندازة زوایا با استفاده از رابطۀ  R
180 اند.به یکدیگر قابل تبدیل  

cotحاصل عبارت تمرین:  tan cos sin     2 33 4 3 6   را به دست آورید. 2

cot  پاسخ:  , tan , cos , sin       3 31 3 14 3 6 2 2   

  ( ) ( )          23 3 3 53 1 3 1 3 1 12 2 2    حاصل عبارت 2

  
  ها در نواحی چهارگانه:علامت مثبت نسبت

            کــتـــســه

 
        

  

  هاي مثلثاتی زیر را مشخص کنید.علامت هر یک از نسبتتمرین: 

1 (sin( )5
9   2 (cos( )10

9   

  نیم:کا استفاده از جدول، علامت نسبت مثلثاتی را تعیین بگیرد، مشخص کنیم و سپس اي را که انتهاي کمان در آن قرار میباید ناحیهپاسخ: 

1 (  .SwH SLX¶ Ájkø t¼¹Ãw,³»j ¾ã ÃeIº nj sin( )      5 5 02 9 9   

2 (  .SwH Âÿ¹¶ Ájkø t¼¹Ãw,³¼w ã¾ÃeIº nj cos( )      10 3 10 09 2 9   

 تانژانت و کتانژانت       هاهمه نسبت

 سینوس            کسینوس
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  هاي تشریحی:پرسش
  )کتاب درسی 86صفحۀ  5مشابه تمرین (  یک نادرست است؟یک از جملات زیر درست و کدامکدام ●

)مرکز دایرة به  -1 , )0   گوییم.مثلثاتی می و شعاع یک واحد را دایرة 0

2-  2
  است. 72رادیان برابر  5

اگر  -3    3
tanگاه ، آن 2 0 .است  

5اویه اندازة دو زدر یک مثلث،  -4
  آلساقین است.باشد. این مثلث متساويمی 80و  18

  رادیان است. 2تر برابر م 9رو به کمانی به طول متر، اندازة زاویۀ مرکزي روبه 3اي به شعاع در دایره -5

6انتهاي کمان زاویۀ  -6
  در ربع دوم دایرة مثلثاتی قرار دارد.رادیان  5

  در چهار سوال زیر در جاها یخالی، عبارت مناسب قرار دهید. ●

  ا ............. درجه یا ............. رادیان.بدایره برابر است رو به کمان نیماندازة زاویۀ مرکزي روبه -7

  یک رادیان تقریباً برابر ............... درجه است. -8

9- 
  رادیان برابر ............... درجه است. 10

  )1402خرداد (  برابر با .............. است. 6اي به شعاع رجه در دایرهد 210رو به زاویۀ طول کمان روبه -10

sinاگر  -11 x  5
tanو  13 x 0 لثاتی هاي مثباشد، سایر نسبتx .کتاب درسی 78صفحۀ  2مشابه کار در کلاس (  را به دست آورید(  

  
  
  
  

. اگر این ماهواره کیلومتري سطح کرة زمین به دور آن در حال حرکت است 1000را در نظر بگیرید که در فاصلۀ یک ماهوارة مخابراتی  -12

 8000به طول  Bبه  Aسازند رصد شود، مسافتی را در مدار خود از می روي سطح زمین که با مرکز زمین زاویۀ  Bو  Aدر دو نقطۀ 

  را بر حسب درجه به دست آورید. شد، مقدار تقریبی کیلومتر با 6400کند. اگر شعاع کرة زمین کیلومتر طی می

  )کتاب درسی 76مشابه فعالیت صفحۀ (  
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  هاي مثلثاتی زیر را مشخص کنید.علامت هر یک از نسبت -13

)sinآ)  ) 7
)cotب)    5 ) )cotپ)    3 )13

11   
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Homework  

  



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  314 
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  Homeworkپاسخ 
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BOX 2کتاب درسی) 87تا  77(صفحه   هاي مثلثاتیط تکمیلی بین نسبت: رواب  
ی که از مجمـوع هاي مثلثاتی زوایایخواهیم مقادیر نسبتمی BOXدانیم. در این را می 60و  30 ،45هاي مثلثاتی زوایاي حادة از سال گذشته مقادیر نسبت

  آید را به دست بیاوریم.به دست می 360و  0 ،90 ،180 ،270یا تفاضل این زوایا با زوایاي مرزي 

  اتیهاي مثلثروابط تکمیلی بین نسبت
  محور سینوس و کسینوس

P(cos، نقطۀ به ازاي هر مقدار حقیقی زاویۀ در دایرة مثلثاتی،  ● ,sin )  یافتۀ نقطۀ دورانA( , )1 حول  تحت دوران به اندازة  0

,P(xگر نقطۀ باشد. بنابراین امبدأ می y) گاه:روي دایرة مثلثاتی باشد، آن  
x cos

(x, y) (cos ,sin )
y sin
 

      
   

ابراین رابر است. بنبنقطه نیز با مقدار سینوس همان زاویه » پس طول هر نقطه روي دایرة مثلثاتی با مقدار کسینوس زاویۀ موردنظر و عرض آ
  باشد.ها میها، محور سینوسyها و محور ها، محور کسینوسxمحور 

    
  هاي قرینههاي مثلثاتی زاویهنسبت

  است. 60برابر  60است. به عنوان مثال، قرینۀ زاویۀ  یک زاویۀ دلخواه باشد، قرینۀ آن  اگر 

,x)قرینۀ نقطه به مختصات  ته:نک y)  نسبت به محورxاي به مختصات ها، نقطه(x, y) کردن نقطه نسبت به محور است. پس براي قرینه
xتصات کنیم. به عنوان مثال، قرینۀ نقطه به مخها، فقط عرض آن را قرینه می( , )4 )ها، نقطۀ xنسبت به محور  3 , )4   باشد.می 3

برابر  AOPروي دایره منطبق شود، طبق قرارداد زاویۀ  Pهاي ساعت دوران دهیم، تا بر نقطۀ در جهت عقربه را به اندازة  OAاگر 
 شود.می  

    
  کنیم:از روابط زیر استفاده می هاي مثلثاتی زاویۀ براي به دست آوردن نسبت

  sin( ) sin , cos( cos , tan( ) tan , cot( ) cot                 
هاي مثلثاتی، علامت منفـی بـه پشـت نسـبت د و در بقیۀ نسبتشوبا دقت در روابط بالا، فقط در نسبت مثلثاتی کسینوس، منفی حذف می

  رود.مثلثاتی می
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هاي مثلثاتی زاویۀ نسبت تمرین:   رادیان را به دست آورید. 3

 پاسخ:
اي مثلثاتی هاست. براي به دست آوردن نسبت 60رادیانب رابر  3   رادیان داریم: 3

  
j¼{ïÂ¶ ýme Âÿ¹¶

sin( ) sin( ) , cos( ) cos         3 1
3 3 2 3 3 2   

  tan( ) tan ) , cot( ) cot             333 3 3 3 3   

  هاي مکملهاي مثلثاتی زاویهنسبت
مکمـل  160و  20رادیان شود. به عنوان مثـال، دو زاویـۀ  یا  180ها را مکمل گوییم هرگاه مجموع آن و  دو زاویۀ تعریـف: 

)یکدیگر هستند  ) 20 160 180   مکمل زاویۀ .  برابر 180  یا   باشد.می  

,x)قرینۀ یک نقطه به مختصات  نکته: y)  نسبت به محور عمودي (محورyاي به مختصات ها)، نقطه( x,y) کردن است. پس براي قرینه
)طۀ کنیم. به عنوان مثال، قرینۀ نقمی ها، فقط طول آن را قرینهyنقطه نسبت به محور  , )3 )ها، نقطۀ yنسبت به محور  1 , ) 3   است. 1

,P(xاگر  y) اي روي دایرة مثلثـاتی و نقطه  زاویـۀ بـینOP  و محـورOx گـاه زاویـۀ بـین باشـد، آنOP  و محـورOx  کـه در آن
P ( x,y)  باشد، برابر می   :خواهد بود و داریم  

  sin( ) sin , cos( ) cos , tan( ) tan , cot( ) cot                         

    
  کنیم.از روابط بالا استفاده می 150و  120  ،135هاي مثلثاتی زوایاي براي به دست آوردن مقادیر نسبت

sin  مثال: sin( ) sin    3120 180 60 60 2
      

سبت نت و براي سه با توجه به روابط بالا، مقدار نسبت مثلثاتی سینوس یک زاویه با مقدار نسبت مثلثاتی سینوس مکمل آن برابر اسنکته: 
  گاه:مکمل باشند، آن و  اگر دو زاویۀ  شود، به عبارت دیگرها برابر صفر میقرینۀ یکدیگرند و در نتیجه مجموع آن دیگر این دو مقدار

  sin sin , cos cos , tan tan , cot cot              0 0 0   

cosحاصل  تمرین: tan 2 3 1503
 .را به دست آورید  

2کمل مپاسخ: 
) برابر 120(یعنی  3

)cos  است، بنابراین: 3 ) cos( ) cos ( )        2 1 13 3 3 2   

tan  است. بنابراین: 30، زاویۀ 150مکمل زاویۀ  tan( ) tan ( )      3150 180 30 30 23
      

  ( ), ( ) cos tan ( )              2 1 3 1 3 1 31 2 3 150 3 13 2 3 2 3 2 2
   

   180رادیان یا  هاي مثلثاتی دو زاویه با اختلاف نسبت
، 210هاي مثلثاتی توانیم مقادیر نسبتکنیم؛ میهایی که ارائه میاین قسمت با فرمولاست. در  180برابر  210و  30اختلاف دو زاویۀ 
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225  240و 30هاي مثلثاتی را با توجه به مقادیر نسبت  ،45  60و .به دست بیاوریم  

,x)قرینۀ یک نقطه به مختصات  نکته: y) اي به مختصات نسبت به مبدأ مختصات، نقطه( x, y)  کردن نقطـه است. پس براي قرینـه
)به عنوان مثال، قرینۀ نقطۀ نسبت به مبدأ مختصات، باید طول و عرض آن را قرینه کنیم.  , )4 )نسبت به مبدأ مختصات، نقطۀ  6 , )4 6 

  است.
و  اختلاف دو زاویۀ     برابر  اگر زیراست. مطابق شکل ،P(x, y) گاه زاویۀ بین باشد، آنOP  با محورOx  برابر    است

Pکه در آن  ( x, y)   باشد. داریم:می  
  sin( ) sin , cos( ) cos , tan( ) tan , cot( ) cot                        

    

tan  مثال: tan( ) tan    3210 180 30 30 3
      

5هاي مثلثاتی زاویۀ مقادیر نسبتتمرین: 
  رادیان را به دست آورید. 4

5اندازة زاویۀ پاسخ: 
رادیان برحسب درجه برابر  4 5 180 2254

   است و 225 180 45   شده، مقادیر ، بنابراین از روابط داده

5ی هاي مثلثاتنسبت
)آوریم را به دست می 4 )   5

4 4:  

  cos( ) cos( ) cos        5 2
4 4 4 2   sin( ) sin( ) sin        5 2

4 4 4 2   

  cot( ) cot( ) cot      5 14 4 4   tan( ) tan( ) tan      5 14 4 4   

)اگر تمرین:  , ) 2  وsin  5
)cosباشد، حاصل عبارت  13 ) tan( )    2 .را به دست آورید  

  عددي منفی است، بنابراین: cosدر ناحیۀ دوم مثلثاتی قرار دارد. در ناحیۀ دوم  انتهاي کمان پاسخ: 

  sincos sin tan cos
                 
 

2
5

25 144 12 5131 1 169 169 13 12 12
13

   

)cosاز طرفی  ) cos       وtan( ) tan    باشند، پس:می  

  ( cos ) tan ( ( )) ( )               12 5 24 5 288 65 3532 2 13 12 13 12 156   حاصل عبارت156

  هاي متممهاي مثلثاتی زاویهنسبت
یا  90ها را متمم گوییم، هرگاه مجموع آن و  دو زاویۀ تعریـف: 

برابـر  رادیان باشد. پس متمم زاویۀ  2 90  یـا  2 

  است.

برابر  10متمم زاویۀ  مثال: 90 10 80   باشد.می  
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,P(xاگر  y)  و زاویۀ بینOP  و محورOx  برابر گاه زاویۀ بین باشد، آنOP  و محورOx  برابر  2  است که در آن مختصات نقطۀ

P به صورت P (y,x) باشد، داریم:می  

  sin( ) cos , cos( ) sin , tan( ) cot , cot( ) tan                  2 2 2 2   

ت و گاه سینوس یکی با کسینوس دیگري و تانژانت یکی با کتانژانت دیگـري برابـر اسـبه عبارت دیگر اگر دو زاویه متمم یکدیگر باشند، آن
  برعکس.

هاي مثلثاتی توان نسبتمینکته:   3
  به صورت زیر نوشت: هاي مثلثاتی را برحسب نسبت 2

  sin( ) cos , cos( ) sin , tan( ) cot , cot( ) tan                    3 3 3 3
2 2 2 2   

هاي مثلثاتی توان نسبتچنین میهم  3
  و به صورت زیر نوشت: هاي مثلثاتی را برحسب نسبت 2

  sin( ) cos , cos( ) sin , tan( ) cot , cot( ) tan                     3 3 3 3
2 2 2 2   

هاي مثلثاتی دو زاویه با اختلاف نسبت
  رادیان 2

و  اختلاف دو زاویۀ   2  برابر
,P(xرو، اگر است. مطابق شکل روبه 2 y) گاه زاویۀ بین شد، آنباOP  با محورOx  برابر  2 

Pاست که در آن  ( y, x)  باشد و داریم:می  

  sin( ) cos , cos( ) sin , tan( ) cot , cot( ) tan                     2 2 2 2   

    
  
  

استفاده کرد. اما این کار را قـبلاً بـه کمـک روابـط در  150و  120  ،135وایاي هاي مثلثاتی زتوان براي به دست آوردن مقادیر نسبتهاي بالا میاز تساوي
  ایم.زوایاي مکمل هم انجام داده

ز زوایاي با اختلاف را با استفاده ا 135هاي مثلثاتی زوایاي مقادیر نسبتتمرین: 
  رادیان به دست آورید. 2

توان به صورت را می 135هستند. بنابراین  90، دو زاویه با اختلاف 45و  135دو زاویۀ پاسخ:  135 90 45    نوشت و از روابط
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  زیر استفاده کرد:

  cos( ) cos( ) sin      2135 90 45 45 2
      sin( ) sin( ) cos    2135 90 45 45 2

      

  cot( ) cot( ) tan     135 90 45 45 1      tan( ) tan( ) cot     135 90 45 45 1      

)sinاگر  تمرین: )     3
2 )cosدر ناحیۀ دوم باشد، حاصل  و انتهاي کمان  5 ) sin( )     22   را به دست آورید. 2

)sin  پاسخ: ) cos sin cos              23 9 41 12 5 25 5   

  cos( ) sin( ) sin cos ( )                    4 3 4 62 2 2 22 2 5 5 5 5   

OAها بر هم منطبق شود. در شکل مقابـل زاویـۀ بـین یی آنانتها گوییم، هرگاه اضلاع انتهارا هم و  دو زاویۀ انتها: دو زاویۀ هم


و  

  است. 20برابر  Oxمحور 

    
OAاگر 


360 ،OAهاي سـاعت دوران کنـد، (بـه انـدازةو در خلاف جهت حرکت عقربـه Oیک بار به طور کامل حول نقطۀ  


را دوران  

شود و اندازة این زاویه برابر منطبق می OAگاه ضلع انتهایی این زاویه بر روي دهیم.) آنمی 360 20 380   باشـد، اخـتلاف دو می

  است و در حالت کلی داریم: 360برابر  20و  380انتهاي زاویۀ هم

  است. بنابراین: 360رادیان یا  2ها مضربی صحیح از گاه اختلاف آنانتها باشند، آناگر دو زاویه همنکته: 

  k , k360   یاk     2  و انتها هستند.دو زاویۀ هم  

kبرابر  انتها با زاویۀ هاي همپس تمام زاویه  360  یاk  2 باشند که در آن میk .است  

هاي مثلثـاتی آن زاویـه توان از نکتۀ زیر براي محاسـبۀ نسـبتبیشتر باشد، می 360انتها با هم برابرند، بنابراین اگر اندازة زاویه از دو زاویۀ همهاي مثلثاتی نسبت
  استفاده کرد:

)انتها باشنددو زاویۀ هم و  اگر نکته:  k , k )     2 ها با هم برابرند، یعنی:هاي مثلثاتی آنگاه نسبت، آن  

  
ýmek

cos cos( k ) cos( ) cos


       
2

2   
ýmek

sin sin( k ) sin( ) sin


        
2

2   

  
ýmek

cot cot( k ) cot( ) cot


        
2

2   
ýmek

tan tan( k ) tan( ) tan


        
2

2   
)tanکه با توجه به این ) tan      وcot( ) cot     هاي مثلثاتی تانژانـت و کتانژانـت، هـر توان براي نسبتباشد، میمی

  را حذف کرد، به عبارتی دیگر: مضربی (فرد یا زوج) از 
ýme ýmek k

tan(k ) tan( ) , cot(k ) cot( )
 

          

)sinحاصل  تمرین: ) cos( ) tan( ) 450 420 765   ه دست آورید.را ب  

  انتها هستند، زیرا:هم 90و زاویۀ  450زاویۀ  پاسخ:  450 1 360 90     

)sin  بنابراین: ) sin( ) ( ) 450 90 1 1    
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  ستند، زیرا:انتها ههم 60و  420دو زاویۀ  420 360 60     

)cos  بنابراین: ) cos( ) cos ( )    1420 360 60 60 22
      

  انتها هستند، زیرا:هم 45و  765دو زاویۀ   765 2 360 45     

)tan  بنابراین: ) tan ( ) 765 45 1 3    

     1 11 12 )حاصل 2 ), ( ),( ) 1 2 3   

)sinحاصل  تمرین: ) tan( ) 27 292 4   را به دست آورید. 4

  ، داریم:4بر  29و  27با تقسیم پاسخ: 
ýme

sin( ) sin( ) sin sin( ) sin ( )
           

627 3 3 26 14 4 4 4 4 2   

  
ýme

tan( ) tan( ) tan ( )
     

729 7 1 24 4 4   

  ( ), ( ) sin( ) tan( )        27 29 21 2 2 2 1 1 1 04 4 2   

  هاي تشریحی:پرسش
  ی عبارت مناسب قرار دهید.در جاهاي خال ●

  )1402شهریور (  ، برابر ................. است.25مکمل زاویۀ  -1

  برابر ................. است. sin210مقدار  -2

)cosمقدار  -3 ) 4
  برابر .................... است. 3

)cotمقدار  -4 )  2 .با مقدار ..................... برابر است  

  هاي چهار سوال زیر را مشخص کنید.درستی یا نادرستی هر یک از عبارت ●

cosگاه دو زاویۀ قرینه باشند، آن و  اگر  -5 cos   0   

  مکمل یکدیگرند. 160و  20دو زاویۀ  -6

7-cot( ) tan    3
2   

sinگاه دو زاویۀ مکمل باشند، آن و  اگر  -8 sin     

  را به دست آورید. 210اتی زاویۀ هاي مثلثنسبت -9
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  هاي زیر را به دست آورید.حاصل هر یک از عبارت -10

)tanآ)  ) 5
cotب)    3 315    (پcot( ) 3   
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  )کتاب درسی 87صفحۀ  1شابه تمرین م(  هاي زیر را به دست آورید.حاصل هر یک از عبارت -11

)sinآ)  ) tan cos( )  23390 135 4
     1402(شهریور(  

sinب)  tan cos   3210 120 4
     1402(شهریور(  

)cosپ)  ) tan( ) sin( )  390 600 330      1402(خرداد(  

)cosت)  ) cos( ) tan( )    25 5 4
3 6   )1402(خرداد    3

sinث)  cos120 150     2140(خرداد(  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)tanاگر  -12 )   8
2   را به دست آورید. هاي مثلثاتی در ناحیۀ دوم باشد، سایر نسبت و  15

  
  
  

sinاگر  -13   3
  هاي زیر را به دست آورید.سوم مثلثاتی باشد، حاصل عددي هر یک از عبارتدر ناحیۀ  و انتهاي کمان  5

)sinآ)  )  15
)tanب)    2 )  7

)cotپ)    2 )  55
2   
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و  15انتها با زوایاي هاي همتمام زاویه -14   را مشخص کنید. 9

  
  
  

  گیرد؟رو قرار میشدة شکل روبههاي مشخصخطیک از پارهشده، روي کداماي دادههضلع انتهایی هر یک از زاویه -15

آ)   ب)    9 3
2 9   

پ)  5 ت)    4 8 4   

ث)  9
2     1820ج)    9

  
  
  
  

  )کتاب درسی 87صفحۀ  4مشابه تمرین (  مشخص کنید. xیک زاویۀ مناسب قرار دهید. سپس مقادیر دیگري براي  xهاي زیر به جاي در تساوي - 16

sin(xآ)  ) cos x 25   

)sinب)  x ) sin(x )   2 70 10    

)cosپ)  x ) cos x  2 30    

  
  
  
  

tanاگر  -17  باشد، مقدار عددي عبارت  2
cos( ) sin( )
sin( ) cos( )

     

      

32 2 2
3 5   را به دست آورید. 9

  
  

  را بنویسید. Dدر شکل مقابل، معادلۀ خط  -18
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Homework (1)  
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  Homework (1)پاسخ 
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Homework (2)  
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  Homework (2)پاسخ 
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BOX 3کتاب درسی) 94تا  88(صفحه   : توابع مثلثاتی  
yنظیر تابع سینوسی با ضابطۀ توابعی  sin x  و تابع کسینوسی با ضابطۀy cos x اند که در این هایی از توابع مثلثاتینمونهBOX شـوید. آشـنا میها با آن

  کنیم.آیند را رسم میچنین برخی دیگر از نمودار توابع مثلثاتی که به کمک انتقال، قرینه و ... از این دو تابع به دست میهم

  الف) رسم تابع سینوس
yنمودار تابع  ● sin x  روي بازة[ , ]0   به صورت مقابل است: 2

    
yا توجه به نمودار تابع ب ● sin x  در بازة[ , ]0   توان مشخص کرد:نکات زیر را می 2

]) در بازة 1 , ]0   یابد.افزایش می 1، مقدار تابع از صفر به 2

]) در بازة 2 , ] 3
2   یابد.کاهش می -1به  1، مقدار تابع از 2

]) در بازة 3 , ] 3   یابد.به صفر افزایش می -1، مقدار تابع از 22

sinتغییرات مقدار  ● x  در بازة[ , ]0   کنیم:را در جدول زیر خلاصه می 2

    
yنمودار تابع  تمرین: sin x 2 ]ا در بازة ر 1 , ]0   به کمک انتقال رسم کنید. 2
yبراي رسم نمودار تابع پاسخ:  sin x 2 y، ابتدا در نمودار 1 sin xکنیم تا نمودار ، عرض هر نقطه را دو برابر میy sin x به  2

  دست آید:

    
yنمودار  sin x yدهیم تا نمودار را یک واحد به سمت پایین انتقال می 2 sin x 2   به دست آید: 1

    
sin(xبا توجه به تساوي  ● ) sin x  2  مقدار تابع سینوس با اضافه کردن ،2 کند. پس نمودار تابع دیان به کمان آن تغییر نمیرا
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y sin x هاي در بازه[ , ]0 2  ،[ , ] 2 sin(xچنین با توجه به تساوي و ... یکسان است. هم 4 ) sin x  2  مقدار تابع سینوس ،
yکند. در نتیجه نمودار تابع رادیان از کمان آن تغییر نمی 2کردن با کم sin x هاي در بازه[ , ]0 2  ،[ , ] 2 0  ،[ , ]   4 و ...  2

yیکسان است. پس نمودار  sin x  هاي بازهدر[ k ,( k ) ]  2 2 2  ،k  یکسان است. نمودار تابع در بازة[ , ]  2 به صورت  4
  زیر است:

    
yبا توجه به نمودار کلی  ● sin x توان نکات زیر را بیان کرد:، می  
f) دامنۀ تابع 1 (x) sin x  برابر  و برد آن بازة[ , ]1 f  باشد:می 1 ff (x) sin x D , R [ , ]    1 1   

y) حداکثر مقدار تابع 2 sin x  هاي است و در نقاطی به طول 1برابر, , , , ,    7 3 5
2 2 2 2  کند و در ختیار میاین مقدار را ا

yحالت کلی، تابع  sin x هاي در نقاطی به طولk  ،x k   2   کند.بیشترین مقدار خود را اختیار می 2

y) حداقل مقدار تابع 3 sin x  برابر1 هاي است و در نقاطی به طول, , , , ,    5 3 7
2 2 2 2  کند و در این مقدار را اختیار می

yحالت کلی، تابع  sin x هاي در نقاطی به طولk  ،x k    32   کند.ترین مقدار خود را اختیار میکم 2

yع ) مقدار تاب4 sin x  در نقاطی به طولk  ،x k   برابر صفر است، بنابراین طول نقاط تلاقی نمودار این تابع با محورx ها از
k  ،xتساوي  k  آید.به دست می  

yبراي رسم نمودار تابع دانیم میه: نکت f (x)   کافی است نمودار ،y f (x)  را نسبت به محورx ها قرینـه کنـیم. بنـابراین نمـودار
g(x) sin x   در بازة[ , ]0   به صورت مقابل است: 2

    
fدار با مقایسۀ نمو ● (x) sin x  وg(x) sin x   در بازة[ , ]0 چنین شود و هممی g، نقطۀ مینیمم در f، هر نقطۀ ماکزیمم در  2

  شود که:چنین با مقایسۀ دو نمودار مشخص میشود. هممی g، نقطۀ ماکزیمم در fهر نقطۀ مینیمم در 
f) تابع 1 (x) sin x  در سمت راست محورy.ها ابتدا داراي ماکزیمم و سپس مینیمم است  
g(x)) تابع 2 sin x   در سمت راست محورy.ها ابتدا داراي مینیمم و سپس ماکزیمم است  
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  ب) رسم تابع کسینوس
yنمودار تابع  ● cos x  روي بازة[ , ]0     ، به صورت مقابل است:2
yبا توجه به نمودار تابع  ● cos x  در بازة[ , ]0   توان نوشت:نکات زیر را می 2
]) در بازة 1 , ]0  به  1مقدار تابع از1 ابد.یکاهش می  
]) در بازة 2 , ] 2 مقدار تابع از ،1  یابد.افزایش می 1به  
cosتغییرات مقدار  ● x  در بازة[ , ]0   کنیم:را در جدول زیر خلاصه می 2

    
yبا توجه به نمودار کلی  ● cos x توان در نظر گرفت:، نکات زیر را می  

    
y) دامنۀ تابع 1 cos x  برابر  و برد آن بازة[ , ]1 f  باشد:می 1 ff (x) cos x D , R [ , ]    1 1   

fترین و بیشترین مقدار تابع کم تمرین: (x) cos x  3   را به دست آورید. 5
cosاز نامساوي  پاسخ: x  1 fها، حدود و خواص نامساوي 1 (x) کنیم:را مشخص می  

  ( )cos x cos x cos x f (x)                 3 51 1 3 3 3 2 3 5 8 2 8   
  باشد.می 8و بیشترین مقدار تابع برابر  2برابر  fترین مقدار تابع بنابراین کم

  
y) حداکثر مقدار تابع 2 cos x  هاي است و در نقاطی به طول 1برابر, , , ,  2 0 2  کند و در حالت کلی این مقدار را اختیار می

yتابع  cos x هاي در نقاطی به طولk  ،x k 2 کند.، بیشترین مقدار خود را اختیار می  
y) حداقل مقدار تابع 3 cos x  برابر1 هاي است و در نقاطی به طولk  ،x k   2 کند.ترین مقدار خود را اختیار می، کم  

yار تابع ) مقد4 cos x  در نقاطی به طولk  ،x k    yبرابر صفر است. در واقع طول نقاط تلاقـی نمـودار  2 cos x  بـا

k  ،xها از تساوي xمحور  k      آید.به دست می 2
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yنمودار تابع تمرین:  | cos x |  1
]را در بازة  2 , ]0   رسم کنید. 2

yابتدا نمودار تابع پاسخ:  cos x  1
yرا با انتقال نمودار تابع  2 cos x  1به اندازة

  کنیم:واحد به سمت پایین رسم می 2

    
yقسمتی از نمودار تابع  cos x  1

کنیم. نمودار به دست آمده نمودار تابع ها قرینه میxها قرار دارد، نسبت به محور xرا که پایین محور  2

y | cos x |  1
  باشد:می 2

    
هـا، طـول نقـاط مـاکزیمم و مینـیمم دو تـابع xبـه محـور  کردن نمودار توابع کسینوسـی نسـبترینه) همانند توابع سینوسی با ق1 نکته:

f (x) cos x  وg(x) cos x  شوند.جا میجابه  

y) نمودار تابع 2 cos x  را به کمک انتقال نمودارy sin x توان رسم کرد. با توجه به تساوي میsin(x ) cos x 2 اگر نمودار ،

y sin x  را به اندازة
yبه سمت چپ انتقال دهیم، نمودار تابع  2 cos x توان نمودار چنین میآید و همبه دست میy sin x  را

yبه کمک انتقال نمودار  cos x .رسم کرد  
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  هاي تشریحی:پرسش
  )کتاب درسی 94صفحۀ  4مشابه تمرین (   باشند.درست و کدام نادرست می سوالات زیرهاي یک از گزارهبا ذکر دلیل مشخص کنید کدام ●

yدامنۀ تابع  -1 sin x ابر بر  و برد آن بازة[ , ]1   باشد.می 1

yتابع  -2 sin x در نقاطی به طولx k      کند.ها را قطع میx، محور  2

yنمودا رتابع  -3 cos x  در بازة[ , ] 5
2   ترین مقدار و در یک نقطه داراي بیشترین مقدار است.در یک نقطه داراي کم 2

yنمودار تابع  -4 cos x  در بازة[ , ] 2 xاي به طول در نقطه 0   کند.ترین مقدار را اختیار می، کم  

yر براي رسم نمودا -5 sin( x)   کافی است نمودار ،y sin x  را نسبت به محورx.ها قرینه کنیم  

yنمودار تابع  -6 sin x  در نقاطی به طولx k   2 2  ،k .داراي بیشترین مقدار است  

yترین مقدار تابع کم -7 cos x 3   برابر یک است. 2

yنمودار تابع  -8 sin x 4 )، از نقطۀ 1 , )   گذرد.می 36

  در جاهاي خالی عبارت مناسب بنویسید. ●

  )1402شهریور (  حداکثر مقدار تابع کسینوس برابر .............. است. -9

fحداکثر مقدار تابع  -10 (x) cos x 1402خرداد (  شود.برابر با ................ است که در نقاط به طول ............. حاصل می(  

  
yنمودار تابع زیر را با توجه به نمودار  -11 sin x .در صفحۀ مختصات رسم کنید  

y sin x , x [ , ]    1   ) 1402شهریور(  

  
  
  

yنمودار تابع زیر را با توجه به نمودار  -12 cos x .در صفحۀ مختصات رسم کنید  

y cos(x) , x [ , ]   1 0   )1402شهریور (   2

  
  
  

yنمودار تابع  -13 sin x  1  را در فاصلۀ[ , ]0   )1402خرداد (  دار ماکزیمم و مینیمم نمودار را تعیین کنید.رسم کنید و مق 2
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yنمودار تابع  -14 sin x 2 ]را در بازة  1 , ]0   )1402خرداد (  رسم کنید. 2

  
  
  
  

  رید.ترین مقدار هر یک از توابع زیر را به دست آوبیشترین و کم -15

yآ)  cos(x )  4 yب)      16 | cos x |  2   

  
  
  
  
  

yنمودار تابع  -16 asin x b   به صورت مقابل است. مقادیرa  وb .را به دست آورید  

    
  
  

fنمودار تابع  -17 (x) acos(x ) b  6 هاي از نقطه( , ) )و  26 , )5   را به دست آورید. bو  aگذرد. مقادیر می 06
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Homework  
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  Homeworkپاسخ 
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BOX 4 : هاي مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا) نسبت1مثلثات (ویژه حسابان  

  
sin cos

sin cos
cos sin

         
   

2 2
2 2

2 2
1

1
1

 )1  

  tan
cos

  


2
2

11 )2  

  cot
sin

  


2
2

11 )3  

  sinxcosx (sinx cosx)   21 2 )4  

هاي مثلثاتی نسبت   :  
  sin( ) sin cos cos sin         )1  
  cos( ) cos cos sin sin         )2  
  sin( ) sin cos cos sin        )3  
  cos( ) cos cos sin sin        )4  

  اثبات:
  (دلخواه) است. rبرابر  AFخط ت و اندازة پارهیک مستطیل اس ABCDرو چهارضلعی در شکل روبه

  

SwH ¾dÿÅ´Ãº  ã¾Ä»Hp

 Â±iHj ÁIÄH»p Ì¼µ\¶
Jn¼¶  ,ÁpH¼¶ »

ˆ ˆE : FEC AEB
ˆFEC ( )

ˆAEB : AEB
ˆAF CD AB AFD ( )



      
    

   

90 180
1

90 180

2

 

            

ADFدر مثلث 


 :  
( )ADˆ ˆsin(AFD) AD r sin(AFD) r sin( ) ( )r     
2

3   

  
( )FDˆ ˆcos(AFD) FD r cos(AFD) r cos( ) ( )r      
2

4   

AEFدر مثلث 


 :  

  EFsin EF r sin ( )r     5   

  AEcos AE r cos ( )r     6   

FCEدر مثلث 


 :  

  ( ),( )FC FCˆsin(FEC) sin FC r sin sin ( )EF r sin       


1 5 7   

  ( ),( )EC ECˆcos(FEC) cos EC r cos sin ( )EF r sin       


1 5 8   
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ABEدر مثلث 


 :  

  ( )BE BEsin sin BE r sin cos ( )AE r cos        


6 9   

  ( )AB ABcos cos AB r cos cos ( )AE r cos        


6 10   

  حال خواهیم داشت:
( ),( ),( )

( ),( ),( )
AD BE EC r sin( ) r sin cos r cos sin sin( ) sin cos cos sin

DF AB FC r cos( ) r cos cos r sin sin cos( ) cos cos sin sin

                 

                 

9 8 3

10 7 4
   

  هاي مثلثاتی زیر را تعیین کنید.با استفاده از روابط فوق نسبت تمرین:

sinالف)  75    (بcos15   
  پاسخ:

  sin sin( ) sin cos cos sin         2 3 2 1 6 275 45 30 45 30 45 30 2 2 2 2 4
       الف)  

  cos cos( ) cos cos sin sin         1 2 3 2 6 215 60 45 60 45 60 45 2 2 2 2 4
       ب)  

cosمتمم یکدیگرند؛ پس  15و  75حواسمون بود که  sin15 75  .  
cosدر مثلثی رابطه  تمرین: A cosB(tan A tan B) 1 برقرار است، نوع مثلث چیست؟  

sin(A  پاسخ: B)sin A sin B sin AcoB cos Asin Btan A tanB cos A cosB cos AcosB cos AcosB
       

sin(A  در نتیجه: B)cos A cosB( ) sin(A B) A Bcos Acos B
      1 2   

  الزاویه است.بوده و پس مثلث قائم 90است، زاویه سوم  180لی مثلث جا که جمع زوایاي داخاز آن

sinحاصل  تمرین: cos50 3 50  کدام است؟  

1 (cos2 110   2(cos2 10   3(cos2 20   4(cos3 20   

tanدانیم که ـ می» 3«گزینۀ  پاسخ: 60 3 :  

  sin( )sin sin cos sin cos sinsin cos sin
cos cos cos

    50 6060 50 60 60 50 11050 50 2 110160 60 60
2

        
     

  sin( ) cos  2 20 2 202
    

cosفرض کنید  تمرین:  4
5  ،cos   12

در ربع دوم قرار باشد. در این صـورت  در ربع اول و انتهاي کمان  ، انتهاي کمان  13

  (تمرین کتاب درسی)  مطلوب است:
)sinالف)  )                  (بcos( )                  (پ   ام ناحیه مثلثاتی قرار دارد.در کد  

  پاسخ: 

  Ï»H ¾ÃeIº 
sincos sin cos sin sin


               2 2

0
4 16 9 3 31 15 25 25 5 5   
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  ³»j ¾ÃeIº 
sincos sin cos sin sin


                2 2

0
12 144 25 5 51 113 169 169 13 13   

)sin  الف) ) sin cos cos sin              3 12 4 5 16
5 13 5 13 65   

)cos  ب) ) cos cos sin sin              4 12 3 5 33
5 13 5 13 65   

پس   پ)    .در ناحیه سوم مثلثاتی واقع است
sin( )

cos( ) cos cos sin sin

     
              



16 065
4 12 3 5 05 13 5 13

   

  دانیم که:می کته:ن

  
sin( ) sin cos cos sin
cos( ) cos cos sin sin

        
        

   

)sin  داریم: به جاي  با قراردادن  ) sin sin cos cos sin sin cos             2 2   

  cos( ) cos cos cos sin sin cos sin              2 22   
  د بود:به صورت زیر خواه 2بنابراین روابط مثلثاتی 

  
sin sin cos

cos cos sin

   

    2 2
2 2

2
   

  رو را تعیین کنید.حاصل عبارات روبه تمرین:

  cos cos cos10 20 40   پ)  cos sin 4 4
12 cos  (ب 12 cos2 165 105  الف)  

)cos  پاسخ: )cos( ) cos( )cos( ) ( cos ) ( sin )         2 180 15 90 15 2 15 15 2 15 152
        الف)  

  sin cos sin   12 15 15 30 2
     

  (cos sin ) (cos sin )    2 2 2 2
12 12 12 12 cos sin cos cos       

1
2 2 2 3

12 12 12 6   (ب 2

  (پ  نماییم:کنیم. از رابطه زیر استفاده میتقسیم می sin10ضرب و بر  sin10شده را در خواستهعبارت 

  sin sin .cos sin .cos sin        12 2 22   

  
sin cos cos sin cos sin sin( )sin cos cos cos

sin sin sin sin sin


   

1 1 1 120 20 40 40 40 80 90 1010 10 20 40 2 4 8 8
10 10 10 10 10

          

       

  
cos

cot
sin

 

1 10 18 10810




   

استفاده از روابط  با نکته:   :داریم  tan tantan( ) tan tan
     

  1   

  اثبات:
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  sin( ) sin cos cos sintan( ) cos( ) cos cos sin sin
           
      

   

  oM Zoh¶ » Rn¼Å ´Ãv£U IMcos cos
sin cos cos sin
cos cos cos cos tan tan
cos cos sin sin tan tan
cos cos cos cos

 
   
       
      
   

1   

tan  نکته: tan tantan( ) tan( )tan tan tan
         

    2
221 1

   

tanحاصل تمرین:
tan




1 15
1 15



 .را تعیین کنید  

tanدانیم که می پاسخ: 45 1 :بنابراین  

  tan tan tan tan( ) tan
tan tan tan

     
 

1 15 45 15 45 15 60 3
1 15 1 45 15

     
     
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Homework (1)  
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  Homework (1)پاسخ 
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 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  377 

Homework (2)  
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  Homework (2)پاسخ 
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  فصل پنجم: توابع نمایی و لگاریتمی
  )1حسابان  3و فصل  2ریاضی  5(فصل 

BOX 1کتاب درسی) 104تا  96فحه (ص  : تابع نمایی  
  شوید.ها آشنا میهاي آنها و ویژگیبا تعریف تابع نمایی، نمودار آن BOXدر این 

  تابع نمایی
  هاي حقیقیتوان

دو  yو  xهاي حقیقی نیز برقرار است. فرض کنیم ي توانهاي حقیقی مثبت، براهاي گویا و پایهدار با توانمشابه قوانین مربوط به اعداد توان
  گاه:دو عدد حقیقی باشند، آن sو  rعدد حقیقی مثبت و 

1 (x 0 1   2 (r
rx

x
  1   3 (s r sx x x  2   4 (r x rs(x ) x   

5 (r r r(xy) x y   6 (
rr
r

x x( ) , (y )y y
 0   7 (

r r s
s

x x , (x )
x

 0   8 (r 1 1   

  هاي زیر را ساده کنید.هر یک از عبارتتمرین: 

1 ( 1 2 1 23 3   2 (2 2 85 3   3 (



2 2 2

2 2 2
2 2
4 4

   

  کنیم:ا هم جمع میها را بهاي مساوي، تواندار با پایهضرب اعداد توان) در 1 پاسخ:

  (    1 21 2 1 23 3 3 ) ( 1 2 )  23 9   

) چون 2  8 4 2 2 )  ها با هم برابرند و داریم:است، پس توان 2 )     2 2 8 2 2 2 2 2 2 2 25 3 5 3 5 3 15   
  نویسیم:دار مید توانهاي صورت و مخرج را به شکل یک عد) ابتدا هر یک از عبارت3

  ( ) ( )  
3 2 3 2 3 2
3 2

2 2 1
4 24

,حاصل         2 2 2 2 2 2 3 2 2 2 2 2 2 2 3 22 2 2 2 4 4 4 4   

  تابع نمایی
xfتابع با ضابطۀ هر تعریف:  (x) a  را که در آنa گوییم.باشد، تابع نمایی مییک عدد حقیقی مثبت و مخالف یک می  

  xy a a , a , a    0 1 .تابع نمایی است  

xyتوابع مثال:   3  ،xy ( ) 5  ،x x xy ( ) ( )   1 12 2 xy، همگی در دستۀ توابع نمایی قـرار دارنـد، ولـی 2 ( )  و  2

xy 1  به خاطر آن که در اولیa   2 aو در دومی  0    گیرند.در دستۀ توابع نمایی قرار نمی می باشد، 1

xyدر تابع نمایی تذکر:  a  عدد ثابت ،a  پایه و توان متغیر است، اما در تابعay x .پایه متغیر و توان عدد ثابت است ،  

xyتابع مثال:   yو تابع  xو توان  3یک تابع نمایی با پایۀ  3 x   باشد.می 3و توان  xبا پایۀ  3اي از درجۀ جملهیک تابع یک 3
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xyدر تابع  نکته: a  اگر ،a  xyگاه ضابطۀ تابع به صورت باشد، آن 1  1 باشد و نمودار آن به تابع ثابت می آید که ضابطۀدرمی 1
  صورت مقابل است:

    
xyنمودار تابع  تمرین:    را رسم کنید. 2

xyبراي رسم تابع نمایی پاسخ:   شـخص آوریم و بـا مرا به دست می y، مقدار xکنیم. به ازاي برخی از مقادیر یابی استفاده میاز نقطه 2
  کنیم:کردن این نقاط روي دستگاه و وصل کردن آن نقاط، نمودار را رسم می

  x y , x y , x y           0 1 20 2 1 1 2 2 2 2 4   

  x y , x y          1 21 11 2 2 22 4   

  آید.کردن نقاط به همدیگر، نمودار به دست میآید و با وصلجدول زیر از نقاط به دست می

         
x

y

 2 1 0 1 2
1 1 1 2 44 2

   

yطور که نمودار توابـع نهما x  ،y x 2  ،y | x | شناسـیم بایـد نمـودار تـابع نمـایی و ... را میxy a  را بـه خـاطر بسـپاریم. نمـودار تـابع نمـایی
xy a  برايa 1  وa 0   متفاوت است. 1

xyهاي تابع نمایی ویژگی a  با شرطa 1   
xy) نمودار تابع مانند نمودار تابع 1    به صورت مقابل است: 2
)و برد آن مجموعۀ اعداد حقیقی مثبت، یعنی  د حقیقی، یعنی ) دامنۀ تابع مجموعۀ اعدا2 , )0 باشد.می  
)ها را در نقطۀ y) نمودار تابع، محور 3 , )0   کند.قطع می 1
  کند.ها را قطع نمیx) نمودار تابع، محور 4
  کند.ها، نمودار را حداکثر در یک نقطه قطع میxیک است، زیرا تمام خطوط موازي با محور بهک) تابع در دامنۀ آن ی5

x(a) در تابع نمایی 6 ) y a 1  هرچه مقدار ،x شود، مقدار بیشتر میxa شود، پس به ازاي هر دو عدد حقیقی دلخواه تر مینیز بزرگx 

xاگر ، yو  y گاه ، آنx ya a  ،و برعکس. به عنوان مثال1 1
2 و در نتیجه  3

1 1
2 34 4   

xyنمودار  تمرین: ( ) 1
  یابی رسم کنید.را به کمک نقطه 2

ها به هم، کردن آنبه دست آمده است و با مشخص کردن نقاط روي دستگاه و وصل y، مقدار xاي برخی از مقادیر جدول زیر به ازدر  پاسخ:
  آید:نمودار تابع به دست می
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x

y

 2 1 0 1 2
1 14 2 1 2 4

   

xyهاي تابع نمایی ویژگی a  با شرطa 0 1   
xyمودار تابع مانند نمودار ) ن1 ( ) 1

   رو است:به صورت روبه 2

)و برد آن مجموعۀ اعداد حقیقی مثبت، یعنی  ) دامنۀ تابع مجموعۀ اعداد حقیقی، یعنی 2 , )0 باشد.می  
)ها را در نقطۀ y) نمودار تابع، محور 3 , )0   کند.قطع می 1
  کند.ها را قطع نمیx) نمودار تابع، محور 4
  کند.ها، نمودار را حداکثر در یک نقطه قطع میxیک است، زیرا تمام خطوط موازي با محور به) تابع در دامنۀ آن یک5

xy) در تابع نمایی 6 a  در حالتی کهa 0 شود. پس به ازاي هر دو عدد حقیقی تر میکم yمقدار  شود،بیشتر می x، هرچه مقدار  1

x، اگر yو  xدلخواه  y گاه ، آنx ya a  ،و برعکس. به عنوان مثال3 )و در نتیجه  2 ) ( )3 21 1
3 3   

  در جاهاي خالی علامت مناسب قرار دهید. تمرین:

1 (75  35   2 (
7
33  /2 53   3 (/( )1 51

4  ( ) 21
4   4 (( )21

4  /( )3 21
2

   

  تر خواهد بود. بنابراین:رگتر باشد، عدد نیز بزتر از یک است، پس هرچه توان بزرگ): پایه بزرگ2) و (1( پاسخ:

  /, /     
7

3 7 2 5 373 7 5 5 2 5 3 33   

//  شود:تر میتر شود، عدد کوچکاست. هرچه توان بزرگ 1و  0) پایه بین 3 ( ) ( )  2 1 51 12 1 5 4 4   

/  کنیم:ها را یکی می) ابتدا پایه4 / /( ) ( ) (( ) ) ( ) / ( )      
1 1 1

3 2 3 2 1 62 2 2
1
2

1 1 1 1 1 1 13 22 2 2 22 2
2

   

  ( ) (( ) ) ( ) ( )  2 2 2 2 2 41 1 1 1
4 2 2 2   

  // ( ) ( )  1 6 41 11 6 4 2 2   
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  هاyبازتاب (قرینه) نسبت به محور 
)Aخواهیم قرینۀ نقاط می ● , )2 )Bو  3 , ) 1 خطی عمود بر شده پارهها به دست آوریم. براي این کار، از نقاط دادهyرا نسبت به محور  2

هـا yنسـبت بـه محـور  Bو  Aدهیم. نقاط به دست آمده قرینـۀ نقـاط تداد میخط را به همان اندازه امکنیم و این پارهها رسم میyمحور 
  باشند.می

    
)به مختصات  A، نقطۀ Aقرینۀ نقطۀ  ● , )2 )به مختصات  B، نقطۀ Bو قرینۀ نقطۀ  3 , )1 باشد. با توجه به مختصـات نقـاط می 2

  شود، بنابراین:ها قرینه میها فقط طول آنyمحور  ها، در قرینه نسبت بهشده و قرینۀ آنداده

Aها نقطۀ yنسبت به محور  A(a,b)) قرینۀ نقطۀ 1 نکته: ( a,b)  .است  
fگاه ها قرینه باشند، آنyنسبت به محور  gو  f) اگر نمودار توابع 2 ( x) g(x)   وg( x) f (x)    
y) اگر نمودار تابع 3 f (x)  را داشته باشیم و آن را نسبت به محورyگاه نمودار حاصل، نمودار تابع ها قرینه کنیم، آنy f ( x)   خواهد

  بود.
  

xyدر تابع   x  گاه:قرار دهیم، آن x ،xاگر به جاي  2 x xy ( ) ( )   1 12 2 2   

xyپس، قرینۀ نمودار   xyها، نمودار تابع yنسبت به محور  2 ( ) 1
  آید.به دست می 2

xyنمودار توابع نکته:  a  وx(a , a ) y a  1   اند.ها قرینهyنسبت به محور  0
  ها را یکی کنیم.یاد بگیریم، حل معادلات نمایی است. براي حل چنین معادلاتی باید در دو طرف پایهیکی از مسائلی که باید 

  معادلات نمایی
  نامیم.وان قرار گرفته باشد، معادلۀ نمایی میاي را که در آن مجهول در تمعادله تعریف:

uهر معادله به صورت  v(a,b , a,b ) a b  0 هاي نمایی، پایۀ دو طرف را یکسان کرد، اگر بتوان در معادلهیک معادلۀ نمایی است.  1
  توان از نکتۀ زیر براي حل معادله استفاده کرد.می

uاگر  نکته: v(a , a ) a a  0 uگاه ، آن 1 v .و برعکس  
  هر یک از معادلات نمایی زیر را حل کنید. تمرین:

1 (x 3 1 12 32   2 (x x x( )   1 2 1 817 49 7   

x  ) 1 پاسخ: x x x                  5 2 1 5
5

1 1 42 2 2 3 1 5 3 5 1 432 32
   

  نویسیم:می 7دار با پایۀ ها را به صورت یک عبارت توان) هر یک از عبارت2

  x x ( x ) x x x x( ) , ( ) ( )            2 1 2 2 1 2 2 1 4 2 8 1 8 8149 7 7 7 7 77   
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  x x x x x x (x ) ( x ) x x x( )                      1 2 1 8 1 4 2 8 1 4 2 8 5 1 817 49 7 7 7 7 7 7 77   

  x x x x x x                75 1 8 5 8 1 6 7 6   

  حی:هاي تشریپرسش
  )کتاب درسی 104صفحۀ  3مشابه تمرین (  یک نادرست است؟یک از جملات زیر درست و کدامکدام ●

xyتقاطع نمودار تابع محل  -1  )ها، نقطۀ yبا محور  2 , )0   است. 2

)نقطۀ  -2 , )1 xyروي نمودار تابع، با ضابطۀ  52    )1402شهریور (  قرار دارد. 5

xyدامنۀ توابع  -3  yو  2 x   یکسان است. 2

xyنمودار توابع  -4  xyو  4 ( ) 1
yنسبت به خط  4 x کدیگرند.قرینۀ ی  

  در جاهاي خالی سوالات، عبارت مناسب قرار دهید. ●

  ، ................. در توان و ............... در پایه است. x2، متغیر در .............. و عدد ثابت در ................ است ولی در  x2در  -5

xyتابع  -6    یک ....................به، تابع یک 2

xاگر  -7 y گاه ، آنx3  از ...................y3 تر)تر ـ کوچکاست. (بزرگ  

xyبرد تابع  -8 ( ) 1
  ............. است.، .... 3

xyنمودار توابع  -9 a  وx(a , a ) y a  0   نسبت به محور ................. قرینۀ یکدیگرند. 1

xfدامنۀ تابع  -10 (x)  2   )1402 خرداد(  برابر با ................ و برد آن برابر با ................. است. 3

  )کتاب درسی 104صفحۀ  1مشابه تمرین (  یک از توابع زیر، ضابطۀ یک تابع نمایی است؟کدام -11

yآ)  x xyب)    2 ( ) 1
5

yپ)     x 2   

xyت)   xyث)    6 ( / ) 0 xyج)    1 x 2    

  
  ه هم مقایسه کنید.ها را نسبت بنمودار توابع زیر را در یک دستگاه مختصات رسم کنید و وضعیت آن -12

x x xy , y , y ( )   54 3 2    
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xyنمودار تابع  -13    به صورت مقابل است: 2

   ها مشخص کنید.yا روي محور ر 22آ) عدد 

  برابر چه عددي است؟  mب) عدد 

  
  
  

  )1402خرداد (  یک است؟بهیک از توابع زیر در کل دامنه خود یککدام -14

1 (f (x) x 2   2 (f (x) [x]   3 (f (x) | x |   4 (xf (x)  2   

  
  قرار دهید. <یا  =یا  >در جاهاي خالی علامت  -15

)آ)  )




2
51  ( )





1
)ب)      21 )312

4  ( )23
2   

  

fآ) نمودار توابع  - 16 (x) x xg(x)و  2    )کتاب درسی 98کار در کلاس صفحۀ (  یک دستگاه رسم کنید. را در 2

xب) معادلۀ  x    چند ریشۀ حقیقی دارد؟ 22

  
  )کتاب درسی 104صفحۀ  6مشابه تمرین (  هر یک از معادلات نمایی زیر را حل کنید. -17

xآ)  2 4 14   )1402(شهریور    64

xب) 
x

 2 13
27

  )1402(خرداد    

xپ)  2 1 13    )1402(شهریور    27

  
  هاي زیر را ساده کنید.هر یک از عبارت -18

)آ)  ) ( )   
1

2 1 2 12 3 2 3     

)ب)  )

( / )

 



5 20

45 5
3 5 17 51
2 0 25

   

پ) 






3 3

12 3
5 12

10 10
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  رید.دامنۀ هر یک از توابع زیر را به دست آو -19

آ) 
x

xf (x) 

3

4 128
xب)      

xg(x)   168
4

   

  

xafبا ضابطۀ  fرا چنان تعیین کنید که تابع  aحدود  -20 (x) ( )a



2
  ، یک تابع نمایی باشد. 1
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Homework  
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 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  394 

  Homeworkپاسخ 
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BOX 2کتاب درسی) 111 تا 105(صفحه   : تابع لگاریتمی  
نـامیم. در ایـن ا تابع لگـاریتمی میپذیر است. وارون تابع نمایی ریک است و در نتیجه وارونبهتابعی یک در بستۀ قبل و با توجه به نمودار تابع نمایی، هر تابع نمایی،

BOX شود.هاي آن گفته مینمایش تابع لگاریتمی، نمودار و برخی از ویژگی  

  تابع لگاریتمی
fو  fاگر دو تابع ایم، طور که دیدهمانه 1 گاه:وارون یکدیگر باشند، آن  

fبا برد تابع  f) دامنۀ تابع 1 1  و برد تابعf  با دامنۀf 1 :برابر است، یعنی  f ff fD R , R D  1 1   

f) اگر 2 (a) b گاه ، آنf (b) a 1   

yنسبت به خط  f) با قرینه کردن نمودار 3 x  نمودار ،f 1 آید.به دست می  

xfۀ ا ضابطگوییم. وارون تابع نمایی بوارون تابع نمایی را تابع لگاریتمی میتابع لگاریتمی:  (x) a  را بـه صـورتaf (x) log x 1 

alogدهیم. (نشان می x خوانیم لگاریتم را میx  در مبنايa:بنابراین ،(  x
af (x) a f (x) log x (a , a )    1 0 1   

xfشده، اگر با توجه به نمادگذاري انجام مثال: (x)  fگاه باشد، آن 3 (x) log x 1
  باشد و داریم:می 3

  f ( ) f ( ) log , f ( ) f ( ) log             2 1 3 1
3 3

1 1 12 3 9 9 9 2 3 3 327 27 27   

  کنیم:چنین تبدیل تساوي لگاریتمی به نمایی از رابطۀ مقابل استفاده میبراي تبدیل یک تساوي نمایی به لگاریتم و همنکته: 

  y
alog x y x a     

  کتاب درسی) 110(مشابه کار در کلاس صفحۀ   گاریتمی بنویسید.لهاي نمایی زیر را به صورت یک تساوي ز تساويهر یک ا تمرین:

52آ)  ب)    32



1
2 14 2   

xaاگر «با استفاده از رابطۀ  پاسخ: y گاه ، آنalog y x«نویسیم:ها را به صورت یک تساوي لگاریتمی می، هر یک از تساوي  

logآ)   5
22 32 32 logب)    5


    

1
2 4

1 1 14 2 2 2   

  کتاب درسی) 110(مشابه کار در کلاس صفحۀ   وي نمایی بنویسید.هاي لگاریتمی زیر را به صورت یک تساهر یک از تساوي تمرین:

logآ)  2
32 2 logب)    2  1

16

38 4   

blogاگر  پاسخ: a c گاه ، آنca b :پس داریم ،  

logآ)    
3
22

32 2 2 2 logب)    22 ( )


   
3
41

16

3 18 84 16   

a)عددي حقیقی و مثبت  aاگر نکته:  ) a  گاه:باشد، آن 1 a) a log ) a a log a     0 11 1 1 0 2 1   

xfچون در تابع نمایی با ضابطۀ تذکر:  (x) a  ،a  همواره عددي مثبت و مخالف یک است، پس در تابع لگاریتمی با ضابطۀay log x 
 ،a باشد.عددي مثبت و مخالف یک می  

fنمودار تابع  تمرین: (x) log x log2را رسم کنید و مشخص کنید عدد  2   بین کدام دو عدد صحیح قرار دارد؟ 3
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fتابع  پاسخ: (x) log x xyوارون تابع نمایی  2  fو  fاست. نمودار دو تابع  2 1  خط نسبت بهy x اند. پس اگر نقاط روي قرینه

xyنمودار   yرا نسبت به خط  2 x  قرینه کنیم، نمودار تابعf (x) log x   آید:به دست می 2

    
log2قرار دارد. بنابراین  4و  2بین دو عدد  2عدد  logبین دو عدد  3 2 2 logو  1 2 4   گیرد.قرار می 2

afهاي تابع لگاریتمی ویژگی (x) log x 1   
af) نمودار تابع 1 (x) log x 1  وقتی کهa 1  باشد، مانند نمودارy log x   باشد:است و نمودار آن به صورت مقابل می 2

    
afو نمودار تابع  (x) log x 1  وقتی کهa 0 xfباشد، با توجه به نمودار  1 (x) a باشد:به صورت مقابل می  

    
af) دامنه و برد تابع 2 (x) log x 1 باشد:با توجه به نمودار به صورت مقابل می  f fD ( , ) , R   1 10    

fD ( , )  1 معنی شود. لگاریتم براي اعداد منفی و صفر، بیبه این معنی است که لگاریتم فقط براي اعداد حقیقی مثبت تعریف می 0

  است.
)نقطۀ  ها را درx) نمودار تابع، محور 3 , )1   کند.ها را قطع نمیyکند و محور قطع می 0
af) تابع 4 (x) log x یک است، زیرا خطوط موازي با محور بهیک تابع یکxکند.ها را حداکثر در یک نقطه قطع میها، نمودار آن  
a) اگر 5 1گاه مقدار ، آنay log x  با افزایشxشود و اگر ی، بیشتر مa 0 ayگاه مقدار ، آن1 log x  با افزایشxشود.تر می، کم  

  خالی علامت مناسب قرار دهید.در جاهاي تمرین: 
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1 (log2 5  log2 7   2 (log1
3

6  log1
3

4   3 (log5 2  log5
3
5   

  بیشتر است: تر باشد، مقدار لگاریتم نیزتر از یک است. هر چه عدد بزرگ) بزرگ2) مبناي لگاریتم (برابر 1 پاسخ:
  log log  2 27 5 7 5   

1) مبناي لگاریتم (عدد 2
log  تر است:تر باشد، مقدار لگاریتم کم) بین صفر و یک است. هر چه عدد بزرگ3 log  1 1

3 3
6 4 6 4   

/  ) داریم:1تر از یک است، همانند قسمت () مبناي لگاریتم بزرگ3 / log log   5 5
3 30 6 2 1 4 25 5   

yنمودار تابع اگر یادآوري:  f (x)  را داشته باشیم و آن را نسـبت بـه محـورyگـاه نمـودار حاصـل، نمـودار تـابع هـا قرینـه کنـیم، آن
y f ( x)  .خواهد بود  

yیک از نمودارهاي زیر، نمودار تابع با ضابطۀ کدام تمرین: log ( x) 3 است؟  

  

fنمودار تابع  :پاسـخ (x) log x yبـه صـورت  f، ضـابطۀ  xبه  xباشد. با تبدیل می به صورت  3 log ( x) 3 
yآید. براي رسم این نمودار کافی است نمودار درمی f (x)  را نسبت به محورyرینۀ نقطۀ ها قرینه کنیم (ق( , )1 ها برابر yنسبت به محور  0

( , )1   است): 0

    
log10شود. بـه عنـوان مثـال، بـه جـاي نامیم. در این حالت معمولاً مبنا نوشته نمیرا لگاریتم اعشاري می 10لگاریتم در مبناي  تذکر: 7 

logنویسیم می 7 .  

  دامنۀ توابع لگاریتمی
  چنین مبناي لگاریتم عددي مثبت و مخالف یک است.شود و هملگاریتم براي صفر و منفی تعریف نمی

h(x)fدامنۀ تابع  نکته: (x) log g(x)  از حل نامعادلاتg(x) 0 شـود)، یـف می(لگاریتم فقط براي اعـداد مثبـت تعرh(x) 0  و

h(x)    آید.باشد) به دست می(در لگاریتم، مبنا عددي مثبت و مخالف یک می 1

xfدامنۀ تابع  تمرین: (x) log (x x) 2
3   را به دست آورید. 2
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x  شود:لگاریتم فقط براي اعداد مثبت تعریف میپاسخ:  x 2 2 0   

xبراي حل نامعادلۀ  x 2 2 P، عبارت  0 x x 2   کنیم:را تعیین علامت می 2

  
x

P x x x(x )
x


         
2 0

0 2 0 2 0
2

   

  x ( ) 2 Pیا  1 x  0 0         
x

x x   2
0 2

2 0 0
   

x  ین مبناي لگاریتم باید عددي مثبت و مخالف یک باشد:چنهم , x x , x ( )      2 0 3 1 3 4 2   
  f f( ) ( ) D : x , x D ( , ) ( , )     1 2 3 4 3 4 4    

  هاي تشریحی:پرسش
  باشد؟یک نادرست میهاي زیر درست و کدامیک از عبارتکدام ●

xyنمودار توابع  -1  yو  3 log x   ها قرینه هستند.yنسبت به محور  3

fدامنۀ تابع  -2 (x) log x )بازة  3 , )0  و برد آن باشد.می  

baاگر  -3 c گاه ، آنa(a,c , a ) log c b  0 1   

yتابع  -4 log x 1
4

  یک است.به، تابعی غیر یک 

alogگاه عدد حقیقی مثبت و مخالف یک باشد، آن aاگر  -5 1   )1402شهریور (  است. 0

  در جاهاي خالی عبارت مناسب قرار دهید. ●

a(aتابع با ضابطۀ دامنۀ -6 , a ) y log x  0   .... است.، ............... و برد آن ............. 1

  وارون تابع نمایی، تابع .................. است و وارون تابع لگاریتمی، تابع ................. است. -7

ayنمودار تابع  -8 log x  محور ،xکند و محور ها را در نقطۀ .............. قطع میy........... ها را قطع. ......  

yمقدار تابع  -9 log x 1
4

  یابد.، ................... میxبا افزایش  

  )کتاب درسی 110مشابه کار در کلاس صفحۀ (  شدة زیر را به صورت یک تساوي لگاریتمی بنویسید.هاي دادهبا استفاده از نماد لگاریتم، تساوي -10

32آ)  ب)    8 2 13 010پ)    9 1   
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  در جاهاي خالی علامت مناسب قرار دهید. -11

log4آ)  6  log4 logب)      5 /1
2

0 8  log1
2

3
4   

logپ)  8  log log0/ت)      3 3 13  /log0 3 12    

  
  به سوالات زیر پاسخ دهید. -12

yآ) نمودار تابع  log x .1402شهریور (  را رسم کنید(  

afب) اگر نمودار تابع با ضابطۀ  (x) log x  از نقطۀ( , )8    را به دست آورید. aعبور کند، مقدار  3

  
  
  
  

  گیرند؟مشخص کنید هر یک از اعداد زیر بین کدام دو عدد صحیح متوالی قرار می -13

log2آ)  log3ب)    57 log1پ)    200
3

1
30   

  
  
  

  زیر را به دست آورید.دامنۀ هر یک از توابع  -14

fآ)  (x) log(x )  xg(x)ب)    3 log (x x) 2
xپ)    2

xh(x) log x

3

2
4   



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  405 

Homework  
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  Homeworkپاسخ 
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BOX 3 :کتاب درسی) 114تا  111(صفحه   هاي لگاریتم ـ معادلات لگاریتمیویژگی  
  کنیم. این قوانین باید حفظ شوند.ها اشاره میبه آن BOXکنیم که در این انینی استفاده میهاي لگاریتمی از قواسبات در عبارتکردن محبراي ساده

  هاي لگاریتمالف) ویژگی
alogگاه یک عدد حقیقی مثبت و مخالف یک باشد، آن a) اگر 1 a  1 1  ،alog a  alogو  1 1   ، زیرا: 0

  a a aa log , a a log , a loga a
         0 1 1 1 11 1 0 1 1   

  کند.لگاریتم عمل ضرب را به جمع تبدیل می

c  گاه:یک عدد حقیقی مثبت و مخالف یک باشد، آن cدو عدد حقیقی مثبت و  bو  a) اگر 2 c clog ab log a log b    

  حقیقی استفاده کرد:توان براي هر تعداد عدد ) را می2ویژگی ( نکته:
  c c c clog abd log a log b log d (a,b,c,d, , c )     0 1     

aاعدادي حقیقی و مثبت و  bو  a) اگر 3  n  یک عدد طبیعی باشد، داریم: nو  1
a alog b n log b   

logاگر  تمرین: /2 0 logو  3 /3 0   را محاسبه کنید. log12باشد، مقدار  48

را به صورت  12عدد پاسخ:  212 2   نویسیم. بنابراین:می 3

  
j¼{ïÂ¶ ®ÄkLU Íµ] ¾M Joò

log log( ) log log log log / / / / /          2 212 2 3 2 3 2 2 3 2 0 3 0 48 0 6 0 48 1 08   

x  هر عدد حقیقی نیز قرار بگیرد، تساوي برقرار است. n)، به جاي 3) در ویژگی (1 نکته:
a alog b x log b(a,b , a )  0 1   

x  کنیم:محاسبۀ لگاریتم، اگر مبنا توان داشته باشد از قاعدة مقابل براي ساده کردن استفاده می ) در2 bblog a log a(a,b , b )x  1 0 1   

  نویسیم.توجه کنید که در این حالت، توان مبنا را با معکوس کردن، به عنوان ضریب براي لگاریتم می

m  دغام کرد:رو اتوان به صورت روبهدو نکتۀ قبل را می تذکر:
n

bb
nlog a log am   

ن نوشته شوند دار با پایۀ یکسادر مسائل لگاریتم و براي به دست آوردن حاصل، معمولاً باید عدد جلوي لگاریتم و مبنا به فرم اعداد تواننکته: 

مـول الی را با استفاده از فریعنی باید اعداد مرکب را تجزیه کنیم، اعداد اعشاري را به صورت کسر بنویسیم واعداد رادیک
m

n m nx x  بـه
  دار بنویسیم.صورت عدد توان

logحاصل تمرین:  log3
1 8

25
5 5   را به دست آورید. 16

1اعداد پاسخ: 
35و  25  2دار بـا پایـۀ را به صـورت عـدد تـوان 8و  16چنین دو عدد م. همنویسیمی 5دار با پایۀ را به صورت اعداد توان 5

log  نویسیم:می log log log log 


    
2 2

2

1 1 413 3 3 31 1 55 5
25 5

4
35 5 5 5 5 5 52
1

   
1 4 2

6 3   

    2 4 2
3 3 logحاصل عبارت 3 log log 3

4
8 22

416 2 23  
1 4

3   
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  کند.لگاریتم عمل تقسیم را به تفریق تبدیل می

c (cو  a ،b) براي اعداد حقیقی و مثبت 4 )1:داریم ،  c c c
alog ( ) log a log bb     

cبا توجه به قانون نکته:  c c
alog log a log bb    و تساويlog 1010   ، داریم: 1

  log log log 105 102 log log log , log log     
1

2 5 1 2 2 1 5   

logبا فرض تمرین:  /2 0 logو  3 /3 0 logمقدار عددي عبارت ،  47 24
  کتاب درسی) 112(مشابه کار در کلاس صفحۀ   را به دست آورید. 25

cابتدا از ویژگی  پاسخ: c c
alog log a log bb   کنیم:را تجزیه می 25و  24کنیم و سپس هر یک از دو عدد استفاده می  

  log log log log( ) log (log log ) log       3 2 324 24 25 2 3 5 2 3 2 525   

  log log
log log log log log ( log ) log log ( / ) / /

 
             

5 1 2
3 2 3 2 5 3 2 3 2 1 2 5 2 3 2 5 0 3 0 47 2 0 03   

  کنیم.ستفاده میاشده متفاوت است. براي حل این مسائل از ویژگی زیر در برخی از مسائل لگاریتمی، مبناي لگاریتم در فرض با مبناي لگاریتم خواسته

c  ) قانون تغییر مبنا:5
b

c

log alog a (a,b,c , b,c )log b  0 1   

logاگر  تمرین: a2 log18باشد، حاصل  3   به دست آورید. aرا برحسب  24
log18یر مبنا، باشد، با استفاده از قانون تغیمی 2چون مبناي لگاریتم در فرض عدد پاسخ:    نویسیم:می 2را در مبناي  24

  
loglog log ( ) log loglog log log ( ) log log

 
   

 

3 3 22 2 2 2
18 2 22 2 2 2

3 224 2 3 2 324 18 2 3 2 3

log a
log a
 

 

1
2

2

3 3
1 2 3 1 2   

  باشد:) به صورت زیر می5حالت خاص ویژگی (

b  گاه:دو عدد حقیقی مثبت و مخالف یک باشند، آن bو  aاگر  :نکته alog a . log b  bیا     1
a

log a log b 1   

aدو عدد حقیقی مثبت و  bو  a) اگر 6  alog  گاه:باشد، آن 1 ba b   

log مثال: 4 54 5   

logحاصل  تمرین: 33 2   را به دست آورید. 23

logعبارت پاسخ:  33 2 logرا به صورت  23 32 233 log32نویسیم. براي به دست آوردن حاصل می 3   ، داریم:23

  log log loglog log log           3 3 32 2 4 2 42 3 3
3 3 32 2 2 4 3 3 4 3 3 3 4 27 4 108   

  ط به لگاریتم، حل معادلات لگاریتمی است.یکی از سوالات مربو
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  ب) معادلات لگاریتمی
کنیم و معادله را به هاي لگاریتم استفاده میکنیم، سپس از خواص و ویژگیبراي حل معادلات لگاریتمی، ابتدا دامنۀ تعریف معادله را پیدا می

blogیکی از دو صورت  f (x) a  یاb blog f (x) log g(x) آوریم.درمی  

blog) اگر 1 f (x) a گاه ، آنaf (x) b کنیم.هایی را که در دامنۀ تعریف قرار دارند، مشخص میو با حل این معادله، جواب  
b) اگر 2 blog f (x) log g(x) گاه ، آنf (x) g(x) هایی را که در دامنۀ تعریف قـرار دارنـد، مشـخص اخیر، جواب و با حل معادلۀ

  کنیم.می
  هر یک از معادلات زیر را حل کنید. تمرین:

1 (log ( x ) 2 3 1 3                    2  (log ( x ) log ( x ) log    5 5 1
5

2 1 3 5 5   

x  ) 1 پاسخ: x x      13 1 0 3 1  :حدود ط 3

xپط    log  جواب معادله است. 3 ( x ) x x x           3
2

13 1 3 3 1 2 3 8 1 9 3 3   

2(  log log log   11 55
5

5 5 5   

  ¥HoT{Hx , x x , x x        1 5 52 1 0 3 5 0 2 3   x:حدود  3

  log ( x ) log ( x ) log (( x )( x )) log ( x )( x )          5 5 5 52 1 3 5 2 1 3 5 5 2 1 3 5 5   

  
x

x x


  
5
313 13

6 xیا  6 x x x x( x ) x           2 26 13 5 5 6 13 0 6 13 0 0   

  هاي تشریحی:پرسش
  )کتاب درسی 114صفحۀ  2مشابه تمرین (  هاي زیر را به دست آورید.حاصل هر یک از عبارت -1

logآ)  log log 4 75 logب)      3 log12 124 2 6   

  
  
  
logبا فرض  -2 /2 0 3  ،log /3 0 logو  47 /7 0   به دست آورید.هاي زیر را ، مقدار عددي عبارت 8

  )کتاب درسی 112مشابه کار در کلاس صفحۀ (  

logب)      log4218آ)  log4 153 14   

  
  
  

logاگر  -3 /2 0 3  وlog /3 0 5  باشند، مقدار ترکیبیlog 3 logو  212 3 3
  )1402شهریور (  را به دست آورید. 4
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  )کتاب درسی 114صفحۀ  7مشابه تمرین (  هر یک از معادلات لگاریتمی زیر را حل کنید. -4

log(xآ)  ) log log(x )   2 3 2   )1402(خرداد        5

logب)  (x ) log (x )   5 56 2    )1402(خرداد        1

log(xپ)  ) log x  3   ) 1402داد (خر       1

  
  
  
  
  

fآیا دو تابع  -5 (x) log x g(x)و  2 log x   )1402خرداد (  با هم برابرند؟ چرا؟ 2

  
  
  
  را به دست آورید. yو  xهاي زیر، مقادیر از هر یک از دستگاه -6

آ) 
log(y )
log(y x) log( x y)

 
    

2 1
4 2

ب)    
log x log (y )

x y

  


 

2 2
2 2

1 1

32
   

  
  
  
  
  دامنۀ هر یک از توابع زیر را به دست آورید. -7

fآ)  (x) log(x )  1 xg(x)ب)    1 log (x )


 

2

2
1

2 1   
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BOX 4کتاب درسی) 118تا  115(صفحه   : نمودارها و کاربردهاي توابع نمایی و لگاریتمی  
xfبا نمودار تابع نمایی  2و  1 هايBOXدر  (x) a  تابع لگاریتمی وag(x) log x  آشنا شـدیم. در ایـنBOX خـواهیم بـه کمـک انتقـال و قرینـه، می

  نمودار برخی از توابع نمایی و لگاریتمی را رسم کنیم.

  الف) نمودارها
  انتقال عرضی و طولی

yدانیم اگر نمودار دو عدد مثبت باشند. می kو  bفرض کنیم  f (x)  را داشته باشیم، با انتقالb  واحد به سمت بالا یا پایین به ترتیـب
yنمودار  f (x) b   یاy f (x) b  چنین با انتقال آید. همبه دست میk  واحد به سمت راست، نمودارy f (x k)   و با انتقالk 

yودار واحد به سمت چپ، نم f (x k)  آید.به دست می  

xfنمودار توابع تمرین:  (x)  2 g(x)و  1 log (x ) 1
3

  را رسم کنید. 2

xfبراي رسم نمودار پاسخ:  (x)  2 xy، کافی است نمودار  1  جایی، جا کنیم (در این جابهبه سمت پایین جابهرا به اندازة یک واحد  2
  شود):جا میها نیز یک واحد به سمت پایین جابهxمحور 

    
g(x)براي رسم نمودار  log (x ) 1

3
y، کافی است نمودار  2 log x 1

3
را دو واحد به سمت چپ انتقال دهیم (در این انتقـال، خـط  

x 0  محور)yکند):ها) نیز دو واحد به سمت چپ انتقال پیدا می  

    
  

xfتوابعی با ضابطۀ  نکته: (x) b .a c  پذیر است. در رسم این رفتار توابع نمایی را دارند که رسم این توابع به کمک انتقال و قرینه انجام
yتوابع باید خط  0  محور)x ها) به اندازةc  واحد به سمت بالا(c )0  یا به سمت پایین(c )0  انتقال پیدا کنـد و نمـودار بـه خـط

y c .نزدیک شود  
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xyبه عنوان مثال، براي رسم نمودار مثال:  ( ) 1 xyدار باید نمو 12 ( ) 1
را به اندازة یک واحد به سمت پایین انتقال دهیم. در ایـن  2

yانتقال خط  0  محور)xشود و نمودار به خط یک واحد به سمت پایین انتقال داده میها) نیز به اندازةy  1 شود.نزدیک می  

    
)گر نقطۀ اتوجه:  , )0 )را به اندازة یک واحد به سمت پایین انتقال دهیم، به نقطۀ  1 , )0 رسد. بنابراین نمودار از مبدأ مختصات، یعنـی می 0
)نقطۀ  , )0   گذرد.می 0

yاگر نمودار تابع  یادآوري: f (x)  را داشته باشیم و آن را نسـبت بـه محـورyگـاه نمـودار حاصـل، نمـودار تـابع هـا قرینـه کنـیم، آن
y f ( x)  .خواهد بود  

ayتوابع  نکته: log x  وay log ( x)   نسبت به محورy.ها قرینۀ همدیگر هستند  

yتوان نمودار توابع به فرم ها میyرینه نسبت به محور به کمک انتقال و ق تذکر: f ( x k)   .را رسم کرد  
yبراي رسم نمودار تابع مثال:  log ( x )  3 y  ، داریم:2 log ( x ) log ( (x ))     3 32 2   

yنمودار اگر ابتدا  log x yم، نمودار ها قرینه کنیyرا نسبت به محور  3 log ( x) 3 واحد نمودار  2آید و سپس با انتقال به دست می
y log ( x) 3  به سمت راست، نمودارy log ( (x ))  3 واحد به سمت راست، خط  2آید (توجه کنید که در انتقال به دست می 2

x 0  واحد به سمت راست انتقال پیدا کند). 2نیز باید  

    
yنمودار تابع  تمرین: log ( x)  22 .را رسم کنید  
yابتدا از روي نمودار پاسخ:  log x y، نمودار 2 log ( x) 2 کنیم. براي این کار، کافی است نمودار را رسم میy log x را نسبت  2

  ها قرینه کنیم:yبه محور 

    
yاگر نمودار  log ( x) 2  را دو واحد به سمت بالا انتقال دهیم، نمودارy log ( x)  22 آید:به دست می  

    
yاگر نمودار یادآوري:  f (x)  را نسبت به محورxر تابع ها قرینه کنیم، نموداy f (x)  آید.به دست می  
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xyهاي نمودار توابع نمایی با ضابطه نکته: a  وx(a. , a ) y a  0 ayهاي چنین نمودار توابع لگاریتمی با ضابطهو هم 1 log x 
ayو  log x  محور  نسبت بهx.ها قرینۀ یکدیگرند  

fدر تابع با ضابطۀ  تمرین: (x) log ( x )  2 5 1 2 :  

f) مقدار 1 ( )1
  را به دست آورید. 4

y، خط f) نمودار 2  1 کند؟را با چه طولی قطع می  

1) با قراردادن عدد 1 پاسخ:
f، مقدار fدر ضابطۀ تابع  xبه جاي  4 ( )1

  آوریم:را به دست می 4

  f ( ) log ( ( ) ) (log ) (log ) ( log        2
2 2 2 2

1 1 15 1 2 2 2 2 2 24 4 4 )  
1

2 4   

f) با حل معادلۀ 2 (x)  1  طول نقطۀ تلاقی نمودار ،f  با خطy  1 آید:به دست می  

  f (x) log ( x ) log ( x ) x x x                1
2 2

31 5 1 2 1 5 1 1 5 1 2 5 3 5   

  ب) کاربرد تابع لگاریتمی
ه به لرزه یا زلزله، لرزش خفیف یا شدید زمین است که به علت آزادشدن انرژي ناشی از گسیختگی سریع در پوستۀ زمین در مدتی کوتازمین ●

  پیوندد.وقوع می
اي برابر دهد. اگر بزرگی زلزلهزله را نشان میلرزه است که میزان انرژي آزادشده در زلگیري بزرگی زمینمقیاس ریشتر، مقیاسی براي اندازه ●

M  در مقیاس ریشتر باشد، انرژي آزادشدة آن زلزله برابرE  در واحد اِرگ(Erg) آید:است که از رابطۀ مقابل به دست می  

  log E / / M 11 8 1 5   
  کتاب درسی) 117(مشابه کار در کلاس صفحۀ   ن زلزله را به دست آورید.زادشده در ایریشتر باشد، مقدار انرژي آ 6اي برابر اگر بزرگی زلزلهتمرین: 

Mطبق فرض  پاسخ:    است و داریم: 6

  /log E / / M / / / / E Erg          20 811 8 1 5 11 8 1 5 6 11 8 9 20 8 10   

  هاي تشریحی:پرسش
xرو نمودار تابع با ضابطۀ در دستگاه مختصات روبه -1 by a     )کتاب درسی 118صفحۀ  1تمرین (  را به دست آورید. bو  aرسم شده است.  2

     
  
  
  
  
  )کتاب درسی 118صفحۀ  4مشابه تمرین (  نمودار توابع زیر را رسم کنید. -2

yآ)  log (x )  32 1   
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yب)  log(x )     )1402(خرداد          3

yپ)  log ( x)  1
5

1   

|ت)  x |y log xx    

  
  
  
  
  
  

xfنمودار تابع  -3 (x)  2   )1402خرداد (  را رسم کنید. دامنه و برد آن را به صورت بازه بنویسید. 1

  
  
  
afاگر نمودار تابع با ضابطه  -4 (x) log x 1  از نقطۀ( , )9   )1402شهریور (  عبور کند: 1

  را به دست آورید. aدار آ) مق

  ب) نمودار تابع را رسم کنید. 

  
  
  
  
  
  
fنمودار تابع  -5 (x) log (x )  2   )1402خرداد (  را رسم کنید. دامنۀ آن را به صورت بازه بنویسید. 2
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yنمودار تابع  -6 log x به دست آید.  gدهیم تا نمودار تابع ت پایین انتقال میواحد به سم 2واحد به سمت راست و سپس  2را ابتدا  3

  کند؟ها را با چه طولی قطع میx، محور gنمودار تابع 

  
  
  
6/لرزه برابر اگر بزرگی یک زمین -7   )رسیکتاب د 117مشابه کار در کلاس صفحۀ (  قدر است؟ریشتر باشد، مقدار انرژي آزادشده در این زلزله چه 2

  
  
  

20/اگر انرژي آزادشده در یک زلزله برابر  -8   اِرگ باشد، بزرگی این زلزله را به دست آورید. 510
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Homework (1) 
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 Homework (1)پاسخ 
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 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  436 
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Homework (2)  
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  Homework (2)پاسخ 
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  و پیوستگیفصل ششم: حد 
BOX 1کتاب درسی) 127تا  120(صفحه   : فرایندهاي حدي  

  شود.، مفهوم حد چپ و راست، مفهوم حد، محاسبۀ حد از روي نمودار بیان میBOXدر این 

  فرایندهاي حدي
اند. چنـین ي دایره واقعها روهاي آناند که رأساي رسم شدهآلاضلاع و یک مربع به گونهیک مثلث متساوي rبه شعاع هاي زیر در دایره ●

  تر است.ره کمالاضلاع و مساحت مربع از مساحت داینامیم. واضح است که مساحت مثلث متساويهایی را محاطی میچندضلعی

  
  هاي محاطی رسم شده است.در زیر، شکل چندضلعی ●

  
هاي منتظم محاط در دایره را به هر میزان که یدضلعتر است اما مساحت چنمساحت چندضلعی از مساحت دایره کمهاي بالا، در تمام شکل ●

که تعداد اضلاع چندضلعی را به مقدار کافی بزرگ اختیار کنیم. (به بیان دیگر تر کنیم، به شرط آنتوانیم به مساحت دایره نزدیکبخواهیم می
  شود.)ها به مساحت دایره نزدیک میبا افزایش تعداد اضلاع، مساحت چندضلعی

  کردنلمفهوم می
  نویسیم:کند و میاز راست میل می aبه سمت  xگوییم بسیار نزدیک شود، در این صورت می aبه عدد  aتر از با مقادیر بزرگ xاگر  تعریف:

  x a   
  نویسیم:کند و میچپ میل می از aبه سمت  xگوییم بسیار نزدیک شود، در این صورت می aبه عدد  aتر از با مقادیر کوچک xاگر  تعریف:

  x a   
به سمت  xگوییم ود در این صورت میشبسیار نزدیک  aبه عدد  aتر از و هم با مقادیر کوچک aتر از بتواند هم با مقادیر بزرگ xاگر  تعریف:

a نویسیم:کند و میمیل می  x a   

xشود و در نتیجه نزدیک می 2به عدد  2تر از فقط با مقادیر بزرگ xکل زیر، در شمثال:   2   

xتواند به عدد یک نزدیک شود و در نتیجهتر از یک میفقط با مقادیر کوچک xچنین هم 1 اما برايx  2  ،x تر بزرگ هم با مقادیر
xشود و در نتیجه نزدیک می 2به عدد  2تر از و هم با مقادیر کوچک 2از   2 .  
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  مفهوم حد راست و حد چپ
x)اي مانند در بازه fفرض کنیم تابع حد راست:  ,b)0  تعریف شده باشد. حد راستf  درx0  برابر عددl  است هرگاه مقادیر تابعf  را به هر

  نویسیم:نزدیک شود. در این صورت می x0از سمت راست به قدر کافی به  xکه نزدیک کرد، به شرط آن lاندازة دلخواه بتوان به 
  

x x
lim f (x) l




0

   

a,x)اي مانند در بازه fفرض کنیم تابع حد چپ:  را بـه هـر  fاست، هرگاه مقادیر تابع  lبرابر عدد  x0در  fتعریف شده باشد. حد چپ  0(
  نویسیم:نزدیک شود. در این صورت می x0از سمت چپ به قدر کافی به  xکه نزدیک کرد، به شرط آن lاندازة دلخواه بتوان به 

  
x x
lim f (x) l




0

   

  مفهوم حد تابع
برابر  x0در  f) تعریف شده باشد. حد تابع x0در خود  جز احتمالاً(به x0شامل نقطۀ  (a,b)اي مانند در بازه fکنیم تابع فرض حد تابع: 

 x0ست و چپ) به قدر کافی به (از دو طرف را xکه نزدیک کرد، به شرط آن lرا به هر اندازة دلخواه بتوان به  fاست، هرگاه مقادیر تابع  lعدد 
  نویسیم:نزدیک شود. در این صورت می

x x
lim f (x) l



0

   

نکته: 
x x
lim f (x) l



0

اگر و تنها اگر  
x x
lim f (x) l




0

و  
x x
lim f (x) l




0

   

  حد از روي نمودار
و روي محور  fه به دست آورد براي این کار کافی است در دامنۀ تابع شدتوان حد تابع را (در صورت وجود) در نقطۀ دادهاز روي نمودار تابع می

x ها به عددa  نزدیک شویم و تغییراتf (x) شدن به عدد را بررسی کنیم. اگر با نزدیکa  در داخل دامنه، مقادیر تابع (روي محورy ها) به
  حد دارد. aدر  fگاه تابع فرد نزدیک شوند، آنیک مقدار منحصربه

نمودار تابع با ضابطۀ  تمرین:
x x

f (x)
x x


   

2 1
2 1

را رسم کنید. به کمک نمودار،  
x
lim f (x)

1
و  

x
lim f(x)

1
را محاسبه کنید. آیا  

xدر  fتابع     حد دارد؟ چرا؟ 1
y، خط fي است. براي رسم نمودار ایک تابع دوضابطه f پاسخ: x xرا در محدوده  2  yو خط  1 x   xرا در محدوده  2  رسم  1

  کنیم.می

            

x
y x , x y

x
y x , x y

  

    

1 2
2 1 2 4

0 1
2 1 2 1

   

  با توجه به نمودار، داریم:
x x
lim f(x) , lim f(x)

  
 

1 1
2 1   

xدر  fحد چپ و راست تابع   xدر  fباشد و در نتیجه تابع برابر نمی 1    حد ندارد. 1
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  را رسم کنید که: fنمودار تابعی مانند تمرین: 
xدر نقطۀ  f) حد تابع 1  f ولی باشد 3 برابر 1 (   وجود نداشته باشد. 1(
xدر نقطۀ  f) حد تابع 2  fباشد و  1برابر  1 ( ) 1 1   

xنمودار تابعی را رسم کنیم که در ) باید 1 پاسخ:   3ها تصویر کنیم، تصویر آن عـدد yولی اگر این قسمت را روي محور توخالی باشد  1
  باشد:

    
)کنیم با این تفاوت که نقطۀ ) عمل می1) مانند قسمت (2 , )1   کنیم:را در نمودار مشخص می 1

    
  بستگی ندارد. یعنی ممکن است: x0نبودن تابع در بودن یا معینین، به معx0اي مانند در نقطه f) حد تابعی مانند 1نکته: 
  شود، حد داشته باشد.نزدیک می x0به  xتعریف نشده باشد اما وقتی  x0در  fآ) تابع 

   شود، تابع حد نداشته باشد.نزدیک می x0به  xعریف شده باشد اما وقتی ت x0در  fب) تابع 

  
شـود، نزدیـک می x0به  x0تر از دیر کوچکبا مقا xو وقتی  Lشود، مقدار تابع به نزدیک می x0به  x0تر از با مقادیر بزرگ x) وقتی 2

Lشود اما نزدیک می Lمقادیر تابع به  L لذا ،f درx x   حد ندارد. 0

    
تواند با مقدار تابع برابر باشد یا نباشد. داراي حد باشد و تابع در این نقطه تعریف شده باشد، حد تابع می x0در نقطۀ  f) هنگامی که تابع 3

  یعنی ممکن است:

    
  

x x
lim f (x) L f (x )


 
0

0   
x x
lim f (x) f (x )



0

0   
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  هاي تشریحی:پرسش
  عبارت زیر درست یا نادرست است؟ -1

xممکن است در  fتابع  a .حد داشته باشد ولی مقدار نداشته باشد  

xدر  fاگر حد راست تابع  -2  xدر  fو حد چپ تابع  1برابر  2  xدر  fگاه تابع باشد، آن 3برابر  2  2 ......... ......  

نمودار تابع با ضابطۀ  -3
x x

f (x) x
x x

 


    
   

2 1
1 1 1

3 2
  یک نادرست است؟هاي زیر درست و کدامیک از عبارترا رسم کنید. کدام 

  )کتاب درسی 127صفحۀ  1و تمرین  126صفحۀ  1مشابه مثال (  

آ) 
x x
lim f(x) , lim f(x)

  
  

1 1
1 ب)    1

x
lim f (x)


 
0

1   

پ) 
x
lim f (x)


 
1

ت)      1
x ( )

lim f (x)
 

 
2

1   

ث) 
x
lim f (x)
2

ج)     وجود ندارد. 
x
lim f (x) f ( )




1
1    

  
  
  
  
  

xfاگر  -4 (x) | x |  باشد، نمودارf  را رسم کنید. آیا
x
lim f (x)
0

  )کتاب درسی 127 صفحۀ 10تمرین (  وجود دارد؟ 

  
  
  
  )کتاب درسی 127صفحۀ  4و  3، 2هاي مشابه تمرین(  را بنویسید که: fهاي زیر، ضابطۀ تابعی مانند در هر یک از قسمت -5

آ) 
x
lim f (x)


 
1

xب) در      2  fحد نداشته باشد و  2 ( ) 2 0   

xپ) در  0  تعریف نشده باشد و
x
lim f (x)


 
0

ت)    1
x
lim f (x)



1

fو  3 ( )  1 2   

xث) در  2  حد چپ و راست داشته باشد ولی
x
lim f (x)
2

  موجود نباشد. 
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Homework  
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  Homeworkپاسخ 
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BOX 2کتاب درسی) 130تا  128(صفحه   : محاسبه حد تابع  
بر باشـد. در ایـن توانـد زمـانچنـین میباشـد و همپـذیر نمیکردیم. رسم نمودار براي همه توابع امکانقبل براي محاسبۀ حد از رسم نمودار تابع استفاده می BOXدر 

BOX آوریم.بدون رسم نمودار به دست می با ارائه قواعد و دستورهایی حد توابع را  

  محاسبۀ حد تابع
  حد تابع ثابت

fتابع ثابت حد : 1قضیه  (x) k ) ،k  ددي حقیقی و ثابت است) در هر نقطۀ دلخواهa برابر همان مقدار ثابت ،k :است. یعنی  

  
x a x a
lim f (x) lim k k
 

    

  حد تابع همانی
fحد تابع : 2قضیه  (x) x  (تابع همانی) در هر نقطۀa (a )  برابر باa :است. یعنی  

  
´ÃÀjïÂ¶ nHo¤ , ÁI] ¾M. a x

x a x a
lim f (x) lim x a
 

   

  حاصل حدهاي زیر را به دست آورید. تمرین:
1 (

x
lim ( )



2

5    2 (
x
lim x
1

   

  ) 1 پاسخ:
x

f (x) lim ( )


     
2

5 5   تابع ثابت است. 5

2 (  
x

f (x) x lim x


   
1

  تابع همانی است. 1

  حد مجموع
اگر : 3قضیه 

x a
lim f (x) l


  و
x a
lim g(x) m


 گاه:، آن  
x a x a x a
lim (f (x) g(x)) lim f (x) lim g(x) l m
  

       

  ها در همان نقطه است.گاه حد مجموع دو تابع در آن نقطه برابر مجموع حدهاي آنبه عبارت دیگر، اگر دو تابع در یک نقطه حد داشته باشند، آن

  حد تفاضل
اگر  :4قضیه 

x a
lim f (x) l


  و
x a
lim g(x) m


 گاه:، آن  
x a x a x a
lim (f (x) g(x)) lim f (x) lim g(x) l m
  

       

  یعنی حد تفاضل دو تابع برابر است با تفاضل حدهاي آن دو تابع.

  ضربصلحد حا
اگر : 5قضیه 

x a
lim f (x) l


  و
x a
lim g(x) m


 گاه:، آن  
x a x a x a
lim (f (x).g(x)) lim f (x). lim g(x) l.m
  

    

  ضرب حدهاي آن دو تابع.ضرب دو تابع برابر است با حاصلیعنی حد حاصل

  ی:توان به تعداد متناهی از توابع تعمیم داد، یعن) را می5) و (3هاي (قضیه نکته:
  

x a x a x a x a x a
lim (f (x) g(x) h(x) k(x)) lim f (x) lim g(x) lim h(x) lim k(x)
    

          )1  

  
x a x a x a x a x a
lim (f (x)g(x)h(x) k(x)) lim f (x) . lim g(x) . lim h(x) lim k(x)
    

  )2  

  د:هاي زیر را به دست آورتوان نتیجهاز مطالب قبل می ●
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  گاه:یک عدد ثابت باشد، آن cوجود داشته باشد و  aدر نقطۀ  fاگر حد تابع : 1نتیجه 

  یرون آورد.)توان آن را از حد بمی (اگر عددي ثابت در یک تابع ضرب شود،
x a x a
lim (cf (x)) c . lim f(x)
 

   

nfحد تابع : 2نتیجه  (x) x )n  عدد صحیح و مثبت) در نقطۀa برابر است با ،na :یعنی ،  n n
x a
lim x a


   

  
x
lim x


 2 2
5

5   :مثال 25

اگر : 3نتیجه 
x a
lim f (x) l


  وn گاه:یک عدد طبیعی باشد، آن  n n n
x a x a
lim (f (x)) ( lim f(x)) l
 

    

nآي حد تابع چندجمله: 4نتیجه  nf (x) ax bx c   1 ) ،n  عدد صحیح و نامنفی)، در نقطۀx0  برابر است باf (x   ، یعنی:0(

  n n n n
x x x x
lim f (x) lim (ax bx c) ax bx c f (x ) 

 
        

0 0

1 1
0 0 0    

  اي در یک نقطه، کافی است مقدار تابع را در آن نقطه به دست آوریم.پس براي به دست آوردن حد یک تابع چندجمله

  حد تقسیم

اگر  :6قضیه 
x a
lim f (x) l


  و
x a
lim g(x) m


  کهm 0 گاه:، آن  x a
x a

x a

lim f (x)f (x) llim ( ) , mg(x) lim g(x) m





  0   

  قسمت حدهاي آن دو تابع.ه شرط صفر نبودن حد مخرج، برابر است با خارجبقسمت دو تابع، یعنی حد خارج
اگر تمرین: 

x
lim f (x)


 
2

و  1
x
lim g(x)



2

  باشد، حاصل هر یک از حدهاي زیر را به دست آورید. 3

1 (
x
lim ( f (x) g(x))



2

3 2   2 (
x

f (x) g(x)lim f (x)g(x)


2

2   

  ) 1 پاسخ:
x x x
lim ( f (x) g(x)) lim f (x) lim g(x) ( ) ( )
  

         
2 2 2

3 2 3 2 3 1 2 3 3 6 3   

  کنیم:ها را بر هم تقسیم میآوریم و سپس حاصلج را به دست میهاي صورت و مخر) حد هر یک از عبارت2

  x x x
x

x x x

lim ( f (x) g(x)) lim f (x) lim g(x) ( )
f (x) g(x)lim f (x)g(x)lim f (x)g(x) lim f (x) lim g(x) ( )

  


  

       
   

     
2 2 2

2
2 2 2

2 2 2 1 3 5
2 5 5

3 31 3 3
   

xدر  fاگر تابع تمرین:   حد داشته باشد و  3
x

f (x)lim f (x)

 
3

2 1 باشد، مقدار  51
x
lim f (x)
3

  را به دست آورید. 

فرض کنیم  پاسخ:
x
lim f (x) A



3

x  باشد، در این صورت:  x
x

x x

lim ( f (x) ) lim f(x)f (x) Alim f (x) lim (f (x) ) lim f(x) A
 


 

 
    
   

3 3
3

3 3

2 1 2 12 1 2 1 5
1 1 1 1 1   

  
x

A (A ) A A A A lim f(x)


              
3

2 1 5 1 2 1 5 5 3 6 2   

  حد تابع کسر گویا

P(x)fاگر  (x) Q(x) ک تابع گویا باشد که در آن یP(x)  وQ(x) اي هستند، براي محاسبۀ حد دو چندجملهf (x) اي مانند در نقطهa 

کــه ه تقســیم کنــیم بــه شــرط آندر آن نقطــ Q(x)را بــر حــد  P(x)کــافی اســت کــه حــد 
x a
lim Q(x)


0 پــس حــد ،
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تابع
n n

m m
ax bx cf (x)

a x b x c




  

    

1
1



) ،m  وn  دو عدد صحیح نامنفی) درa0  برابر است با مقدار تابعf  در نقطۀa0که ، به شرط آن

a0 .ریشۀ مخرج کسر نباشد  

حاصل حد  تمرین:
x

x xlim
x




3
22

2 4
1

  را حساب کنید. 

  آید:، مقدار حد به دست میxبه جاي  2با قراردادن عدد  پاسخ:
x

( ) ( )x xlim
x ( )

       
  

33
2 22

2 2 4 22 4 16 8 24
5 51 2 1

   

  ر صورت وجود) به دست آورید.حدهاي زیر را (د gو  fبا استفاده از قوانین حد و نمودارهاي  تمرین:
1 (

x
lim (f (x) g(x))



3

   

2 (
x
lim (f (x) g(x))



1

   

3 (
x

f (x)lim g(x)2
   

  
) طبق نمودار 1 پاسخ:

x
lim f (x)



3

و  2
x
lim g(x)



3

  باشد، بنابراین:می 5

  
x x x
lim (f (x) g(x)) lim f (x) lim g(x)
  

     
3 3 3

2 5 7   

xدر  gابع ) ت2  1 :حد ندارد و داریم  
x ( ) x ( )

lim f(x) , lim f(x)
    

 
1 1

1 2   

fتابع    g  درx  1  .حد نداردx ( ) x ( ) x ( )

x ( ) x ( ) x ( )

lim (f (x) g(x)) lim f(x) lim g(x)

lim (f (x) g(x)) lim f (x) lim g(x)

  

  

     

     

      


       


1 1 1

1 1 1

1 1 0

2 1 1
   

3 (  
x x x
lim f (x) , lim g(x) , lim g(x)

   
    

2 2 2
1 1 3   

fتابع   
g ر دx  xحد ندارد.  2

x

f (x)lim g(x)
f (x)lim g(x)









    
   



2

2

1 11
1 1

3 3
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  حد ریشه
اگر  ●

x a
lim (mx n) l


  0 گاه:، آن  
x a x a
lim mx n lim (mx n) l
 

      

  
x x
lim x lim ( x ) ( )
 

      
2 2

4 1 4 1 4 2 1 9   :مثال 3

اگر  ●
x a
lim f (x) l


  وn گاه:آن تر از یک باشد،یک عدد طبیعی بزرگ  nn n
x a x a
lim f (x) lim f(x) l
 

    

  باید عددي مثبت باشد. lگاه زوج باشد، آن nاگر  توجه:

حاصل  تمرین:
x
lim x


2
1

5   را به دست آورید. 4

fدامنۀ تابع  پاسخ: (x) x 25 xاست ( برابر  4 25 xهمواره مثبت است)، بنابراین  4 1 :و خواهیم داشت  

  
x x x
lim f (x) lim x lim( x ( )
  

       2 2 2
1 1 1

5 4 5 4 5 1 4 9 3   

که ضابطۀ آن داده شده اسـت،  fز حدهاي چپ و راست تابع ا، مثالی fشده، در حدگیري برخی از توابع مانند با توجه به قضایا و نکات گفته
  کنیم.ارائه می

axع با ضابطۀ در تاب تمرین: bx xf (x)
x ax x

   
 

2 1
2 1

، اگر 
x
lim f (x)




1
و  4

x
lim f (x)




1
  را به دست آورید. bو  aباشد، مقادیر  3

xدر  fحد راست تابع پاسخ:   fرا از ضابطۀ  1 (x) ax bx 2 دهیم:قرار می 4ابر آوریم و آن را بربه دست می  

  
x
lim (ax bx) a( ) b( ) a b ( )


      2 2

1
1 1 4   

xدر  fحد چپ تابع   fرا از ضابطۀ  1 (x) x ax 2 دهیم:قرار می 3آوریم و آن را مساوي به دست می  

  ( )

x x
lim f (x) lim ( x ax) a a b b

 



 
             

1 1
2 2 3 1 1 4 5   

xدر  gو  fتابع شده، با شرط وجود حد دو در قضایا و نکات گفته ● a  توابع ،f g  ،f g  وf .g  نیز درx a  حـد نـدارد و بـا

فرض 
x a
lim g(x)


0 تابع ،f
g در  نیزx a  حد دارد، ولی اگر یکی از این دو تابع یا هر دو تابع درx a گاه توابع حد نداشته باشند، آن

xبالا در  a دهیم.هایی پاسخ میحد دارند یا خیر؟ به این سوالات در نکات بعدي با ذکر مثال  

xدر  gو  fاگر فقط یکی از دو تابع ته: نک a  حد نداشته باشند، توابعf g  وf g  حتماً درx a  حد ندارند. اماf .g  وf
g مکن م

xاست در  a .حد داشته باشند  

fتابع  مثال: (x) x xدر  2 0  حد دارد و تابع
x

g(x)
x


  

1 0
1 0

xدر   0 :حد ندارد و داریم  

  
x x x x
lim (f (x) g(x)) lim (x ) , lim (f (x) g(x)) lim (x )

      
            2 2 2 2

0 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 1   

fپس تابع  g  درx 0  حد ندارد. به همین ترتیب تابعf g  نیز درx 0 هاي حد ندارد، اما تابعf .g  وf
g  درx 0 :حد دارند  
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x x x x
lim (f (x)g(x)) lim x , lim f(x)g(x) lim ( x )

      
     2 2 2

0 0 0 0
0 0 0   

fپس تابع  .g  درx 0 .داراي حدي برابر صفر است  

  به همین ترتیب داریم:
x x x x

f (x) f (x)x xlim lim , lim limg(x) g(x)      
   



2 2

0 0 0 0
0 01 1   

fپس تابع 
g  درx 0 .داراي حدي برابر صفر است  

fدر نکتۀ قبل ذکر شده است که ممکن است توابع  تذکر: .g  وf
g  درx a توان مثالی ارائه کرد که این دو تابع داراي حد باشد. یعنی می

xنیز در  a :حد نداشته باشند. به مثال زیر دقت کنید  

fبا فرض  تمرین: (x) x و  2
x

g(x)
x


  

1 1
1 1

f، آیا تابع  .g  درx    حد دارد؟ چرا؟ 1

xدر  fتابع پاسخ:   xر د gحد دارد و تابع  1    حد ندارد 1

  
xx x x x

lim g(x) lim lim g(x) lim ( ) , lim f (x)
       

        2
11 1 1 1

1 1 1 1 1 1   

fبراي تابع  .g :داریم ،  
x x x x
lim (f (x)g(x)) lim (x ) , lim (f (x)g(x)) lim (x ( ))

      
        2 2 2

1 1 1 1
1 1 1 1 1   

fچون حد چپ و راست تابع  .g  درx  fبا هم برابر نیستند، پس تابع  1 .g  درx    حد ندارد. 1

xدر  gو  fیک از دو تابع اگر هیچنکته:  a ،هر یک از توابع حد نداشته باشندf g  ،f g  ،f .g  وf
g  ممکن است درx a  حد

xچنین ممکن است در داشته باشند و هم a  حد نداشته باشند. در این حالت باید حتماً حد چـپ و راسـت هـر یـک از توابـعf g  ،

f g ،f .g  وf
g .را به دست آوریم و سپس بررسی کنیم  

  

  هاي تشریحی:پرسش
اگر  -1

x
lim f (x)



2

5  ،
x
lim g(x)



2

و  3
x
lim h(x)


 
2

  .باشد، حاصل حدهاي زیر را در صورت وجود به دست آورید 1

  )کتاب درسی 136صفحۀ  4مشابه تمرین (  

آ) 
x
lim g(x)(h(x))


2
2

ب)      
x

f (x) (g(x))lim
(h(x)) g(x)





2

32
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  )کتاب درسی 136صفحۀ  3مشابه تمرین (  حاصل حدهاي زیر را در صورت وجود به دست آورید. -2

آ) 
x
lim
1

ب)    5
x
lim ( x x )


 4
2

3 5 ) پ   2
x

x xlim
x x




2
31

5
2

ت)    
x
lim x



3

5 1     

ث) 
x
lim x



3

4 ج)    3
x
lim x x


2

0
چ)     

x

( x ) xlim
x

 



2

21
2 1 3

4
   

  
  
  
  
  
  
  

اگر  -3
ax xxf (x)
x a x

   
  

2 11
2 1

و  
x x
lim f(x) lim f(x)

  
 

1 1
  آورید. را به دست aباشد، مقدار  3

  
  
  
  
xدو تابع متفاوت مثال بزنید که در نقطۀ  -4  1 .کتاب درسی 136صفحۀ  2مشابه تمرین (  داراي حد برابر باشند(  

  
  
  
fهاي زیر دربارة حد تابع در هر یک از حالت -5 g کتاب درسی 13صفحۀ  6تمرین (  توان گفت؟چه می(  

  حد نداشته باشند. aاي مانند کدام در نقطههیچ gو  f) اگر توابع آ

  حد نداشته باشد.  aدر  gحد داشته باشد ولی تابع  aدر  fب) اگر تابع 

  
  

xدر  fاگر تابع  -6 0  حد داشته باشد و
x

f (x)lim f (x)




0
2 3 2
3 2 باشد، مقدار  5

x
lim f (x)
0

  را به دست آورید. 
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Homework (1)  

  
  Homework (1)پاسخ 
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Homework (2)  
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 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  471 
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  Homework (2)پاسخ 
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3BOX  0: حد گویاي
  ، حد تابع قدرمطلقی ـ حد تابع مثلثاتی ـ حد تابع جزء صحیح 0

  کتاب درسی) 136تا  131(صفحه   
0صورت  ، حاصل کسر بهxبه جاي  aگذاري اهیم حد توابع گویایی را به دست بیاوریم که بعد از جايخومی BOXدر این 

  آید.درمی 0

0انواع 
0   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

0الف) حد گویاي 
0   

xها بـر ايپذیري چندجملـهبخش x nاي : اگـر چندجملـه 0 nax bx c  1   بـه ازايx x ریشـۀ  x0برابـر صـفر شـود ( 0
xاي بر گاه چندجملهاي باشد)، آنچندجمله x   ها استفاده کرد.ايندجملهتوان براي تجزیۀ چپذیر است. از این خاصیت میبخش 0

xاي نشان دهید چندجمله تمرین: x 3 4 xبر  5 1 پذیر است، سپس عبارت بخشx x 3 4   را تجزیه کنید. 5

xاگر حاصل عبارت پاسخ:  x 3 4 xبه ازاي  5  x(ریشۀ معادلۀ  1  1 xگاه عبارت ) برابر صفر شود، آن0 x 3 4 xبـر  5 1 

ÁHï¾±µ]k¹a pH ÁnHm«ÄI]x  پذیر است.بخش ( ) ( )       31 1 4 1 5 1 4 5 0   

xبنابراین  x 3 4 xبر  5 1 ر است. با تقسیم عبارت پذیبخشx x 3 4 xبر  5 1  عبارت ،x x 3 4   کنیم:را تجزیه می 5

  

x3 x

x

 

 3

4 5

x

x

 2

2 x

x

 

 2

4 5

x
x


5
x



5

5

x
x x (x )(x x )

x x


      

 



3 2
2

1
4 5 1 5

5

5
0
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اگر در محاسبۀ  نکته:
x a

P(x)lim Q(x)
P(x)اند، داشته باشیم: ايدو چندجمله Q(x)و  P(x)که   Q(x) 0 گاه براي محاسبۀ حد، ، آن

xرا بر  Q(x)و  P(x)ابتدا  a کنیم (تقسیم میP(x)  وQ(x) کنیم) و سـپس را تجزیه میx a  را در صـورت و مخـرج سـاده
  آوریم.کنیم و مقدار حد را با عددگذاري به دست میمی

  حاصل هر یک از حدهاي زیر را به دست آورید.تمرین: 

1 (
x

x xlim
x x


 

2
21 3 2

   2 (
x

xlim
x x


 

2
21
1

2 5 3
   

x) 1 پاسخ:  1 هاي صورت و مخرج کسر عبارتx x
x x


 

2
2 3 2

کند. با استفاده از اتحادهاي جبري صورت و مخـرج را را برابر صفر می 

xتجزیه و سپس با حذف عامل  1 کنیم:در صورت و مخرج عددگذاري می  

  
x x

x (x )x xlim lim
x x 

 
 

2
21 1

1
3 2 (x )1 (x )

    
 

1 1 11 2 12
   

x) عبارت 2 xرا به کمک اتحاد چاق و لاغر و عبارت  31 x 22 5 xرا با تقسیم بر  3 1 کنیم:تجزیه می  

  
x x

( x)xlim lim
x x 

 
 

3
21 1

11
2 5 3

( x x )
(x )


 



1
21

1
( )
( )( x )

      
 

21 1 1 1 3 32 1 3 12 3
   

  ب) حد توابع قدرمطلقی
|در محاسبۀ حد  f xدر  f، اگر تابع  | a کند، یعنی:گاه حد از قدرمطلق عبور میحد داشته باشد، آن  

x a x a
lim | f (x) | | lim f (x) |
 

   

حاصل حد  تمرین:
x

| x x |lim
x




2

2
3

3 2
  را به دست آورید. 

  پاسخ:
x

| x x | | ( ) | | |lim
x ( )

     
 

2 2

2
3 2 3 2 2 2 123 2 3 2 2 4

   

0طلق، حاصل حد با عددگذاري به صورت اگر در حد توابع شامل قدرم
دربیاید، ابتدا باید با استفاده از تعریـف قـدرمطلق، آن را بـدون قـدرمطلق بنویسـیم و سـپس  0

  حاصل حد را به دست آوریم.

حاصل حد  تمرین:
x

| x x |lim
x x

 



2

21

3   را به دست آورید. 4

0ه صورت با عددگذاري، حاصل حد بپاسخ: 
  شده را بدون قدرمطلق بنویسیم.آید. پس ابتدا باید تابع دادهدرمی 0

xتجزیۀ عبارت  x 2 3 x)به صورت  4 )(x ) 1 xباشد. در عبارت می 4    اریم:دهیم. دعدد یک را قرار می x، به جاي  4

  x x | x x | | (x )(x ) | | x |             2

5
1 4 1 4 5 3 4 1 4 5 1   

xبا توجه به مفهوم  1  عبارت ،| x |1 نویسیم:را بدون قدرمطلق می  

  x x x | x | (x ) | x | (x )             1 1 1 0 1 1 5 1 5 1   
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x x

(x )| x x |lim lim
x x  

  


2

21 1

5 13 4
x (x )1

 5    حاصل حد 51

  دة مثلثاتیهاي ساپ) حد تابع
ایم (بدون رسم نمودار و یا تشکیل هاي جبري با استفاده از قضایایی که تاکنون گفته شده است، حد را محاسبه کرهگونه که براي عبارتهمان

  توان حد توابع مثلثاتی را با استفاده از قضایاي زیر و بدون استفاده از جدول و نمودار به دست آورد:جدول)، می

fتابع  قضیه: (x) sin x  در هر نقطۀa :داراي حد است و داریم  
x a
lim sin x sin a


   

fتابع قضیه:  (x) cos x  در هر نقطۀa :داراي حد است و داریم  
x a
lim cos x cosa


   

  ل هر یک از حدهاي زیر را به دست آورید.حاص تمرین:

1 (
x
lim (sin x cos x)




4

2   2 (
x

cos x sin xlim cos x




2

3

2
2 1   

  ) 1 پاسخ:
x x x
lim (sin x cos x) lim sin x lim cos x sin cos

    

         

4 4 4

2 2 3 22 2 2 24 4 2 2 2   

2(  
x

cos( ) (sin( )) ( )cos x sin xlim cos x cos( )

            
    

2 22

3

1 3 3 72 2 12 73 3 2 2 4 4
2 1 1 2 2 82 1 2 13 2 1

   

  ت) حد تابع جزء صحیح

yنمودار تابع  ● [x] :به صورت مقابل است    

xاي به طول در نقطه fبا توجه به نمودار  ●    ، داریم: 1

x)) اگر 1 ) x  1   است: 1برابر  fگاه مقادیر ، آن1
  

x
x [x] f ( / ) f ( / ) lim f(x)


         

1
1 2 1 1 01 1 001 1 1   

x)) اگر 2 ) x  1   برابر صفر است: fگاه مقادیر ، آن1
x x

x x [x] lim [x] lim
 



 
        

1 1
1 0 1 0 0 0   

xچون حد راست و چپ تابع در   xدر  fبا هم برابر نیستند، پ ستابع  1  توان با توجه به نمودار، نکتۀ کلی بعدي را براي حد ندارد. می 1
yتابع  [x]  در نقطۀ صحیحx m :بیان کرد  

yگاه تابع یک عدد صحیح باشد، آن mاگر  نکته: [x]  درx m :حد ندارد و داریم  
x m x m

lim [x] m , lim [x] m
  

  1   

yاما تابع  [x] ار تابع در آن نقطه.در هر نقطۀ غیرصحیحی حد دارد و مقدار حد آن برابر است با مقد  

xاگر مثال:   3
  گاه داریم:باشد، آن 2

x
lim [x] [ ]


 
3
2

3 12   
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  محاسبۀ حد چپ و حد راست در توابع شامل جزء صحیح
[u])در محاسبۀ حد توابع شامل جزء صحیح، ابتدا باید با توجه به تعریف جزء صحیح n n u n )    1اي جزء صحیح عدد ، به ج

  ثابتی قرار دهیم و سپس با توجه به قضایاي حد، حدگیري را انجام دهیم.

حاصل حد  تمرین:
x

[x] xlim [ x] x


 1

2
  را به دست آورید. 3

]و  [x]ابتدا با استفاده از مفهوم حد و تعریف جزء صحیح، مقدار پاسخ:  x] آوریم:را به دست می  

  ¾M ¦Ä pH oUï©nqM oÄjI£¶IM 
.j¼{ïÂ¶ ¦Äjqº ¦Ä jkø

x [x]
x x x

x [ x]
 

               

1
1 1 1 2

2 1 2
   

]به جاي  2و  [x]به جاي  1با قراردادن عدد  x]آوریم:، حاصل حد را به دست می  

  
x

( ) xlim x ( )

    
   1

2 1 2 1 3 32 3 2 3 1   حاصل حد1
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  هاي تشریحی:پرسش
  هاي زیر را مشخص کنید.رستی یا نادرستی عبارتد ●

xوقتی  lim[x]مقدار  -1 0 .1402شهریور (  برابر صفر است(  

مقدار  -2
x

xlim
x


21
1
1

  برابر یک است. 

  جاهاي خالی را با عبارات مناسب کامل کنید. ●

xfحد تابع  -3 (x) [x]


4
xوقتی  3  1 .1402خرداد (  برابر ................... است(  

xfحد تابع  -4 (x) | x |



1
xوقتی که  1 1 .برابر .................... است  

  کتاب درسی) 136صفحۀ  3مرین مشابه ت(  حاصل هر یک از حدهاي زیر را به دست آورید. -5

آ) 
x

xlim
x x




2
23

9
3

  )1402(خرداد    

ب) 
x

x xlim
x x

 


2
21
3   )1402(خرداد    4

پ) 
x

x xlim
x x

 
 

2
22

6
6 8

   

ت) 
x

x xlim
x x


 

3
212 5 3

   

ث) 
x

xlim
x x




2
21

  )1402(شهریور    1

ج) 
x

xlim
x




3
22

8
4
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  )کتاب درسی 136صفحۀ  3مشابه تمرین (  حاصل حدهاي زیر را در صورت وجود به دست آورید. - 6

آ) 
x

lim [x]
1402

  )1402(خرداد    

ب) 
x

xlim [x]


2

2 3
  )1402(خرداد    2

پ) 
x

xlim [x]

2

2

  )1402(شهریور    1

ت) 
x

[x]lim
x x



 20

2 1
3 1

   

ث) 
x
lim(x [x])



0

   

ج) 
x

xlim [x]



2

   )1402(شهریور    3

  
  
  
  
  
  
  
  )کتاب درسی 136صفحۀ  3مشابه تمرین (  حاصل حدهاي مثلثاتی زیر را به دست آورید. -7

آ) 
x
lim (cos x)

 4

  )1402(خرداد    

ب) 
x
lim (sin x cos x)




4

  )1402 (شهریور   

پ) 
x
lim (tan x cot x)




4

   )1402(شهریور    
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Homework (1)  
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  Homework (1)پاسخ 
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Homework (2)  
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  Homework (2)پاسخ 

  



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  493 
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 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  496 
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BOX 4کتاب درسی) 142تا  137(صفحه   : پیوستگی  
  شود.می چنین در ادامه تعریف پیوستگی چپ، راست و پیوستگی روي بازه گفتهم. همکنیپیوستگی تابع در یک نقطه را بررسی میتعریف  BOXدر این 

  پیوستگی
fتابع  مفهوم هندسی پیوستگی توابـع: (x) x طور کـه و نمودار آن را که یک سهمی اسـت، در نظـر بگیریـد. همـان با دامنۀ  2

تـوان نمـودار تـابع تکه یا پیوسته است. در واقـع میاي بریدگی ندارد. به عبارت دیگر سهمی یک منحنی یکیچ نقطهبینید سهمی در همی

y x   را بدون برداشتن قلم از روي کاغذ رسم کرد. 2

    
  گوییم، هرگاه:پیوسته می cرا در نقطۀ  fتابع  تعریف:

xابع در ) ت1 c .حد داشته باشد  
x) حد تابع در 2 c  با مقدار تابع درc :برابر باشد، یعنی  

x c
lim f (x) f (c)


   

xدر  fاگر تابع نکته:  c  حد نداشته باشد و یا مقدار تابعf  درx c یعنی)f (c) با حد تابع در (x c  برابـر نباشـد و یـا تـابعf  در
x c  تعریف نشده باشد، تابعf  درx c باشد. به نمودارهاي زیر توجه کنید:پیوسته نمی  

    
xدر  fتابع  c .حد ندارد  

  باشند.(حدهاي چپ و راست با هم برابر نمی
xدر  fتابع  c ،حد دارد  

  باشد.ولی حد آن با مقدار تابع برابر نمی
xنمودار هر یک از توابع زیر را رسم کنید و پیوستگی تابع را در تمرین:     بررسی کنید. 1

1 (
x x

f (x) x
x x


 
  

1
2 1

2 1
   2 (| x |g(x) x




1
1   

  به صورت مقابل است: fاي است. نمودار یک تابع سه ضابطه f) 1 پاسخ:

    
xدر  fتابع   xدر  fحدي برابر یک دارد و مقدار تابع  1  xاست. چون مقدار تابع با حد تابع در  2بر برا 1  باشد، پس تابع برابر نمی 1

f درx    ناپیوسته است. 1
  نویسیم:اي میرا به صورت یک تابع دوضابطه g) با حذف قدرمطلق، تابع 2
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x xx x xx| x | g(x)

(x )(x ) x xxx

                    


1 1 11 1 1 111
11 1 1 11 11

   

  رو است:ت روبهبه صور gنمودار تابع 
  
  

xدر  gتابع   xدر  gچنین تابع حد ندارد و در نتیجه ناپیوسته است. هم 1      مقدار ندارد. 1

xاي، اگر توابع چندضابطهدر نکته:  c گاه شرط پیوستگی طول نقطۀ مرزي باشد، آنf  درx c :به صورت زیر است  
  

nj ÍMIU¸T{Hjke óo{

x c x c

x c f

lim f (x) lim f (x) f (c)
  




 


   

تابع تمرین: 

x x x

f (x) x x x
x x xx


  


    
   



2

2
2 1

1 0 1
1 01

xاز نظر پیوستگی در نقطۀ به طول      چگونه است؟ 1

xدر  f   پاسخ:  پیوسته است.  1
x x x x

f ( ) lim f (x) lim ( x x) , lim f (x) lim (x x )
      

         2 2
1 1 1 1

1 2 1 1 1   

را چنان بیابید که تابع  bو  aعددهاي  تمرین:
ax x

f (x) x

ax bx x

   


  


   
2

1 2
13 2

2 1 2
xدر نقطۀ    2 .پیوسته باشد  

xدر  fکه تابع براي این پاسخ:  2 :پیوسته باشد، باید داشته باشیم  
x ( ) x ( )

lim f (x) f ( ) lim f(x)
    

  
2 2

2   

  
x ( ) x ( ) x ( ) x ( )

f ( ) , lim f (x) lim (ax ) a , lim f (x) lim ( ax bx ) a b
          

            2
2 2 2 2

2 13 1 2 1 2 1 8 2 1   

  
a a a

b b b
a b
        

              

2 1 13 2 12 6
48 2 1 13 2 62 31

8 2 1 13
   

  پیوستگی راست و پیوستگی چپ
xدر  fتابع  پیوستگی راست: c :از طرف راست پیوسته است، هرگاه  

x c
lim f(x) f (c)


   

xدر  fگوییم در این صورت می c د.پیوستگی راست دار  
xدر  fتابع  پیوستگی چپ: c :از طرف چپ پیوسته است، هرگاه  

x c
lim f(x) f (c)


   

xدر  fگوییم در این صورت می c .پیوستگی چپ دارد  
  

xدر  fاگر تابع  نکته: c گاه ستگی چپ داشته باشد، آنهم پیوستگی راست و هم پیوf  درx c .پیوسته است  



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  501 

پیوستگی راست و چپ تابع با ضابطۀ  تمرین:
x x

f (x) x
x x

  


 
 

22 1 2
7 2
3 2

xرا در      بررسی کنید. 2

xدر  fحد راست تابع مقدار پاسخ:   fرا از ضابطۀ  2 (x) x 22   آوریم:به دست می 1

  
x x
lim f (x) lim ( x ) ( ) f ( )

  
     2 2

2 2
2 1 2 2 1 7 2   

xدر  fچون حد راست تابع   xدر  fبا مقدار تابع  2  xدر  fبرابر است، پس تابع  2    پیوستگی راست دارد. 2
xدر  fابع مقدار حد چپ ت  fرا از ضابطۀ  2 (x) x   آوریم:به دست می 3

x x
lim f(x) lim x f ( )

  
   

2 2
3 6 2 7   

xدر  fبنابراین تابع     پیوستگی چپ ندارد. 2

، تابع با ضابطۀ aبه ازاي چه مقداري از تمرین: 

x xx
f (x) a x

x xx

  
   
  


2 13
2 1 1

2 12

xدر      پیوستگی راست دارد؟ 1

اگر پاسخ: 
x
lim f(x) f ( )




1
xدر  fگاه تابع باشد، آن 1    پیوستگی راست دارد: 1

  
x x

xf ( ) a , lim f (x) lim ( ) a a ax  
                 

 1 1

2 2 1 1 1 1 11 2 1 2 1 2 13 1 3 2 2 2 2 4   

  پیوستگی تابع جزء صحیح
fنمودار تابع  (x) [x] ه صورت مقابل است:ب  

    
x)با توجه به نمودار، تابع در نقاط به طول صحیح  , , , )  0 1 2   ناپیوسته است. اما در این نقاط پیوستگی راست دارد و در بقیۀ نقاط

  (نقاط غیرصحیح) تابع پیوسته است.

  پیوستگی روي بازه
  ته است هرگاه در هر نقطۀ این بازه پیوسته باشد.پیوس (a,b)روي بازة  f) تابع 1

fتابع مثال:  (x) x  در هر نقطه از بازة( , )0  پیوسته است، پس تابعf  روي بازة( , )0 باشد.پیوسته می  
پیوستگی چپ داشته  bپیوستگی راست و در نقطۀ  aپیوسته باشد و در نقطۀ  (a,b)وسته است هرگاه در بازة پی [a,b]روي بازة  f) تابع 2

  باشد.
  است داشته باشد.پیوستگی ر aپیوسته باشد و در نقطۀ  (a,b)پیوسته است هرگاه در بازة  (a,b]روي بازة  f) تابع 3
  پیوستگی چپ داشته باشد. bپیوسته باشد و در نقطۀ  (a,b)پیوسته است هرگاه در بازة  [a,b)روي بازة  f) تابع 4
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  یک نادرست است؟و کدامهاي زیر درست یک از عبارت، کدامfبه صورت مقابل است. با توجه به نمودار  fنمودار تابع  تمرین:
1 (f  روي بازة( , ]   پیوسته است. 1
2 (f  روي بازة[ , )1    پیوسته است. 3
3 (f  در تمام نقاط بازة[ , )3 .پیوسته است  
  

)در هر نقطه از بازة  f) درست است، زیرا 1پاسخ:  , ) xپیوسته و در  1  )در بازة  fپیوستگی چپ دارد. بنابراین  1 , ]   پیوسته است. 1
xدر  f) نادرست است، زیرا 2  ]روي بازة  fاز راست پیوستگی ندارد. پس  1 , )1   باشد.پیوسته نمی 3
x) فقط پیوستگی راست در 3  xکنیم که چون در را بررسی می 3  ]از راست پیوسته است، پس در  3 , )3 .پیوسته است  

fDاگر  نکته:    و تابعf گاه تابع باشد، آناش پیوسته در هر نقطه از دامنهf  روي .پیوسته است  
fتوابع مثال:  (x) x 2 g(x)و  1 sin x  با نمودارهاي زیر، روي اند:پیوسته  

    
  کنیم.بررسی می هادر نکتۀ بعد، پیوستگی برخی از توابع خاص را روي دامنۀ آن

  ) پیوسته اند.جا (روي اي همه) توابع چندجمله1 نکته:

fتابع  مثال: (x) x x 5   پیوسته است. روي  2
  اند.اشن پیوسته) توابع کسري گویا در دامنه2

fتابع  مثال: (x) x fDدر  1 { }  0  پیوسته است و تابعxg(x)
x


2 1

gDروي     .پیوسته است  

   اند.شان پیوسته) توابع رادیکالی در دامنه3

fتابع مثال:  (x) x  ]روي بازة  2 , )2 ت.پیوسته اس  
  اند.شان پیوسته) توابع مثلثاتی در دامنه4
af) تابع 5 (x) log x  در دامنۀ خود، یعنی بازة( , )0 .پیوسته است  

fتابع  مثال: (x) log x )در بازة  3 , )0 .پیوسته است  

xf) تابع 6 (x) a  در بازة( , )  .پیوسته است  
  گاه روي هر زیربازة دلخواه از آن نیز پیوسته است.اي پیوسته باشد، آن) اگر تابعی روي بازه7

xfتابع  مثال: (x)  )روي بازة  2 , )  ة دلخواه از آن، مثلاً بازة پیوسته و در نتیجه روي هر زیرباز[ , )1   نیز پیوسته است. 4
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  شده بررسی کنید.پیوستگی هر یک از توابع زیر را در بازة داده تمرین:

1 (f (x) x x , ( , ]  2 2 3 0   2 (xf (x) , [ , ]
x x


2

2 1 1 5
4

   

  آوریم:را به دست می fاي از آن پیوسته است. دامنۀ تابع ر زیربازه) تابع رادیکالی روي دامنۀ تابع و در نتیجه روي ه1 پاسخ:

  x x ( , ] [ , )    2 0 2  یاS¶°ø ¸ÃÃ÷U
fD {x | x x } , x x x       2 22 0 2 0 0   

)روي بازة  fتابع  , ]3   باشد، پیوسته است.می fاي از دامنۀ که زیربازه 0

2(  f fD {x | x x } , x x x(x ) , D {x | x , } { , }             2 24 0 4 4 0 4 0 4 0 4     
xقط در دو نقطۀ ف fتابع  0  وx  ]در بازة  fپیوسته است. تابع  باشد و در بقیۀ نقاط پیوسته نمی 4 , ]1 اي بـه طـول ، در نقطـه 5

x  ]روي بازة  fبع باشد، پس تاپیوسته نمی 4 , ]1   پیوسته نیست. 5
  ضرب و تقسیم دو تابع، براي پیوستگی نیز این قضایا برقرار است.همانند قضایاي حد براي مجموع، تفاضل، حاصل

xدر  gو  fبه عنوان نمونه، اگر دو تابع  a گـاه توابـع پیوسته باشند، آنf g  ،f g  ،f .g  وf (g(a) )g 0  درx a  پیوسـته

  باشند.می

fدو تابع  مثال: (x) sin x  وg(x) x fپیوسته هستند، پس توابـع  در هر نقطه از  2 g  ،f g  وf .g  در تمـام نقـاط 

fاند و تابع پیوسته
g جا به غیر از در همهx 0 .پیوسته است  

  هاي تشریحی:پرسش

پیوستگی تابع  -1
x x

f (x) x

x x

  


  


 
2

5 2
3 2

7 2
xرا در      )1402شهریور (  بررسی کنید. 2

  
  
  
  

را طوري بیابید که تابع  bو  aمقادیر  -2
x x

f (x) b x
x a x

  


  
  

2 2 0
1 0

2 0
xدر   0 .1402هریور ش(  پیوسته باشد(  

  
  
  
  



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  504 

xرا چنان تعیین کنید که تابع زیر در نقطۀ  bو  aمقادیر  -3  1 .1402خرداد (  پیوسته باشد(  

  
x

f (x) ax b x

x b x

  


   


  
2

1 1
1

1
    

  
xرو در نقطۀ را چنان بیابید که تابع روبه bو  aعددهاي  -4 0 .95دي (  پیوست باشد(  

  
sin x a x

f (x) x
x b x

 
  
  

0
4 0

3 2 0
    

  
  
  )کتاب درسی 142صفحۀ  6مشابه تمرین (  مجموعۀ نقاط پیوستگی هر یک از توابع زیر را مشخص کنید. -5

fآ)  (x)
x x


2
fب)    1 (x) x 3 fپ)    4 (x) [x] 2 fت)    3 (x) log (x x) 2

5 6   

fث)  (x) sin x cos x 2 ج)    3
x
xf (x) 



2
چ)    13

x x x

f (x) x x

xx

  
    


 


3

2
1

1 2 1
4 2

    

  
  
  
  
  
  

را طوري تعیین کنید که تابع  aحدود  - 6
ax x

f (x)
x x x

  
 

3
4 2

2
xدر      )94خرداد (  .نباشدپیوسته  2

  
  

fبا ضابطۀ  fتابع  -7 (x)
x x m


 2

3
4

  را مشخص کنید. mپیوسته است. حدود  روي  
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Homework (1)  
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  Homework (1)پاسخ 
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5BOX  0: محاسبه حد توابع کسري (حالت
  (حد ویژه حسابان)   )0

P(a)اي باشد به طوري که یک چندجمله P(x)طور که در فصل اول مشاهده کردید، اگر همان 0اي گاه در تجزیه چندجمله، آنP(x) 
x)حتماً عامل  a)  دارد.وجود  

x)در توابع کسري، با تجزیه صورت و مخرج و حذف عامل صفرکننده براي محاسبه حالت مبهم  a) پردازیم. به عنوان به محاسبه حد می
  مثال:

  
x x

(x )xlim limx 

 


2

2 2

24
2

(x )
x





2
2 x

lim (x )


  
2

2 4 )1  

  
x

x xlim
x x

 


3
21

2 )2  

)Pجا که براي تجزیه عبارت صورت از آن )    31 1 1 2 x)داراي عامـل  P(x)پس  0 )1  اسـت. پـس کـافی اسـتP(x)  را بـر
(x )1 .تقسیم کنیم  

  

x x x
x x x x
x x

x x
x
x
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   

 

 


 

3
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2

2

2 1

2
2

2 2
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0

   

xپس  x (x )(x x )     3 22 1   و در نتیجه: 2
x x

(x )x xlim lim
x x 

  


3
21 1

12 (x x )
x (x )

 



2 2
1

 4   

  ها:اياتحادهاي جبري مورد استفاده در تجزیه چندجمله نکته:

  (x a) x ax a   2 2 22 )2  x a (x a)(x a)   2 2 )1  

  x a (x a)(x ax a )    3 3 2 2 )4  x a (x a)(x ax a )    3 3 2 2 )3  

  (x a) x x a xa a    3 3 2 2 33 3 )6  (x a) x x a xa a    3 3 2 2 33 3 )5  

    n n xx (x )(x x )      1 21 1 1 )7  

0اگر براي محاسبه حالت نکته: 
کردن صورت و مخرج در یک عبارت مناسب، کسر را به صورت یا مخرج شامل عبارات گنگ بود با ضرب 0

  کنیم.عبارتی گویا تبدیل می
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  تمرین:
x

xlim
x

 
21
8 3

1
   

  کنیم:صورت و مخرج را در مزدوج صورت ضرب می پاسخ:

  
x x x

( x ) ( ) xx xlim lim lim
xx (x )( x )  

       
    

2 2

2 21 1 1
8 3 18 3 8 3

8 31 1 8 3 (x )1 (x )( x ) ( )
 

     
1 1

121 8 3 2 1 8 3
   

  تمرین:
x

xlim
x


38
8
2

  

ا گویا عبارت گنگ ر ، کافی است در پرانتز چاق ضرب کنیم و با استفاده از اتحاد چاق و لاغر،3براي گویاکردن عبارات گنگ با فرجه پاسـخ: 
  کنیم:

  
x x x

(x )(x )( x x )x x xlim lim lim
x ( x) ( )x x  

      
  

33 2 32 3
3 3 333 2 38 8 8

88 2 48 2 4
2 22 4

( x x )
x

 



3 2 32 4
8

 12   

  حدود زیر را محاسبه کنید. تمرین:

  
x

(x ) x xlim
x

  



2 2

32
4 2

8
  (پ 

x
xlim

x


 4
2

3 2 1
  (ب 

x
xlim

x x


 

2

2
4

3 2
  (الف 

  
x

x xlim
x


1 1

  (ج 
x

x xlim
x x

  
20

1   (ث 1
x

[x] xlim
x x



 

2

22

2
9 14

  (ت 

  پاسخ: 

  
x x x

(x )(x x ) (x )(x x )x x xlim lim lim
x x x x (x) ( x ) x x  

         
       

2 22
2 2 22 2 2
4 3 2 4 3 24 3 2

3 2 3 2 3 2 3 2
  (الف 

  
x

(x )
lim





2

2 (x )(x x )
(x )

  



2 3 2
2 (x )

 


4 4 1611
   

  
x x x

( x)( x)( x )x x xlim lim lim
x x x ( x )( x)  

        
       4 4 4

44 3 2 12 2 3 2 1
3 2 1 2 3 2 1 9 2 1 2

( x )
( x)

 



3 2 1
2 4 ( x)




6
82

  (ب 

  
x x

(x )(x ) x xlim lim
x 

   


2 2

32 2

24 2
8

(x ) x x

(x )

  



22 2
2 (x x )

 
 2

4 8 8
12 32 4

  (پ 

  
x x x

( x)[x] x xlim lim lim
x x x x    

  
   

2 2
2 22 2 2

22 4
9 14 9 14

( x)
(x )






1
2

2 (x )
 


4 4
5 57

  (ت 

  
x x x

( x) ( x)x x x x xlim lim lim
x x x (x )( x x)x x (x x)( x x)  

           
          

2 2

2 20 0 0
1 11 1 1 1 2 2 121 1 1 1 11 1

  (ث 

  
x

x ( x )x xlim
x

 
1

1
1 x 1

   (ج 1



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  530 

اگر تمرین: 
x

x blim ax

   
63

1 1
  کدام است؟ aباشد، مقدار  63

1 (1
16   2 (1

96   3 ( 1
16   4 ( 1

96   

  »2«گزینۀ  پاسخ:

0جا که مخرج کسر صفر است پس حالت از آن
xx  بوده، یعنی: 0 b b b       631 1 3 0 3   

  
x x

( x ) ( )x xlim limx x (x )( x ) 

        
       

2 2

63 63
1 1 31 1 3 1 1 3

63 1 1 3 63 1 1 3
   

  
x x

xx xlim lim
x(x )( x ) 

     
    63 63

631 8 1 8
1 863 1 1 3 (x ) 63

a
( x )( x )

 
    

1
6 161 1 3 1 8

   

  a  1
96   

اگر  تمرین:
x x xf (x) x
ax x

     
  

6 2

2
2 1

1
2 1

xدر      را بیابید. aحد داشته باشد، مقدار  1

  پاسخ: 

  
x x x

(x )x xlim f(x) lim lim
x    

  


6 2
21 1 1

12
1

(x x x x x )
(x )
    



5 4 3 2 2 2
1 (x )

 


8 421
   

  
x x
lim f(x) lim (ax ) a a a

  
        

1 1
2 2 2 4 2   

  

x x x
x x x x x x x
x x

x x

x x

x x

x x

x x

x

x x
x
x

  
      

 

 

 

 

 

 



 


 

6 2

6 5 5 4 3 2
5 2

5 2

4 2

4 3

3 2

3 2

2

2

2 1

2 2
2

2

2

2 2

2 2
2 2
2 2

0   

  اند از: گیرند عبارتاتحاد مثلثاتی که در محاسبه حد بعضی از توابع مورد استفاده قرار میچند نکته: 
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1 (sin x cos x 2 2 1   
2 (sin x sin xcos x2 2   

3 (cos x cos x sin x cos x sin x     2 2 2 22 2 1 1 2   

cos  گیریم:نتیجه می 3اره از مورد شم sin , cos cos       2 21 2 1 22 2   

sinدر ابتداي فصل حد، با استفاده از نمودار تابع نکته:  xf (x) x :دریافتیم که  

  
u u x

sinu tanu sinulim , lim limu u u cosu cos( )  
     

0 0 0
1 11 1 10   

  نکته:
u u

u ulim , limsinu tanu 
 

0 0
1 1   

  مقدار حدهاي زیر را حساب کنید. تمرین:

  
x

cos xlim cos x sin x


4

2 )3  
x

sin xlim
cos x 

2
31

 )2  
x

sin xlim x0
2 )1  

  
x

tan x tan xlim x

  
0

3 3
3 )6  

x

xlim
cos x 0 1

 )5  
x

tan xlim sin x0
5
3 )4  

  
x

tan x cos xlim
x


20

3 1 4 )9  
x

sin xcos x sin xlim
x


30

2 2 )8  
x

tan x .tan xlim
x x 4 20

8
4

 )7  

    
x

sin( x)lim x


1

1
1 )11  

x
sin x tan xlim

x


30

 )10  

  پاسخ: 

  
x x x x

sin x sin xcos x sin xlim lim lim limx x x cos x cos( )   
     

0 0 0 0
2 2 2 21 20 )1  

  
x x x

( cos x) ( cos x)sin x cos xlim lim lim
cos x cos x  

  
 

2 2

3 3
1 11

1 1 ( cos x)1 ( cos x cos x)


  2
2
31

 )2  

  
x x x

(cos x sin x)cos x cos x sin xlim lim limcos x sin x cos x sin x    

 
 

2 2

2 4 4

3 (cos x sin x)
cos x sin x




 2 )3  

  
x x

tan x
xtan xlim limsin x 


0 0

5
55

3

x

sin x
x



1

5

3
3 x




1

5
33

 )4  

  
x x x x x

x
x x x xlim lim lim lim limx xcos x x | sin | sinsin

        
   

 20 0 0 0 0

2
1 2 22 2 22

xsin





2

2 2

  2 )5  
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x x

tan xtan x tan x tan x tan xlim limx tan x tan x 

      
  0 0

23 3 3 3
3 3 3 x( tan x tan x)  3 3 3

 )6  

   


2 1
3 2 3 3 3

   

  
x x

tan x
xtan xtan xlim lim

x x 


4 20 0
8

4

tan xx x 

1
8

8
x

x xlim
x x 






1

2

4 2 0

8 8
4 x2 (x )

 
2

8 244
 )7  

  
x x x

xsin x ( sin )sin x(cos x )sin xcos x sin xlim lim lim
x x x  

   
2

3 3 30 0 0

2 22 12 2 2 )8  

  

sin x
x

lim

2
2

xsin
x ( ) ( x  

1
22 2

2

x)

x
x x



  

1

2

3
3 3

2
1   

  
x x x

tan x cos x tan x sin x tan x sin xlim lim lim
x x x    

  
2

2 2 20 0 0

3 1 4 3 2 2 3 2 2 )9  

  
x

tan x
xlim




0

3
3

sin xx x 

1
23 2 2

x

x xlim
x x


 

1

2
2 20

2 6 2 6 2   

  
x x x x

sin x xsin x sin x( sin )sin x (cos x )sin x tan x cos xlim lim lim lim
x x x cos x x cos x   

     
2

3 3 3 30 0 0 0

21 2 )10  

  
x

sin x
x

lim



0

xsin
x( )( x 

1
22

2
x

x)
x

lim
x cos x 






1

2
3

3 0

2

x3
2

cos x
 1
2   

  
x x

sin( x)sin( x)lim limx 

 
1 1

11
1 ( x)1 ( x




1
21

 )11  
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  روش تغییر متغیر در محاسبه حدود:  نکته:
بـه سـمت  xردن کنیم. در میـل کـتر کرده و سپس حـد جدیـد را محاسـبه مـیدر این روش با تغییر متغیر مناسب، حد موردنظر را ساده

(x a) a  عامل صفرکننده(x a) باشد که در روش تغییر متغیر میx a t  جا که و از آنx a  پسt 0 کند.میل می  
  حدود زیر را با روش تغییر متغیر حل کنید. تمرین:

1 (
x

tan xlim x
 

4

4
4   2 (

x
lim(x )cot x


 
1

1   

3 (
x

xcos
lim x



1
2

1   4 (
x

tan xcos xlim cos x


2

2
1 2   

  پاسخ: 

  
x t

t t tx tx

tan ( t) tan( t)tan x tan tlim lim lim limx t t( t)

 

    

      
     

4
0 0 0

44

4 42 44 14 4 44 4
 )1  

  x t
x tx t t t t

t
lim(x )cot x lim t cot (t ) lim t cot( t) lim t cot( t) lim tan t

 
     


           


1

11 0 0 0 0

1
1 1 



1

1 )2  

  x t
x tx t t t

x t tcos cos (t ) sin sin
lim lim lim limx t t t

 
    

    
  

    


1
11 0 0 0

12 2 2 2
1 2

2



1

2 )3  

  
x t

t tx tx x

tan ( t) tan( t)tan xcos x tan xcos xlim lim lim limcos x sin tcos x cos( t)

 

     

     
  

2
2 0 0

22 2

2 22 2 2
1 2 22 2 2

 )4  

  
t t

tan t
ttan tlim limsin t 

 
0 0

2
22

2

t

sint
t





1

2

2
t
t

t
  




1

2 12   

  مند)آموزان علاقههاي تستی جهت استفاده دانش(روشمعادله آزاد 

اگر 
x a x a
lim f (x) lim g(x)
 

 0  و
x a

f (x)lim g(x)
 fنویسیم نامیم و میارز میهم aرا در نقطه  gو  fباشد، در این صورت  1 g.  

  استفاده کرد. gنی تابع ارز آن یعاز هم fتوان به جاي در محاسبه حد توابع می



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  534 

  هاي مهم در محاسبه حد توابع:ارزيهم
uاگر  0 :میل کند، داریم  

nتوان) ارزي کم(هم   n m mau bu cu cu 1  )1  

ارزي برنولی)     (هم  
n

n
) u nu

) ( u) nu

  
  

2 1 1

3 1 1




   

  asinu au )4  
  atanu au )5  

  uu sin
3

6 )6  

  uu tanu 
3

3 )7  

  utan u sinu
3

2 )8  

  n ncos u u 21 2 )9  

n  نکته:
x

ulim a n


1

11    

  عدد طبیعی است): nگاه داریم (میل کنند، آن 1هر دو به سمت  gو  fاگر  نکته:
n nf gf g n
    

  حاصل حدهاي زیر را به دست آورید. تمرین:

  
x

(x ) (x ) (x )lim
(x ) (x )

    

  

4 3 2

6 22
2 2 3 2 2

2 2 2
 )2  

x

x xlim
x x




4
40

2
3

 )1  

  
x

x xlim
x x

  
20

1 1 )4  
x

x (x )lim
x (x )

  
  31

1 2 1
1 4 1

 )3  

  nx
tan xsin xtan x sinnxlim

nx sin x 10
2 3

3
 )6  

x
x xlim xsin

  3

0
1 1 2

6
 )5  

  
x

( x )( x )( x )lim
(x )

  



3 5

31
1 1 1

3
 )8  

x
sin x tan xlim x

  3

0
1 2 1 )7  

  
x

sin x tan xlim
cos x 0

2
1

 )10  
x

sin xlim
cos x  30

3 5
1

 )9  

  پاسخ:

  ·H¼U´¨
x x

x x xlim lim
x x x  

  


4 4
4 40 0

2 2 2
33 3

 )1  

  ·H¼U´¨x t
x :tx x t

(x ) (x ) (x ) t t t tlim lim lim
(x ) (x ) t t t

 
   

        
   

4 3 2 4 3 2 22
2 06 2 6 2 22 0 0

2 2 3 2 2 2 3 1
22 2 2 2 2

 )2  
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  ·H¼U´¨
x x x x

x (x ) (x )xlim lim lim lim (x )
x (x ) x

(x )
      

       
   



1
12
6

3 3 11 1 1 13

1 2 1 11 1 0
1 4 1 1

1
 )3  

  Â²¼ºoM ·H¼U´¨
x x x x

x x( )x x x xlim lim lim lim xx x x x x x   

        
  2 2 20 0 0

1 11 1 2 2 1  )4  

  
x x x

x x x( )x xlim lim limx x xsin  

        
3

0 0 0

2 71 11 1 2 2 3 6 7
6 6 6

 )5  

  
n

x n nx

(n )tansin xtan x sinnx x x x nx n!x n!lim lim lim nnx sin x nx x nx 

      
1 10

12 3 2 3
3 33 3 3

  )6  

  
x x x x

sin x tan x x x( ) sin x tan xsin x tan xlim lim lim limx x x x   

       
3

0 0 0 0

21 11 2 1 2 3 3 3  )7  

  
x

x
lim x

 
0

4
43
3   

f  با استفاده از نکته بالا داریم: x , g
n

xx  


 12
11 2 )8  

  f x , g
x

xx  


 
3 13

3
11 3   

  f x , g
x

xx  


 
5 15

5
11 5   

  
x x x

x x x( )( )( ) (x )( x )( x )( x )lim lim lim
(x ) (x ) (x )  

       
  

33 5

3 3 31 1 1

1 1 1 1 11 1 1 12 3 5 30
301 1 1

   

  
x x x x

sin x x x xlim lim lim lim xcos x x | x |
      

    
 3 20 0 0 0

3 5 3 5 3 5 5 2 5 2
3 31
2 2

 )9  

  
x x x

sin xtan x sin xtan x x x xlim lim lim lim
cos x x(cos x) x

    

  




2
1 20 0 02 2

2 2 2 2 81 11
1 2 4

2

 )10  

xرو در همسایگی نقطه با توجه به شکل روبه نکته: 0  اندازه ،x  ازsin x .بیشتر است  

  x | x | | sin x |  0         
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نابراین حاصل عبارت ب
x

xlim sin x0
تر است) است و حاصل عبارت (چون صورت از مخرج بزرگ 1در اصل برابر  

x
sin xlim x0

در اصل برابر  

1 تر است) است.(چون مخرج از صورت بزرگ  

هاي رتحاصل عبا تمرین:
x

xlim[ ]sin x0
و  

x
sin xlim[ ]x0

  به ترتیب از راست به چپ کدام است؟ 

1 (1  ،1  2 (1  ،0  3 (0  ،1  4 (0  ،0  

  پاسخ:
x

x sin xlim[ ] [ ] lim[ ] [ ]sin x x
 


   

0
1 1 1 0   
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Homework (1)  
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  Homework (1)پاسخ 
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Homework (2)  
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  Homework (2)پاسخ 
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  ویژه رشته تجربی) 2(ریاضی  فصل هفتم: آمار و احتمال
BOX 1کتاب درسی) 152تا  144(صفحه   : یادآوري احتمال ـ احتمال شرطی ـ پیشامدهاي مستقل  
n(A)P(A)چنـین محاسـبۀ احتمـال رخـداد یـک پیشـامد از فرمـول با برخی از مفاهیم احتمال و همدر سال قبل  n(S)  آشـنا شـدید. در ایـنBOX هـا را ابتـدا آن

  کنیم.کنیم و چند مثال بیان مییادآوري می

  یادآوري احتمال، احتمال شرطی، پیشامدهاي مستقل 
که کدام حالـت ها مطلع باشیم اما از اینهایی که از همۀ حالات ممکن در به وقوع پیوستن آنها یا آزمایشبه پدیده هاي تصادفی:پدیده
  گوییم.خ خواهد داد اطمینان نداشته باشیم، پدیدة تصادفی میقطعاً ر

اي را گوییم. فضاي نمونهاي میهاي تصادفی را فضاي نمونههاي ممکن در به وقوع پیوستن پدیدهمجموعۀ شامل همۀ حالت اي:فضاي نمونه
  دهند.نمایش می Sمعمولاً با 

  دهیم.نشان می Aگوییم و معمولاً آن را با را یک پیشامد تصادفی می Sاي هر زیرمجموعه از فضاي نمونهپیشامد تصادفی: 
Sدانیم می تعریف:   پس ، اي یک پیشامد از فضاي نمونهS  .است نامیم.را پیشامد نشدنی یا غیرممکن می  
Sچنین هم تعریف: S بنابراین ،S اي یک پیشامد از فضاي نمونهS  .استS گوییم.را پیشامد حتمی می  

  اعمال روي پیشامدها
Aباشند، پیشامد  Sاي دو پیشامد از فضاي نمونه Bو  A) اجتماع دو پیشامد: اگر 1 B دهـد کـه زمـانی رخ می

Aیا هر دو رخ دهند. در شکل مقابل پیشامد Bامد یا پیش Aپیشامد  B :مشخص شده است  
Aباشند، پیشامد  Sاي دو پیشامد از فضاي نمونه Bو  A) اشتراك دو پیشامد: اگر 2 B دهد که هم زمانی رخ می

Aپیشامد رخ دهند. در شکل مقابل  Bو هم پیشامد  Aپیشامد  B :مشخص شده است  
Aباشند، پیشامد  Sاي دو پیشامد در فضاي نمونه Bو  A) تفاضل دو پیشامد: اگر 3 B دهـد کـه زمـانی رخ می

Aرخ ندهد. در شکل مقابل پیشامد  Bرخ دهد ولی پیشامد  Aپیشامد  B شخص شده است:م  
را  Aن باشد، در این صورت متمم آپیشامدي از  Aاي یک پدیدة تصادفی و فضاي نمونه S) متمم یک پیشامد: اگر 4
اي نمونهکل فضاي  Aو  Aرخ ندهد. در واقع دو پیشامد  Aدهد که پیشامد دهیم و زمانی رخ مینمایش می Aبا 
S دهند.را تشکیل می  

  شوند:تعریف متمم یک پیشامد، نتایج زیر حاصل می) با توجه به 1 نکته:
Aآ)  S A      (بA A S     (پA A      (تn(A ) n(S) n(A)     
A  گاه:باشند، آن Sاي ونهدو پیشامد از فضاي نم Bو  A) اگر 2 B A B     

Aباشند و  Sاي دو پیشامد از فضاي نمونه Bو  Aاگر پیشامدهاي ناسازگار:  B  هـا را دو پیشـامد ناسـازگار ، در این صـورت آن
  مشخص شده است: Bو Aدهند. در شکل مقابل دو پیشامد ناسازگار یزمان رخ نمدو پیشامد ناسازگار باشند، هم Bو  Aگوییم. در واقع اگر می
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  احتمال رخداد یک پیشامد
یعنـی  Aکافی است تعـداد اعضـاي  P(A)دهیم و براي محاسبۀ نشان می P(A)را با  Sاي از فضاي نمونه Aاحتمال رخداد پیشامد  ●

n(A) اي یعنی را بر تعداد اعضاي فضاي نمونهn(S)  تقسیم کنیم. عدد حاصل یعنیP(A)  عددي حقیقی است که شانس رخداد پیشامد

A کند.گیري میرا اندازه  J¼±õ¶ ÁIÀïS²IejHk÷U
¸§µ¶ ÁIÀïS²IejHk÷U

n(A)P(A) n(S)   احتمال رخداد پیشامدA اي مونهدر فضاي نS  

  کنیم:، مراحل زیر را طی میAبراي تعیین احتمال رخداد یک پیشامد دلخواه مانند  ●
  :ردن آزمایش تصادفی) مشخص1
  عضاي آنااي و تعیین تعداد :ردن فضاي نمونه) مشخص2
  کردن پیشامد مطلوب و تعیین تعداد اعضاي آن) مشخص3

n(A)P(A)سپس با استفاده از رابطۀ  n(S)آید.، احتمال رخداد پیشامد به دست می  

  قدر است؟ة دو تاس مربع کامل باشد، چهکه مجموع اعداد روشددر پرتاب دو تاس احتمال آن تمرین:
  عضو دارد؛ 36اي این پدیدة تصادفی فضاي نمونهپاسخ: 

  
Ì¼µ\¶ Ì¼µ\¶

A {( , ),( , ),( , ) ,( , ), ( , ),( , ), ( , )} n(A)
 

  
4 9

1 3 3 1 2 2 3 6 4 5 5 4 6 3 7 (.مجموع اعداد روشدة دو تاس مربع کامل باشد)  

  P(A)  7
36   

  قوانین احتمال
  گاه:باشد، آن Sاي پیشامدي دلخواه در فضاي نمونه Aاگر 

  ) P(A) ) P( ) ) P(S)    1 0 1 2 0 3 1   

n(A)بیشتر باشد، کسر  Aقدر تعداد اعضاي هر چه نکته:
n(S) حتمال رخداد پیشامد گوییم اتر بوده و اصطالحاً میتر و به عدد یک نزدیکبزرگ

A .بیشتر است  
  کنیم.از قانون جمع احتمالات استفاده می Bو  Aبراي محاسبۀ احتمال اجتماع دو پیشامد 

P(A  باشند، داریم: Sاي دو پیشامد از فضاي نمونه Bو  Aاگر قانون جمع احتمالات:  B) P(A) P(B) P(A B)      

  متمم آن باشد، در این صورت: Aو  Sاي ي نمونهپیشامدي از فضا Aاگر احتمال پیشامد متمم: 
  P(A ) P(A) , P(A) P(A )    1 1   

کـه آوریم. احتمـال آنمهرة آبی وجود دارد. سه مهره با هم و به تصادف بیـرون مـی 2مهرة سیاه و  4مهرة سفید،  3اي درون جعبه تمرین:
  را به دست آورید.شده سیاه باشد خارجمهرة 2حداکثر 

 مهره از 3هاي انتخاب آي، تمام حالتفضاي نمونهپاسخ:   3 4 2   مهرة درون جعبه است که تعداد اعضاي آن برابر است با: 9

  n(S) !
      
 

9 9 8 7 8433
   

A)گاه متمم آن شده سیاه باشد، آنمهرة خارج 2پیشامدي باشد که در آن حداکثر  Aاگر  )  پیشـامدي اسـت کـه در آن هـر سـه مهـرة

n(A  شده سیاه است. داریم:خارج )n(A ) P(A ) P(A) P(A )n(S)
               

 

4 4 1 1 204 1 184 21 21 213
   



 
 

 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  550 

  احتمال شرطی
1برابر  2احتمال روشدن عدد در پرتاب یک تاس،

گـاه احتمـال آناست، اما اگر گفته شود عدد روشده در پرتاب تاس، عددي زوج اسـت،  6

1برابر 2روشدن عدد 
  گوییم.کند را احتمال شرطی میهایی را که با اطلاعات جدید فضاي نمونه تغییر میخواهد بود. چنین احتمال 3

P(B)دو پیشامد باشند، به قسمی که  Bو  Aفرض کنید تعریف:  0 در این صورت اگر ،B خ داده باشد، احتمال وقـوع رA  را بـا نمـاد
P(A | B) دهیم و آن را احتمال شرطی نشان میA  به شرط وقوعB شود:گوییم و از دستور مقابل محاسبه میمی  

  P(A B)P(A | B) P(B)
   

  محاسبۀ احتمال شرطی
آي جدید فضاي نمونه Bرخ داده است. در واقع  Bها هایی است که در آنحالتهاي ممکن برابر همۀ در محاسبۀ احتمال شرطی، همۀ حالت

  رخ داده باشند. Aو هم Bم ههایی است که هاي مطلوب، همۀ حالتما خواهد بود و تمام حالت

n(A  شانس داریم:اي گسستۀ همو در فضاي نمونه B)P(A | B) n(B)
   

ها زوج باشد، با کدام احتمال هر کنیم. اگر مجموع آننویسیم و دو کارت را به تصادف انتخاب میارت میک 6را روي  6تا  1) اعداد 1 تمرین:
  دو عدد زوج است؟

  :ه فرزند اول خانواده دختر باشد را به دست آورید.فرزند خانواده دختر باشند، احتمال آن 2اي با سه فرزند، اگر دقیقاً ) در خانواده2
  : مجموع دو عدد زوج است.Bوج است. : هر دو عدد زAگیریم: هاي زیر در نظر میرا به صورت Bو  Aي ) پیشامدها1 پاسخ:

n(A)هایی که هر دو عدد زوج باشد برابر تعداد حالت  
  
 

3
3

2
که جمع دو عدد زوج باشد، باید هر دو زوج یا هر دو فرد است. براي آن 

n(B)  باشند: P(A | B)   
          
   

3 3 3 13 3 6 6 22 2
   

  به صورت زیر است: فرزند 3اي جنسیت فرزندان یک خانواده با ) فضاي نمونه2
S(د، د، د)} ,(پ، د، د)  ,(د، پ، د)  ,(پ، پ، د)  ,(د، د، پ)  ,(پ، د، پ)  ,(د، پ، پ)  ,{(پ، پ، پ،)       

n(B)  گاه:فرزند دختر باشند، آن 2پیشامدي باشد که در آن  Bاگر   B(پ، د، د)} ,(د، پ، د)  ,{(د، د، پ)  3    
  گاه:پیشامدي باشد که در آن فرزند اول خانواده دختر باشد، آن Aاگر 

  n(A B)n(A B) P(A | B) n(B)     22 3
  (د، پ، د)}, {(پ، د، د)A B    

  را مشخص کنیم. B، پیشامد Sنداریم، اما باید از روي  Sاي تمرین قبل، نیازي به نوشتن فضاي نمونهدر حل  تذکر:

P(Aشمارشی نباشند، باید از فرمول  Bو  Aدر محاسبۀ احتمال شرطی، اگر پیشامدهاي نکته:  B)P(A | B) P(B)
 .استفاده کنیم  

0/ین رقیبش را ببرد، تراصلی Aکه تیم فرض کنید احتمال اینتمرین:  0/برابر  Aاست. احتمال قهرمانی تیم  7 ترین است و اگر اصلی 8
0/گاه احتمال قهرمانی به رقیبش را ببرد، آن قدر ن رقیبش را ببرد، چهتریقهرمان شود یا اصلی Aکه تیم کند. احتمال اینافزایش پیدا می 9

  کتاب درسی) 146(مشابه مثال صفحۀ   است؟
  گیریم:ر نظر میرا به صورت زیر د Dو  Cبراي پاسخ به سوال باید دو پیشامد تعریف کنیم و از فرمول استفاده کنیم. پیشامدهاي پاسخ: 

C تیم :A             .قهرمان شودD تیم :A ترین رقیبش را ببرد.اصلی  
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P(Cقدار باید م D) :را به دست بیاوریم. طبق قانون جمع احتمالات داریم  P(C D) P(C) P(D) P(C D)      
P(C)طبق فرض،  /0 P(D)و  8 /0 0/ابـر گاه احتمال قهرمانی برترین رقیب را ببرد، آنکه گفته شده، اگر اصلیاست. اما این 7 9 

P(Cشود، یعنی می | D) /0 P(C  است. طبق فرمول احتمال شرطی داریم: 9 D) P(C D)P(C | D) /P(D) /  0 9 0 7
    

  P(C D) / / / P(C D) / / / /        0 9 0 7 0 63 0 8 0 7 0 63 0 87    

P(Aاز رابطۀ قانون ضرب احتمالات:  B)P(A | B) P(B)
  تساوي ،P(A B) P(B)P(A | B) آید که به آن قانون به دست می

  کنیم.د استفاده میزمان وقوع دو پیشامگوییم و از این قانون براي به دست آوردن احتمال همضرب احتمالات می
که لامپ کنیم. احتمال آنلامپ به تصادف و بدون جایگذاري خارج می 2لامپ معیوب وجود دارد.  1لامپ سالم و  4اي درون جعبه تمرین:

  اول سالم و لامپ دوم معیوب باشد را به دست آورید.
P(Aخواهیم بودن لامپ دوم باشد. میپیشامد معیوب Bبودن لامپ اول و پیشامد سالم Aفرض کنیم پاسخ:  B)  .را بـه دسـت آوریـم
P(A  داریم: B) P(A)P(B | A)   

  P(A B) P(A)P(B | A)     1 4 1 1
4 5 4 5 لامپ دوم معیوب) |ل سالم (لامپ اوP(A) , P(B | A) P 4

5  

دها گذارند اما برخی پیشامهاي مربوط به احتمال شرطی دیدیم که برخی از پیشامدها بر احتمال وقوع پیشامدهاي دیگر تأثیر میدر مثال ●
  دیگري داریم. وجود دارند که بر احتمال وقوع دیگري تأثیر ندارند. براي چنین پیشامدهایی نامگذاري

  پیشامدهاي مستقل
  اشد.تأثیر نداشته ب Aبر احتمال وقوع پیشامد  Bمستقل است، هرگاه وقوع پیشامد  Bاز پیشامد  Aپیشامد دو پیشامد مستقل: 
P(A  مستقل است، هرگاه: Bاز پیشامد  Aبه عبارت دیگر پیشامد  | B) P(A)   

P(A) و بار دیگر Sاي با فضاي نمونه A(احتمال وقوع  P(A)، یک بار Bاز  Aبودن پیشامد پس براي بررسی مستقل | B)  احتمال وقوع)
A اي جدید در فضاي نمونهBگاه پیشامد آوریم. اگر این دو عدد یکسا نباشد، آن) را به دست میA  ازB .مستقل است  

P(Aمستقل است، هرگاه  Bاز  Aپیشامد نکته:  B) P(A)P(B) .باشد  
P(Aبا توجه به فرمول  B) P(A)P(B)  و تساويA B B A توان نوشت:، می  

P(Bمستقل است.  Aاز  Bپیشامد    A) P(A B) P(A)P(B) P(B)P(A)       

  اند.از هم مستقل Bو  Aگوییم دو پیشامد مستقل است و می Aنیز از  Bیشامد گاه پمستقل باشد، آن Bاز پیشامد  A) اگر پیشامد 1 نکته:
P(Aمستقل نیستند اگر و تنها اگر  Bو  A) دو پیشامد 2 B) P(A)P(B)   

ــی از مثال ــا میدر برخ ــهودي اه ــه طــور ش ــتی تســاوي تــوان ب ــه بررســی درس ــخیص داد و نیــازي ب ــامد را تش ســتقلال دو پیش
P(A B) P(A)P(B) باشد. به مثال زیر توجه کنید:نمی  

  ي زوج بیاید را به دست آورید.که سکه پشت و تاس عددکنیم. احتمال آنیک سکه و یک تاس را پرتاب می تمرین:
  عضو دارد که به صورت زیر است: 12، اي پرتاب یک سکه و یک تاسروش اول: فضاي نمونه پاسخ:

S، ر)} 1( ,، ر)  2... ( ,، ر) ...  6( ,، پ) 1( ...,، پ) ...  6{(      
  پیشامدي باشد که در آن سکه پشت و تاس عددي زوج بیاید به صورت زیر است: Aاگر 

  n(A)P(A) n(S)   3 1
12 A، پ)} 2( ,، پ)  4( ,، پ)  6{( 4    

را به صورت زیر در نظر گرفت که این Bو  Aتوان پیشامدهاي آمدن تاس ندارد. پس میسکه، تأثیري در احتمال زوجپشت آمدن روش دوم: 
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  اند:دو پیشامد مستقل از هم
A                پیشامد پشت آمدن سکه :Bپیشامد روشدن عددي زوج در پرتاب تاس :  

P(Aباید احتمال  B)  بیاوریم. چون را به دستA  وB اند، بنابراین:مستقل  P(A B) P(A)P(B)   

P(A)  1یعنی احتمال پشت آمدن سکه در یک پرتاب که این عدد برابر
  است. 2

P(B)  که این عدد برابر یعنی احتمال روشدن عددي زوج در پرتاب یک تاس3 1
6   است، بنابراین: 2

  P(A B) P(A) P(B)    1 1 1
2 2 4   

  دو پیشامد مستقل از هم باشند، در این صورت: Bو  Aاگر نکته: 
P(A)نیز مستقل از هم هستند.  Bو  Aآ)  B) P(A )P(B))    

P(A)نیز مستقل از هم هستند.  Bو  Aب)  B ) P(A)P(B ))    
P(A)نیز مستقل از هم هستند.  Bو  Aپ)  B ) P(A )P(B ))      

P(A)دو پیشامد مستقل،  Bو  Aاگر  تمرین:  1
P(Aو  4 B )  3

4  باشند، مقدارP(B) .را به دست آورید  

  نیز مستقل خواهند بود. داریم: Bو  Aپس دو پیشامد اند، مستقل Bو  Aدو پیشامد پاسخ: 
  B , A P(A B ) P(A)P(B ) ( )    2 اند.   ،   مستقلP(A B ) P(A) P(B ) P(A B ) ( )     1    

  ( ), ( ) P(A B ) P(A) P(B ) P(A)P(B ) P(B ) P(B ) ( )P(B )                3 1 1 3 1 11 2 14 4 4 4 4 4   

  P(B ) P(B ) P(B) P(B )           1 3 2 2 11 12 4 3 3 3   

توان به طور قطع گفت که این دو پیشامد مستقل ها با هم در ارتباط است ولی نمیگاهی اوقات در ظاهر پیشامدهایی وجود دارند که وقوع آن
  نیستند.
  کنیم.):د (ابتدا تاس آبی و سپس تاس قرمز را پرتاب میدر پرتاب دو تاس آبی و قرمز پیشامدهاي زیر را در نظر بگیریتمرین: 

  کتاب درسی) 148(مشابه مثال صفحۀ   
A باشد.                  4: مجموع عددهاي روشدهB باشد.                 7: مجموع عددهاي روشدهC بیاید. 3: تاس آبی عدد  
  است؟ چرا؟ Cمستقل از  Aآیا  )1
  چرا؟است؟  Cمستقل از  B) آیا 2

اي پرتاب دو تاس فضاي نمونهپاسخ:  6 6   عضو دارد. 36
P(Aو  P(A)) باید 1 | C)  را به دست آوریم. در صورت برابري این دو عدد، دو پیشامدA  وC اند:مستقل  

  n(A)A A {( , ),( , , ( , )} , n(S) P(A) n(S)      3 11 3 3 10 2 2 36 36   باشد. 4برابر :مجموع دو عدد  12

  C C {( , ),( , ), ( , ),( , ), ( , ),( , )} A C {( , )}   3 1 3 2 3 3 3 4 3 5 3 6 3 1  بیاید. 3:تاس آبی عدد  

n(Aباشند. مستقل از هم نمی Cو  Aدو پیشامد    C)P(A | C) P(A) P(A | C)n(C)     1
6

   

2(  n(B)B B {( , ),( , ),( , ), ( , ),( , ),( , )} P(B) n(S)     6 11 6 2 5 3 4 4 3 5 2 6 1 36   باشد 7:مجموع عددهاي روشده  6
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  B  مستقل ازC  .استn(B C)B C {( , )} n(B C) P(B | C) P(B)n(C)       13 4 1 6
    

  :هاي تشریحیپرسش
  در جاهاي خالی عبارت مناسب قرار دهید. ●

  گوییم.دو پیشامدي که با هم رخ ندهند، دو پیشامد ................. می -1

P(Aمنظور از  -2 | B).احتمال وقوع پیشامد .................... است به شرط آن که بدانیم پیشامد .............. رخ داده است ،  

  گوییم.اي میاي نمونه...... در فضاي را یک ............ر زیرمجموعه از فضاي نمونهه -3

  نامیم.را .................. می Bو  Aتأثیري نداشته باشد، دو پیشامد  Bبر احتمال وقوع پیشامد  Aاگر وقوع پیشامد  -4

P(Aگاه دو پیشامد مستقل باشند، آن Bو  Aاگر  -5 B) .1402شهریور (  برابر ................ است(  

  )1402خرداد (  گاه کدام گزینه صحیح است؟دو پیشامد مستقل باشند، آن Bو  Aاگر  - 6

1 (P(A B) P(A) P(B)    2 (P(A B) P(S)   

3 (A B       4 (A B A B     

  
  
  
  
باشد را به  8که بدانیم مجموع اعداد روشده برابر که هر دو عدد روشده زوج باشند، به شرط ایناند. احتمال آندو تاس با هم پرتاب شده -7

  )1402شهریور (  دست آورید.

  
  
  
  )کتاب درسی 152صفحۀ  6مشابه تمرین (  کنیم.دو تاس سفید و سیاه را پرتاب می -8

  آمده باشد را به دست آورید. 5که تاس سفید شده است، احتمال این 8ع عدد روشده در دو تاس آ) اگر بدانیم مجمو

  شده باشد را به دست آورید.  8 که مجموع دو تاسآمده است، احتمال این 5ب) اگر بدانیم تاس سفید 
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1ترین رقیبش را ببرد، که یک تیم فوتبال اصلیاحتمال این -9
1است. احتمال قهرمانی این تیم در حال حاضر  6

و در صورت بردن رقیب  4

1اش، این احتمال به اصلی
یابد. با چه احتمالی حداقل یکی از این دو اتفاق (قهرمانی یا بردن رقیب اصلی) براي این تیم اتفاق افزایش می 3

  )1402خرداد (  فتاد؟خواهد ا

  
  
  
  

A ،1دادن مـادة هستند. احتمال واکـنش نشـان Bو  Aها مواد مادة شیمیایی داریم که دو تا از آن 4ترکیبی از  -10
و احتمـال واکـنش  5

B ،1دادن مادة نشان
B ،1دادن مادة نش نشانواکنش نشان دهد، احتمال واک Aاست. اگر مادة  7

خواهد شد. با چه احتمالی حداقل یکی از  4

  )1402خرداد (  واکنش نشان خواهد داد؟ Bیا  Aمواد 

  
  
  

0/فرض کنید در یک سال، احتمال قهرمانی تیم ملی فوتبال ایران  -11 0/ان و احتمال قهرمانی تیم والیبال ایر 6 باشد. با چه احتمالی  7

  )1402شهریور (  ها قهرمان آسیا خواهد شد؟حداقل یکی از این تیم

  
  
  

  باشد را به دست آورید. 5که سکه رو یا مجموع اعداد روي دو تاس برابر در پرتاب یک سکه و دو تاس با هم، احتمال آن -12

  
  
  

P(Aاگر  -13 )  1
4  ،P(B)  2

P(Aو  3 B)  4
5  باشد، مقدارP(A | B) .را به دست آورید  
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Homework  
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  Homeworkپاسخ 
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BOX 2کتاب درسی) 163تا  153(صفحه   : آمار توصیفی  
یانـه، مپـردازد. در ایـن بسـته روش محاسـبۀ میـانگین، ایش به مرکز و معیارهاي پراکنـدگی میایی در قالب معیارهاي گرهها و یا شاخصسازي دادهآمار توصیفی به خلاصه

  شود.ها گفته میدامنۀ تغییرات، واریانس، انحراف معیار و ضریب تغییرات داده

  معیارهاي گرایش به مرکز
  ها، نتیجۀ مطالعات را گزارش داد.توان به کمک آند که میباشنمیانگین و میانه به عنوان دو معیار گرایش به مرکز می

دهیم. پس نشان می Xگوییم و آن را با ها مین متوسط یا مرکز ثقل دادهها را میانگیها بر تعداد دادهحاصل تقسیم مجموع دادهمیانگین: 

Nx  گاه:باشند، آن Nx، ... و x1 ،x2ها اگر داده xX N
 

 1    

  ها است.تعداد داده Nکه در آن 
,  نفر را به دست آورید. 8نفر به صورت مقابل است. میانگین وزن این  8وزن  تمرین: , , , , , ,73 78 82 79 84 77 79 80   
  نفر است: 8صل میانگین وزن این کنیم. عدد حاتقسیم می 8آوریم و سپس آن را بر عدد را به دست مینفر  8مجموع وزن پاسخ: 

  X         73 78 82 79 84 77 79 80 632 798 8   

   نکته:

N  است: NXها برابر گاه مجموع دادهباشد، آن Xدادة آماري برابر  N) اگر میانگین 1
N

x x X x x NXN
 

    1
1


   

ترین ترین و بزرگها برابر است و در غیر این صورت میانگین همواره عددي بین کوچکها با هم برابر باشند، میانگین نیز با آن) اگر تمام داده2
  داده است.

باشد، در  Xها نیز برابر کردن تعدادي داده که میانگین آنگاه با حذف و یا اضافهباشد، آن Xبرابر  Nx، ... و  x1هاي ) اگر میانگین داده3
  آید.ها تغییري به وجود نمیمیانگین داده

  هاي میانگینویژگی
  شود.ها نیز با همان مقدار ثابت جمع میگاه میانگین آنی جمع شود، آنهاي آماري با مقدار ثابتاگر هر یک از داده قضیه:
  ها نیز در همان مقدار ثابت ضرب خواهد شد.هاي آماري در مقدار ثابتی ضرب شود، میانگین آناگر هر یک از داده قضیه:

  نیم:صورت زیر بیان کتوان به صورت یک نکته به می هاي میانگین گفته شده است رادر دو قضیۀ بالا که ویژگی

axهاي گاه میانگین دادهباشد، آن Nx، ... و x1 ،x2هاي میانگین داده Xاگر  نکته: b1  ،ax b2 ،  و ...Nax b  برابرaX b 

AX  نویسیم:باشد و میمی b aX b     
هاي جدید، کافی گاه براي به دست آوردن میانگین دادهجمع کنیم، آن bضرب و با مقدار ثابت aها را در مقدار ثابت به عبارت دیگر اگر داده

  جمع کنیم. bضرب و سپس با  aانگین اولیه را در است، می
xهاي باشد، میانگین داده 12برابر  Nx، ... و x1 ،x2هاي اگر میانگین داده تمرین: 14 3 ،x 24 Nx.. و ، .3 4   را به دست آورید. 3

 3کنیم و سپس برابر می 4ها را ابتدا ها کم شده است، پس میانگین آنهر دادة آماري، چهار برابر شده است و سپس سه واحد از آنپاسـخ: 
  کنیم. بنابراین:واحد از آن کم می   4 12 3   هاي جدیدمیانگین داده45

X  با علائم ریاضی، داریم: X      4 3 4 3 4 12 3 45   

 Nx، ... و x1هـاي میـانگین داده Xها از میانگین (انحراف از میانگین) برابر صفر است. به عبارت دیگر، اگر مجموع اختلافات دادهنکته: 
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N(x  گاه:اشد، آنب X) (x X) (x X)      1 2 0   
  ها از میانگین اضافی دارند، همان مقدار هم از میانگین کم دارند.ها قرار دارد، یعنی همان مقداري که دادهدر واقع میانگین در مرکز داده

 Q2نامیم و آن را با اي قبل از آن برابر است، میانه میهها بعد از آن با تعداد دادهادهدها، مقداري را که تعداد پس از مرتب کردن دادهمیانه: 
  دهیم.نمایش می

  ها باشد.لزومی ندارد که میانه عضوي از داده تذکر:

  روش پیداکردن میانه:
  کنیم.ها را از کوچک به بزرگ مرتب می) داده1
  گیرد، برابر میانه است.رار میاي که در وسط قها فرد باشد، داده) اگر تعداد داده2
  آند، برابر میانه است.اي که در وسط قرار گرفتهصف مجموع دو دادهنها زوج باشد، ) اگر تعداد داده3

,هاي داده) میانۀ 1 تمرین: , , , , , , ,29 26 24 25 27 26 25 24   هاي قبل و بعد از میانه را مشخص کنید.را به دست آورید و سپس داده 24
  آموز پایۀ یازدهم قبل از یک مسابقۀ ورزشی است:دانش 12یر مربوط به تعداد ضربان قلب هاي ز) داده2

  , , , , , , , , , , ,100 91 82 75 98 105 98 88 101 89 92 97   
  ها را مشخص کنید.) میانگین دادهب                   ها را به دست آورید.  آ) میانۀ داده

,  کنیم:ها را از کوچک به بزرگ مرتب می) داده1 پاسخ: , , , , , , ,24 24 24 25 25 26 26 27 29   
Q  ها است:م)، میانۀ دادهاست، پس دادة وسط (دادة پنج 9ها برابر تعداد داده 2 25   

  , , ,26 26 27 ,هاي بعد از میانه                  :داده 29 , ,24 24 24   هاي قبل از میانه:داده 25
,  کنیم:ها را از کوچک به بزرگ مرتب میست آوردن میانه، داده) آ) براي به د2 , , , , , , , , , ,75 82 88 89 91 92 97 98 98 100 101 105   

/  باشد:ها میمیانۀ داده 97و  92هاي ت. میانگین دو دادة وسط، یعنی دادهاس 12ها برابر تعداد داده 92 97 94   میانه52

  کنیم:تقسیم می 12بر  :نیم و حاصل راا با هم جمع می) براي به دست آوردن میانگین، دوازده داده ر2

  X             75 82 88 89 91 92 97 98 98 100 101 105 1116 9312 12   

ها هاي قبل از آن باشد و به بزرگی و یا کوچک یدادههاي بعد از آن برابر تعداد داده) میانه فقط به این نکته توجه دارد که تعداد داده1 نکته:
  دهد.ها حساسیت نشان نمیاندازة داده کاري ندارد. به عبارت دیگر، میانه نسبت به

گیـرد. در گوییم، قـرار میهاي دورافتاده میها دادههاي خیلی بزرگ و یا خیلی کوچک که در آمار به آنها تحت تأثیر داده) میانگین داده2
کنیم. در غیر ة دورافتاده، از میانه استفاده میادگیرد. بنابراین در صورت وجود دهاي دورافتاده قرار نمیها تحت تأثیر دادهصورتی که میانۀ داده

  کنیم.این صورت از میانگین استفاده می

  هاي پراکندگیشاخص
هاي پراکندگی در گوییم. شاخصکنند، شاخص پراکندگی میگیري میها را از میانگین براي ما اندازهبه معیارهایی که نزدیکی یا دوري داده

  ت) ضریب تغییرا4) انحراف معیار       3) واریانس     2دامنۀ تغییرات      ) 1اند از: این قسمت عبارت

  ترین داده. به عبارت دیگر:ترین و بزرگدهیم عبارت است از اختلاف کوچکنمایش می Rدامنۀ تغییرات که آن را با دامنۀ تغییرات: 
  b a  ترین دادهکوچک ترین دادهبزرگR  دامنۀ تغییرات:  

  را به دست آورید. 15و  10، 9، 5، 7، 8، 7، 9، 11، 12، 14، 17، 16، 18هاي دامنۀ تغییرات داده تمرین:
a   پاسخ: , b R b a       5 18 18 5 13   
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هاي میانی، مقدار آن تغییر نخواهد با تغییر تعداد و مقدار داده وا وابسته است هترین دادهترین و کوچک) دامنۀ تغییرات تنها به بزرگ1 نکته:
  کرد.

ها با هم تر است و در صورتی که تمام دادهها کمترند و پراکندگی دادههاي آماري به هم نزدیکتر باشد، دادهقدر دامنۀ تغییرات کم) هر چه2
  برعکس.برابر باشد، دامنۀ تغییرات برابر صفر است و 

  دهیم:نشان می 2گوییم و آن را با ها میهها را واریانس دادمیانگین مجذور انحرافات از میانگین دادهواریانس: 

  N(x X) (x X) (x X)
N

     
 

2 2 2
2 1 2    

  را به دست آورید. 13و  11، 11، 10، 10هاي واریانس داده تمرین:

X  بر است با:ها برامیانگین داده پاسخ:      13 11 11 10 10 55 115 5   

  (x X) (x X) (x X)     
 

2 2 2
2 1 2 5

5
   

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) /                
2 2 2 2 2

2 10 11 10 11 11 11 11 11 13 11 1 1 0 0 4 6 1 25 5 5   

  واحد واریانس برابر با توان دوم واحد دادة موردنظر است. تذکر:

ترند و جه به میانگین خودشان نزدیکها به هم و در نتیتر است، یعنی دادهها کمتر باشد، پراکندگی دادهها کوچکهرچه واریانس داده نکته:
  ها همگی با هم برابرند و برعکس.گاه دادهها برابر صفر باشد، آناگر واریانس داده

a ،bهاي ) اگر واریانس داده1 تمرین:  2 ،c 2 aهاي برابر صفر باشد، میانگین داده 17و  1 b ،c 4 را بـه دسـت  38و  36، 35، 1
  آورید.

  به صورت مقابل است: Bو  Aآموزان دو کلاس ) نمرة درس ریاضی دانش2
A
B

8 9 10 11 12
0 5 10 15 20   

  را به دست آورید. Bو  Aهاي هر یک از دو کلاس آ) واریانس نمره
  در کدام کلاس تدریس کند؟ چرا؟دهد ب) یک معلم ریاضی ترجیح می

a ،bهاي ) واریانس داده1 پاسخ:  2 ،c 2   ها همگی با هم برابرند:برابر صفر است، پس این داده 17و  1
  a b c a , b , c        2 2 1 17 17 19 8   

  a b , c , , ,   36 4 1 33 35 36   هاي جدید:داده 38

  X /      36 33 35 36 38 178 35 65 5   

X  آوریم:، میانگین را به دست میAبراي به دست آوردن واریانس کلاس ) آ)2      8 9 10 11 12 50 105 5   

تقسـیم  5کنیم و حاصـل را بـر ها را با هم جمـع مـیآوریم و آنبه دست می Aهاي ریاضی کلاس مجذور اختلاف از میانگین را براي نمره
  کنیم:می

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )               
2 2 2 2 2

2 8 10 9 10 10 10 11 10 12 10 4 1 0 1 4 25 5   

X  آوریم:، میانگین را به دست میBبراي به دست آوردن واریانس کلاس       0 5 10 15 20 50 105 5   
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  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )                
2 2 2 2 2

2 0 10 5 10 10 10 15 10 20 10 100 25 0 25 100 250 505 5 5   

ح یاضـی تـرجیرتري برخوردارند و در نتیجـه معلـم ها از پراکندگی کمتر است و در نتیجه دادهکوچک Aب) واریانس نمرات ریاضی کلاس 
  تدریس کند. Aدهد در کلاس می

  هاي واریانس:ویژگی
  کند.ها تغییر نمیجمع شود، واریانس آن هاي آماري با مقدار ثابتی) اگر هر یک از داده1
  مان مقدار ثابت ضرب خواهد شد.ها در مجذور ههاي آماري در مقدار ثابتی ضرب شود، واریانس آناگر هر یک از داده) 2

  ـوان در یک نکته به صورت زیر ادغام کرد:س را میدو ویژگی واریان
ها در مجذور ها را در عدد ثابتی ضرب کنیم، واریانس آنکند و اگر دادهها تغییري نمیها را با عدد ثابتی جمع کنیم، واریانس آننکته: اگر داده

xبرابر  Nx، ... و x1هاي این عدد ضرب خواهد شد. با بیان ریاضی، اگر واریانس داده
xهـاي گـاه واریـانس دادهباشـد، آن 2 b1  و ... ،

Nx b  برابرx
xaبرابر  Nax، ... و ax1هاي و واریانس داده 2 2 ax  خواهد بود و در حالت کلی داریم: 2 b x( ) a  2 2 2   

یانس کنیم. وارها را دو برابر میکنیم و سپس آنواحد اضافه می 4است. ابتدا به هر دادة آماري  5تعدادي دادة آماري برابر واریانس  تمرین:
  هاي جدید ر ا به دست آورید.داده

xهاي اولیه با واریانس داده Nx، ... و x1  ،x2پاسخ: فرض کنیم  2 x)هاي جدید به صورت باشند، داده 5 )12 4، (x )22 ، ... و 4

N(x )2 jkø ýme  دانیم جمع عدد ثابت در واریانس تأثیر ندارد و داریم:باشند. میمی 4
(x ) x x      42 2 2 2

2 4 2 2 4 5 20   

  انحراف معیار:
گـر از اگاه واریانس برحسب مترمربع اسـت. ، آنها متر باشدواحد واریانس برابر است با مجذور واحد متغیر. به عنوان مثال اگر واحد داده ●

  شود.ها یکی میگاه واحد این عدد با واحد دادهواریانس جذر بگیریم، آن

N(x  دهیم، پس:نمایش می گوییم و آن رابا نماد جذر واریانس را انحراف معیار می ● X) (x X)
N

   
 

2 2
1    

ترند و اگر ها به هم نزدیکگاه دادهتر باشد، آنمثبت است و هرچه کوچک جذر عددي مثبت است، پستوجه کنیم که  ● 0  ،باشـد
  ها با هم برابرند و برعکس.گاه دادهآن

axهاي گاه انحراف معیار دادهباشد، آن xبرابر  Nx، ... و x1هاي اگر انحراف معیار دادهنکته:  b1 و ... ،Nax b  برابـرx| a | 
ax  است، در واقع: b x| a |     

  ضریب تغییرات:
آوریم. با ها را به دست میابتدا واریانس نمرات هر یک از کلاس پراکندگی نمرات دو کلاس در درس ریاضی را با هم مقایسه کنیم،خواهیم اگر ب

تر ترند و در نتیجه پراکندگی کمها به هم نزدیکتر باشد، آن دادهبودن میانگین نمرات دو کلاس، واریانس نمرات هر کلاسی کمفرض یکسان
ها چنین اگر بخواهیم پراکندگی دو دسته از دادهکنیم. همرند. اما اگر میانگین نمرات دو کلاس متفاوت باشد، از ضریب تغییرات استفاده مییدا

 هـاتر باشد، پراکندگی دادهها کمکنیم. هرچه ضریب تغییرات دادهواحد نیستند با هم مقایسه کنیم، از ضریب تغییرات استفاده میرا که هم
  تر است.کم

CV  س:پقسمت انحراف معیار بر میانگین، دهیم عبارت است از خارجنشان می CVضریب تغییرات که آن را با نماد  ●
X
   
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  ضریب تغییرات عبارت است از میزان پراکندگی به ازاي یک واحد از میانگین.مفهوم ضریب تغییرات: 
,هاي ضریب تغییرات داده تمرین: , , , , , ,6 6 6 6 6 6 8   را به دست آورید. 4

X  آوریم:هاي آماري را به دست میابتدا میانگین دادهپاسخ:          4 8 6 6 6 6 6 6 48 68 8   

)  دادة آماري برابر است با: 8انحراف معیار این  ) ( ) ( ) CV
X

             
2 2 24 6 8 6 6 6 6 4 4 11 18 8 6   

  .شودهاي مثبت تعریف میضریب تغییرات براي دادهنکته: 

  هاچارك
کنند. چارك دوم شده را به چهار قسمت مساوي تقسیم میةاي مرتبها (چارك اول، چارك دوم و چارك سوم) سه عدد هستند که دادهچارك

  دهند.نمایش می Q3و چارك سوم را با  Q1همان میانه است. چارك اول را با 

  هاچارك محاسبۀ
  آوریم.ها را به دست می) ابتدا میانۀ داده1
  نامیم.آوریم و آن را چارك اول میشدة قبل از میانه، یک میانه به دست میهاي مرتب) براي داده2
  نامیم.آوریم و آن را چارك سوم میشدة بعد از میانه، یک میانه به دست میهاي مرتب) براي داده3

,  هاي مقابل مشخص کنید.اي دادهها را برچارك تمرین: , , , , , , , , , , , , , ,13 13 12 14 11 15 15 10 16 17 12 13 15 16 17 18   
,  کنیم:ها را از کوچک به بزرگ مرتب میداده پاسخ: , , , , , , , , , , , , , ,10 11 12 12 13 13 13 14 15 15 15 16 16 17 17 18   

¶\º » ´TzÀ ÁIÀï½jHj Ì¼µ¿´  کند:تایی تقسیم می8ها را به دو گروه ، داده Q2است.  16ها برابر تعداد داده
Q /  2

14 15 14 52 2   

¶\¹Q » ³nI¿aÁIÀï½jHj Ì¼µ\´  است: Q1میانۀ هشت دادة اول، 
Q /  1

12 13 12 52 2   

x  است: Q3میانۀ هشت دادة آخر،  xQ    12 13
3

16 16 162 2   

  اند:گروه چهارتایی تقسیم شده 4ها به دادهدر این مثال، 
  

Q Q Q

x ,x , x , x , x ,x ,x , x , x , x ,x , x , x ,x ,x , x
  

1 2 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16   

  بین دو دادة متوالی قرار گیرند. ها نباشند و در فاصلۀها دقیقاً خود دادهها، ممکن است چاركبا توجه به تعداد داده نکته:
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  هاي تشریحی:پرسش
  هاي سه سوال زیر را مشخص کنید.درستی یا نادرستی عبارت ●

  یابد.کاهش می Cدازة ها کم شود، انحراف معیار به اناز داده Cاگر مقدار ثابت و مثبت  -1

  یابد.سال دیگر افزایش می 10آموزان کلاس در ضریب تغییرات سن دانش -2

  شود.برابر می Cها ضرب شود، انحراف معیار در داده Cاگر مقدار ثابت و مثبت  -3

Nxهاي میانگین داده -4 , , x1  هاي زیر را به دست آورید. هاي هر یک از دستهنگین دادهاست. میا 17برابر  

Nxآ)  , x , , x  1 25 5 5   

Nxب)  , x , , x1 23 3 3   

Nxپ)  , x , , x  1 24 1 4 1 4 1    

  
,  ةاي دسته زیر را به دست آورید.واریانس داده -5 , , , , , ,12 13 13 14 14 15 16 15   

  
,  ار زیر است:نمرات ریاضی یک کلاس به قر - 6 , , , , , , , ,18 18 13 20 14 15 16 17 19 20   

  )1402خرداد (  میانه و انحراف معیار را براي این جامعۀ آماري به دست آورید.

  
کیلومتر و واریانس  90000یلومتر و ک 75000به ترتیب  Bو  Aکند. میانگین طول عمر براي نوع تایم تولید میاي دو نوع تسمهکارخانه -7

  تایم بهتر است؟کیلومتر مربع است. کدام نوع تسمه 625کیلومتر مربع و  400ه ترتیب ب Bو  Aبراي نوع 

  
a ،bهاي اگر واریانس داده -8 1 ،c 2 4  ،d  هاي برابر صفر باشد، میانگین داده 16وa  7 ،b  8 ،c 12 ،d  و  18، 18، 17، 9

  را به دست آورید. 19

  
a ،bهاي اگر واریانس داده -9 1 ،c 2 4 ،d  هاي برابر صفر باشد، میانگین داده 16وa  7 ،b  8 ،c 12 ،d  و  19، 19، 17، 9

  را به دست آورید. 19

  
xاي هباشد، ضریب تغییرات داده 4و  5به ترتیب  Nx، ... و x1هاي اگر میانگین و واریانس داده -10 12 Nx، ... و 5 2 را به دست  5

  آورید.

  
  ها از میانگین برابر صفر است.ثابت کنید مجموع اختلاف داده -11
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  د.ها را به دست آوریو واریانس داده aاست. مقدار  -2و  a ،0 ،5 ،-1، 1، 2 ،-3ها از میانگین به صورت اختلاف داده -12
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Homework (1)  
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 www.samansalamian.ir  salamianriazi@  572 

  Homework (1)پاسخ 
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Homework (2)  
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  Homework (2)پاسخ 
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